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4.

Uber das Gleichgewicht und die Bewegung
einer elastischen Scheibe.

(Von G. Kirchhoff, Privatdocent an der Universitit zu Berlin.)

Der erste Versuch einer Theorie der Transversalschwingungen elastischer
Scheiben ist von Sophie Germain bekannt gemacht. Im Jahre 1811 reichte
sie der Pariser Akademie, die einen Preis fir eine solche Theorie ausgesetzt
hatte, eine Abbandlung ein, in welcher eine Hypothese iiber die Krafte auseinan-
dergesetzt war, mit denen eine Scheibe Formverinderungen widerstrebt, und aus
dieser Hypothese war eine partielle Differentialgleichung fiir die Schwingungen
abgeleitet. Die Verfasserin hatle bei der Rechnung einen Fehler gemacht;
Lagrange, der sich in der zur Begutachtung der Abhandlung niedergeseizien
Commission befand, leitete aus ihrer Hypothese die Differentialgleichung ab,
welche eine richtige Rechnung geben mufste. Es ist dieses dieselbe, welche
noch jetzt als die richtige anerkannt wird. Noch fehlten aber die Grenzbe-
dingungen, durch welche die Losung der partiellen Differentialgleichung erst zu
einer bestimmten wird. Diese hat Sophie Germain in einer zweiten Abhand-
lung, die sie 2 Jahre spiter der Akademie ibergab, aus derselben Hypothese
abgeleitet. Sie waren von der Art, dafs die Verfasserin die Losung des Problems
fir den Fall rechteckiger Scheiben ermitteln konnte. Sie verglich ihre theo-
retischen Resultate fir diesen Fall mit Beobachiungen und fand eine Uber-
einstimmung, die ihre Hypothese zu bestiligen schien. In einer dritten Ab-
handlung, die sie 1815 der Akademie uiberreichte, erweiterte sie ihre Hypothese
so, dafs sich aus derselben auch die Theorie der Schwingungen von Platten
ableiten liefs, die im natirlichen Zustande gekrimmti sind. Sie konnte die
Rechnung fir cylinderformig gekrimmie Platten durchfiihren und fand auch
hier ihre theoretischen Resultate im Einklang mit experimentellen.

Diese 3 Abhandlungen sind nicht gedruckt; den Hauptinhalt derselben
und die Ergebnisse ihrer forigesetzsten Forschungen hat die Verfasserin in zwei
Schriften veroffentlicht, von denen die erste ,Recherches sur la théorie des

surfaces élastijues” im Jahre 1821, die zweite ,Remarques sur la nature,
7 *
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les bornes et I'étendue de la question des surfaces élastiques, et I'équation gé-
nérale de ces surfaces” im Jahre 1826 zu Paris erschienen sind.

Ungeachtet der Bestatigungen, welche die Theorie von Sophie Germain
durch Versuche erfahren hat, ist sie nicht richtig; denn man kann Folgerungen
aus ihr ziehen, welche in offenbarem Widerspruche mit der Wirklichkeit stehen.
Ich beschrinke mich, um dieses zu zeigen, auf die Betrachiung einer Platte,
die im natiirlichen Zustande eben ist. Die Schlisse, durch deren Hilfe Sophie
Germain zu ihren Gesetzen fir die Formverianderung, die eine solche Plaite
durch die Wirkung &ufserer Krifte erleidet, und fir die Schwingungen, die
sie vollfihrt, gelangt, sind im Wesentlichen folgende.

In jedem Elemente der Platte, welches seine Gestalt veridndert hat,
ist eine Kraft erzeugt, welche dasselbe in seine urspriingliche Form zuriick-
zufilhren trachtet. Die Bedingung des Gleichgewichis der Platte ist die, dafs
das Moment aller in derselben erzeugten Krifte und das Moment der gegebenen
aufseren Krifte eine verschwindende Summe liefern. Es sei ¢ die Dicke der
Platte, df ein Element ihrer Mittelfliche; die in dem Elemente sdf erzeugte
Kraft wird um so grofser sein, je grdfser der Unterschied der Gestalt von df
nach der Formverinderung und der urspringlichen Gestalt dieses Elements
ist. Hatte man ein passendes Maafs fir diesen Unterschied, so wirde man
jene Kraft diesem proportional annehmen kdnnen; es sei u ein solches Maafs,
dann wird man jene Kraft

= N?udf
setzen konnen; wo NN? eine von der Dicke und der Natur der Platie abhingige
Constante bezeichnet. Das Streben dieser Kraft geht dahin, # zu verkleinern;
das Moment derselben wird daher sein:

— N*ududf;
wo Ju die virtuelle Verdnderung von u bedeutet.

Stellt man die entsprechende Betrachtung fiir den Fall eines elastischen
‘Stabes an, so gelangt man zu den richtigen Endgleichungen, wenn man #— dem
reciproken Krimmungsradius der Mittellinie des Stabes setzt; Sophie Germain
glaubte dem entsprechend in dem Falle einer Scheibe #— der Summe der
reciproken Hauptkrimmungsradien der Mittelfliche annehmen zu konnen. Sind
diese Hauptkriimmungsradien = ¢, und ¢, so erhielt sie demnach fir das Mo-
ment der in dem einen Elemente erzeugten Kraft den Ausdruck

_N? %—f%)d‘(é—-{-%—)df, .
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und als Bedingung des Gleichgewichts der Platte die Gleichung:
N2 1,1
JP—N/E—[—QT)()‘(—E -{——a)df — 0,
falls 0P das Moment der gegebenen dufsern Krafte bezeichnet.

Um zu zeigen, dafs diese Bedingung unméglich die richtige sein kann,
wende ich sie auf den Fall an, wo eine Scheibe unendlich wenig aus ihrer
urspriinglichen Gestalt gebracht ist, durch Krifte, die auf ihr Inneres senkrecht
zu ihrer Mittelfliche wirken; den Rand der Scheibe nehme ich dabei der Ein-
fachheit wegen als frei an. Die Mittelfliche in ihrer urspriinglichen Gestalt
sei die @y Ebene eines rechtwinkligen Coordinatensystems, 2z die auf ihr senk-
rechte Verriickung, welche der Punct (x, y) der Mittelfliche erlitten hat, Z die
Kraft, die in der Richtung von 2 -auf eine Linie der Platte wirkt, die in der-
selben Richtung durch den Punct (x, y) gezogen ist. Setzt man dann

o5y 0n
ox* ' 9y* ’

so liefert jene Gleichgewichtsbedingung fir  die partielle Differentialgleichung

20 | Pu\
N (G t5e) =2
und die Grenzbedingungen
U= 0,

wo n die Normale der Contour der Mittelfliche bezeichnet. Nun ist aber die
Losung der Differentialgleichung fir # schon durch die erste der beiden Grenz-
bedingungen vollkommen bestimmt; es ist daher im Allgemeinen nicht moglich,
ein u zu finden, welches auch noch der zweiten Grenzbedingung geniigt; und
demnach gibe es im Allgemeinen gar kein Gleichgewicht firr die Platte. Wiren
die gegebenen Krifte Z von der Art, dafs eine Function # gefunden werden
konnte, die den beiden Grenzbedingungen geniigt, so hitte man, um die Ge-
stalt der Mittelfliche zu ermitteln, diesen Werth von # in die Differential-
gleichung fir 2 zu subslituiren und aus derselben 2 zu bestimmen. Dieser
Gleichung geniigen aber unendlich viele Functionen; es wirde daher in die-
sem Falle unendlich viele Gleichgewichtslagen der Platte geben. Dieser Fall
wiirde z. B. eintreten, wenn keine Krifte Z vorhanden sind; wire die Plaite
in irgend welche Gestalt gebracht, fir die

o'z | &%z
T =0

ist, und damn sich selbst iiberlassen, so miifste sie in dieser ‘Gestalt verharren,
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ohne das Bestreben zu zeigen, in ihre urspriingliche Gestalt zurickzukehren.
Jener Gleichgewichtsbedingung zufolge miifste die Platie, auch wenn sie endliche
Krimmungen erlitten hat, ohne Mitwirkung &ufserer Krifte im Gleichgewichte
sich befinden, sobald fir alle Puncte ihrer Mittelfliche die Summe der reci-
proken Hauptkrimmungsradien verschwindet.

Eine zweite Theorie des Gleichgewichts und der Bewegung elastischer
Scheiben ist von Poisson aufgestelll und in seiner berihmien Abhandlung
»Sur Péquilibre et le mouvement des corps élastiques” *) entwickelt. Aber
auch diese Theorie bedarf einer Berichtigung, und dieselbe zu geben, ist eben
meine Absicht. Poisson gelangt, indem er seine allgemeinen Gleichungen
des Gleichgewichts elastischer Korper auf den Fall einer Scheibe anwendet,
zu derselben partiellen Differentialgleichung, zu welcher die Hypothese von
Sophie Germain gefiihrt hat, aber zu andern Grenzbedingungen, und zwar
. zu drei Grenzbedingungen. Ich werde beweisen, dafs im Allgemeinen diesen
nicht gleichzeilig geniigt werden kann; woraus dann folgt, dafs auch nach
der Poissonschen Theorie eine Platte im Allgemeinen keine Gleichgewichts-
lage haben miifste. Diesen Beweis werde ich aber erst fihren, nachdem ich die
zwei Grenzbedingungen abgeleitet haben werde, die an die Stelle der Poisson-
schen drei zu setzen sind, weil er sich naturgemifs an die Betrachtungen an-
schliefst, durch welche ich jene ableiten will. '

Poisson hat seine Theorie auf den Fall einer kreisformigen Platte an-
gewandt, die so schwingt, dafs alle Puncte, die gleich weit von ihrem Mitiel-
puncte abstehen, sich immer in demselben Zustande befinden; er konnte sie auf
diesen Fall anwenden, weil in demselben eine seiner drei Grenzbedingungen
identisch erfillt wurde. Aus der modificirten Theorie werde ich allgemein
die Gesetze der Schwingungen einer freien kreisformigen Platte entwickeln; in
dem bezeichneten speciellen Falle werde ich zu denselben Formeln gelangen,
welche Poisson gefunden hat. Durch die Giite des Herrn Director Sirehlke,
welcher Messungen in Bezug auf die Knotenlinien kreisformiger Scheiben an-
gestellt hat, bin ich in den Stand gesetzt, einige der numerischen Resultate der
Theorie mit den entsprechenden Resultaten der Beobachtung zusammenzustellen.

s. 1.

Poisson legt seinen Belrachtungen iber eine elastische Platte die
Gleichungen zu Grunde, welche auf die Formverinderungen beliebig gestalteter

*) Mém. de I'Ac. d. sc. a Par. 1829. p. 357.
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elastischer Korper sich beziehen. Diese Gleichungen lassen sich in eine zu-
sammenfassen, welche ausspricht, dafs das Moment der Krifte, welche die
Formverinderung bewirkt haben, der Variation eines gewissen Integrals gleich
ist. Es hat diese vor jenen auch das voraus, dafs jene nur gelten, wenn
die Verriickungen unendlich klein sind, wihrend diese besteht, sobald die
Dilatationen und Contractionen unendlich klein sind; auf den Fall von unendlich
diinnen Stiben oder Platten, die endliche Krimmungen erlitten haben, konnen
jene nicht angewandt werden, diese kann es aber. Sie ist die folgende:
(1) 0 = P —OK[aV (i 23230 (2, 4 4L 4.

Hier bedeuten 0P das Moment der gegebenen Krifte, dV das Volumen eines
Elements des Korpers, 4,, 4,, 4; die Hauptdilatationen dieses Elements; die
Integration ist iiber den ganzen Korper auszudehnen; K und @ sind zwei Con-
stanten, von denen der Elasticititscoéfficient ¢ auf die Weise abhingt, dafs

o 1436
7 = 2K+

ist. Man erhidlt aus (1.) die Poissonschen Gleichungen, wenn man 6 — }
setzt, und die Gleichungen, zu welchen Herr Werthein durch seine Versuche
gefihrt worden ist *), wenn man 6 =1 macht. Bezeichnet man die rechtwink-
ligen Coordinaten des Ortes von dV im urspringlichen Zustande des Korpers
durch x, y, 2, die Verriickungen in den Richtungen der Axen, die dasselbe
bei der Formverinderung erlitten hat, durch u, », w, die Krifte, die auf dasselbe
in den Richtungen der Axen wirken, durch XdV, YdV, ZdV; nennt man
ferner d0 ein Element der Oberfliche des Korpers und (X)d0, (Y )d0, (Z)d0
die Druckkrifte, die auf dasselbe in den Richtungen der Axen ausgeiibt wer-
den, so ist der Werth von JP, der in die Gleichung (1.) gesetzt werden mufs,
folgender:

(@) JOP=/[dV (Xou+ Ydv+ Zow)+[d0(X)Jdu--(Y)do+(Z)w));
wo das erste Integral iiber das ganze Volumen, das zweite iber die ganze
Oberfliche des Korpers auszudehnen ist.

Dafs die Gleichung (1.) fir den Fall, dafs %, v, w unendlich klein
sind, wirklich die bekannten Gleichungen fiir die Formverinderungen elastischer
Korper liefert, davon iiberzeugt man sich leicht durch folgende Rechnung.

Es seien e, 3, 7 die Cosinus der Winkel, welche eine durch den
Punct (z, y, 2) gezogene Linie mit den Coordinaten- Axen bildet: die Dilatation

*) Ann. de ch. et de ph. 3¢ sér. XXIII. p. 52.
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in der Richtung dieser Linie fiir den Punct (z, y, 2), die durch i bezeichnet
werden moge, ist dann unter der Voraussetzung, dafs , v, w, also auch die
Differentialquojienten dieser Grofsen nach , y, 2, unendlich klein 'sind, durch
die folgende Gleichung bestimmt:

L= o B
+8r (G t+0) +re(ar + 50+ B (5 + 5

Die Hauptdilatationen 4,, Lz, A; sind die Werthe von 2 fiir diejenigen Werthe
von o, (3, y, fir welche die Variation J4 verschwindet; d. h. sie sind die
Wurzeln der Gleichung

Ui a.,- l)( ;‘) a_w'—i')
—i‘(_ )aw‘l"az) T( )(az‘l‘ )(ax‘*”g;)
)G+ ES)

Es folgt daraus 2

b b = 5452 o -t

und ferner

v dw | dw Ou Ju Ov
bl tla bt hady = Oy 0z +§. ox ST ox 8_;'

G+ —HEt ) — i@+ 5
also auch

45 = (54 (§)+ (32
HE 2 G+ i+,

Diese Werthe von 4,4 4,-+4; und ij-+ 23423 sind in die Glewhung (1) zu
substituiren *). Wir schreiben dieselbe wie folgt:

(B) P—KIQ =

*) Die Gleichung, die durch diese Substitution entsteht, findet sich in wenig veriin-
derter Gestalt schon in einer Abhandlung von G. Green, ,,On the laws of reflexion and
refraction of light, Camb. Phil. Trans. VIL”; sie ist dort auf andere Weise, als hier, ohne
Betrachtung der Hauptdilatationen abgeleitet.
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indem wir
@) 2= faVEtE+E+00+nti))
setzen. Die Variation 02 wird aus drei Theilen bestehen, von denen der
erste von Ju, der zweite von Jv, der dritte von dw abhangt; diese drei Theile
wollen wir durch R, J8, 0T bezeichnen; dann ergiebt sich
B.) 02 = JR+4IS+ T,

und man findet:

OR = fav|(201+0) 5% 4205420 52) 5

85u odu
| +<m o Hata)mt
Aus dem Ausdrucke von JR ergiebt sich der von c)‘:S', und aus diesem der

von 07, wenn man u, v, w und gleichzeitig «, y, 2 cyklisch vertauscht.
Den Ausdruck von JR zerlege man in drei Integrale, von denen das erste

. J .
unter dem Integralzeichen den Factor —%%, das zweite den Factor %i;‘, das

dritte den Factor %a} hat. Auf das erste von den dreien wende mah den

Satz an, der durch die Gleichung

JavkE — _ fave 2L [40F6 cos(N, )

ausgesprochen wird, in welcher #' und & zwei beliebige Functionen von «, y, 2
bezeichnen, dV das Element eines begrenzten Raums, dO das Element der
Oberfliche desselben und (N, ) den Winkel bedeutet, den die nach dem
Innern des begrenzten Raumes gerichtete Normale von dO mit der = Axe
bildet; auf das zweite und dritte der Integrale, deren Summe JR ist, wende
man die Sitze an, die aus jenem durch Vertauschung von z mit y oder 2
entstehen; jedesmal mache man dabei G=Ju. Fassen wir dann die nach
dV zu nehmenden Integrale zusammen, und eben so die nach dO zu nehmen-
den, so ergiebt sich

SR——favpato)zi+ o +§':+<1+2o>a 5+ +20) 25 ou
/dO ((2a+o) 2w 1202 2 120 29 cos (N, )
+( + a“)cos(N,yH-( %:—)cos(N, z)} Ju.

Bildet man aus diesem Ausdrucke von JR durch die angegebenen Vertau--
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 1. 8
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schungen die Ausdricke von JS' und J7T, und dann der Gleichung (5.) ge-
mifs den Werth von J£2; setzt diesen, so wie den Werth von JP aus (2.),
in die Gleichung (3.), zieht hier die Integrale zusammen, die iber das Volumen
des Korpers auszudehnen sind, so wie diejenigen, die sich auf die Oberfliche
desselben beziehen, und setzt dann, den Principien der Variationsrechnung
gemifs, die Factoren von Ju, dv, Jw unter den beiden Integralzeichen = 0;
so erhilt man folgende Gleichungen:

Fir einen Punct im Innern des Korpers:

o*w |, O |, O 0% o*w
K240 55+ v + 5+ A+20 500 +(1+260) 2 0]+ X
. = 0,

. 2 o2 92 2 2
K240 gr+ 5+ et A+ 2055+ (1420 204 ¥
= 0,

KR(+0) 55+ 5% + 5o+ (142000 (1420 20} 4 7
= 0.

! Und fir einen Punct der Oberfliche:
| % 8 9% 1 53D
K{(20140) 9% 42082 +20 ) cos (N, 2)
0 0 3 9
+ (5;’ + % cos (NN, )’)‘f‘(% + a—:) cos(N, z)}.+_(X) — 0,
d ow

K{(21 +0)gy3 120 +20-§%)008(N, )

+ -g%‘ + %})COS(N: z)-}—(—g% + —g%)cos(N, x)}+(Y) — 0,

K{(2014+6)22 12004 1 20-3;”-)cos(N, %)
9

+ (%%-1-%)008(1\7, w)+(—§§ +%%)°°S(N’ Y} +@) = o.

Diese Gleichungen sind dieselben wie die, welche Caucly auf einem Wege
abgeleitet hat, bei welchem er nicht auf die Betrachtﬁng der Molecularkrifte
zuriickging ; sie gehen in die Poisson’schen iber, wenn man 6 =1} setst,
und in die Wertheim’schen, wenn 6 —1 gesetzt wird.

Ich werde jetzt eine Ableitung der Gleichung (1.) geben, aus welcher
hervorgehen wird, dafs sie eine allgemeinere Giiltigheit hat, als die Gleichun-
gen (6.). Betrachtungen, die denen welche hier folgen ganz ahnlich sind, hat

(6.)
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Lagrange mehrmals in seiner Mechanik, z. B. bei der Herleitung der Gleich-
gewichtsbedingung eines elastischen Stabes angestellt.

Es sei dV das Volumen eines unendlich kleinen Theils des elastischen
Korpers in seinem natiirlichen Zustande. Der Zustand, in welchen dieser Theil
durch die Formverinderung gerith, kann bekanntlich aus dem natiirlichen als
auf die Weise hervorgegangen angesehen werden, dafs der Theil ohne Ver-
anderung der relativen Lage seiner Molecillen eine andere Lage im Raume
erhalten hat und dann in drei auf einander senkrechten Richtungen ( gleich-
mifsigc in jeder, aber verschieden in den verschiedenen) dilatirt worden
ist *). Eine unendlich kleine Kugel geht hiernach in ein Ellipsoid tber, dessen
Axen die Richtungen haben, in denen die Dilatalionen Statt fanden. Diese
Dilatationen werden daher die Hauptdilatationen 4,, i,, i; sein. Die Elasti-
citit des Korpers bewirkt, dafs der betrachtete Theil sich in den Richtungen,
in denen er ausgedehnt ist, zusammenzuziehen strebt; die Krifte, mit denen
er sich in denselben zusammenzuziehen strebt, seien L,dV, L.,dV, L,dV; die
erste von ihnen sucht 4,, die zweite 1,, die dritte A, zu verkleinern. Das
Moment der ersten Kraft ist daher — L,dVJ4,, das der zweiten — L,dVJi,,
das der dritten — L;dVJ4;, und das Gesammitmoment der drei Krifte ist

— dV (L, 0+ L, 04, + L3 d4y).
Nun sind L,, L,, L; Functionen von ,, 4,, 4;. Wir wissen von ihnen, dafs
sie gleichzeilig mit 4,, 4,, 4; verschwinden; ferner, dafs L, eine symmetrische
Function von 4, und 4,, und dieselbe Function von 4,, 4,, i; wie L, von
Ayy A3y A, und Ly von iy, A, A, sein mufs. Nimmt man daher 4,, i,, 2, als
unendlich klein an, so wird man

L, = al-+bi, | b2,
L, = bi,+} at, + bi,,
L, — biy-L-Bifah,

setzen konnen; wo « und b zwei von der Natur des Korpers abhingige Grofsen
bezeichnen. Fiibrt man an Stelle derselben zwei andere K und 6 ein, die
mit ihnen durch die Gleichungen -

a = 2K1-+}6), b = 2Ko
verbunden sind, so erhdlt man fir das Moment der in dV erzeugten Krifte
den Ausdruck

—dV.IOKR+ B+ 2B+ 00+ A+ 4)D)

*) Eine Compression will ich als negative Dilatation bezeichnen.

8*
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und fir das Moment aller in dem Korper erzeugten Krifte den Ausdruck

— KAV (84 B4 B4 00k + 1ot ).
Die Summe dieses Moments und des Moments der #ufseren Krifte mufs fir

den Gleichgewichtszustand verschwinden; wie es durch die Gleichung (1.)
ausgesprochen wird.

§. 2.

Jetzt wollen wir zur Betrachtung einer Platte iibergehen. Wir setzen
in Bezug auf dieselbe voraus, dafs ihre Grundflichen im natiirlichen Zustande
durch zwei parallele, unendlich nahe Ebenen gebildet werden, ihr Rand durch
eine beliebige Cylinder-Oberfliche, die jene senkrecht schneidet. Die Platte hat
eine Form-Anderung erlitten durch Krifte, die auf ihr Inneres wirken und durch
Druckkrifte, die auf ihren Rand ausgeiibt werden, wihrend ihre Grundflichen
frei sind. Diese Krifte sind endlich nur so grofs, dafs die Dilatationen, die
sie hervorbringen, als unendlich klein betrachtet werden diirfen. Hierdurch ist
jedoch nicht ausgesprochen, dafs die Krimmungen, die die Platte erlitten hat,
unendlich klein sind; diese wollen wir uns vorldufig als endlich vorstellen.

Um die Anwendung der Gleichung (1.) auf den Fall einer solchen
Platte zu vermitteln, machen wir zwei Annahmen, die wir als Ergebnisse des
Experiments ansehen und die ganz entsprechend denjenigen sind, welche Jacob
Bernoulli in Bezug auf einen elastischen Stab macht; namlich folgende:

1) Jede gerade Linie der Plaite, welche urspriinglich senkrecht auf den
Grundflichen war, bleibt bei der Form-Anderung gerade und senkrecht auf
den Fliachen, welche urspriinglich den Grundflichen parallele Ebenen waren;

2) Alle Elemente der Mittelfliche (d. h. derjenigen Fliche, welche im na-
tirlichen Zustande der Platte die Ebene ist, die den Grundflichen parallel
in der Mitte zwischen diesen liegt) erleiden bei der Form-Anderung keine
Dilatation.

Mit Hilfe dieser beiden Annahmen werden sich die Werthe der Haupt-
dilatationen 4,, 4,, 4; fiir den gegenwirtigen Fall leicht ausdriicken lassen durch
die Haupthrimmungsradien der Mittelfliche. Man stelle zu diesem Ende folgende,
noch auf einen elastischen Korper von beliebiger Form beziigliche Betrachtung an.
Man denke sich in dem Korper in seinem urspriinglichen Zustande eine unendlich
kleine Kugel und in derselben einen Durchmesser @ und eine auf diesem
senkrechte Diametral-Ebene A; bei der Form-—Anderung geht die Kugel in ein
Ellipsoid iber; die Molecilen, die auf & und auf A liegen, liegen dann auf
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einem Durchmesser @' und auf einer Diametral-Ebene A' des Ellipsoids, welche
conjugirt zu einander sind. Im Allgemeinen wird daher &' nicht senkrecht
auf A’ sein. Ist &' senkrecht auf 4', so wird &' gleich einer Haupt-Axe des
Ellipsoids sein, und das Maximum und das Minimum der auf a’ senkrechten
Durchmesser werden gleich den beiden andern Haupt-Axen sein; d. h. es wird
die Dilatation von «' die eine Hauptdilatation, und die beiden andern Haupt-
dilatationen werden das Maximum und das Minimum der auf «' senkrechten
Dilatationen sein.

Wendet man diesen Satz auf den Fall der Platte an, so folgt daraus
bei Bericksichtigung der Annahme (1.): dafs fir irgend einen Punct im
Innern der Platte die Dilatation in der Richtung der durch ihn gezogenen
Normale der Mittelfliche eine der Hauptdilatationen ist. Wir wollen 2 die
urspriingliche Entfernung des betrachteten Puncts von der Mittelfliche, 2’ seine
Entfernung von derselben nach der Form- Anderung nennen; gleichzeitig
moge durch 2’ auch die Normale der Mittelfliche nach der Form- Anderung in
Riicksicht auf ihre Lage bezeichnet werden. Setzt man

22—z =4,

so wird also —37(’ der Werth einer Hauptdilatation sein. Da diese unendlich
klein sein soll, und da ¢ gleichzeitig mit = verschwindet, so mufs ¢ gegen =
unendlich klein sein.

Bei Beriicksichtigung der Annahme (2.) sieht man, dafs die Dilatation
!
in irgend einer auf 2’ senkrechten Richtung -_—-gi ist, wenn ¢ den Krim-

mungsradius der Curve, in welcher die durch 2’ und die betreffende Richtung
gelegte Ebene die Mittelfliche schneidet, fir den Fufspunct von 2’ bezeichnet.
Nennt man daher die Krimmungsradien der Hauptschnitte der Mittelfliche fiir

ol
den Fufspunct von 2/, ¢, und g,, so sind QL und 2 die Werthe der beiden

1
andern Hauptdilatationen. Da 2’'— 2 unendlich klein gegen z ist, so kann

“ 2 2 .
man fir diese auch —— und —= schreiben.
1 2

Die Werthe der Hauptdilatationen 1,, 4,, 4;, die jetzt gefunden wur-
den, substituire man in die Gleichung (1.). Driickt man dann noch das Ele-
ment des Volumens der Platte durch df.dz aus, indem man unter df das
Element der Mittelfliche versieht, so erhilt man die Gleichung

) 0 = op—Ka/fapa|(GD+ G+ () +o (el -+
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Bezeichnet man die Dicke der Platte durch 2¢, so ist die Integration in Bezug
auf & von & = — ¢ bis 2 =—¢ zu nehmen.
9

Wir wollen jetzt zeigen, dafs sich die eine der Hauptdilatationen Tz

durch die beiden andern — und = ausdriicken lafst, ohne dafs dazu die

1 0,

Kenntnifs der Krifte nothig wire, welche die Form-Anderung der Platte bewirkt
haben. Es ist zu dem Ende der Werth von JP, der durch die Gleichung (2.)
gegeben ist, niher untersuchen. Das rechtwinklige Coordinatensystem, auf
welches sich diese Gleichung bezieht, wihle man so, dafs die xy Ebene die
Mittelfliche in dem natiirlichen Zustande der Platte ist; dann behilt = die
Bedeutung, die ihm hier gegeben wurde. Man bezeichne die Winkel, welche
die Normale der Mittelfliche 2’ mit den Coordinaten-Axen bildet, durch
(z,x), (25y), (2',2), die urspringlichen Coordinaten des Fufspuncts von 2’
durch z,, y,, 0, die Verrickungen, die dieser Punct in den Richtungen der
Axen erlitten hat, durch Uy, vy, wy, so ist der Annahme (1.) zufolge:

rztu )+ u,-}2' cos (2, @),

y+o Yot vy} 2" cos(2, ),

24w w,+ 2'cos (2, %),
oder, da 2'—2 unendlich klein gegen = ist:

r+u x,+ uy+ 2 cos (2, x),

y+v Yo+ v+ 2cos(e, y),

(.

(I

24w wy+- 2 cos (2, ).
Hieraus ergiebt sich: '
ou = Jdu,-} 2dcos(, x),
(8) dv = dv,+2d cos(2',y),

dw = dw,+} 2 cos (2, 2).
Diese Werthe von du, Jv, dw sind in die Gleichung (2.) zu subsituiren. Die
zweiten Theile derselben sind, da sie den Factor 2 enthalten, unendlich klein
gegen die ersten und konnen daher gegen diese im Allgemeinen vernachléssigt
werden; wir haben sie beibehalten, um den Fall von den obigen Betrachtun-
gen nicht auszuschliefsen, indem die Integrale

/ " Xedz, / " Yadz, / " Zz dz, / +E(X)zdz, / +e( Y)zdz, / +8(Z)zdz

von derselben Ordnung sind wie die Integrale

T Xdz, [ Yz, / “Zdz, / (X)) dz, /’*‘(Y)dz, /’“(Z)dz.

—-& —_—& —&
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Stellt man sich die Werthe von du, dv, dw aus (8.) in (2.) substituirt vor, so
sieht man, dafs JP unabhingig von J¢ ist; es folgt daraus, dafs das von dg
abhangige Glied des zweiten Theils der Gleichung (7.) fir sich verschwinden
mufs. Daraus folgt

A+054+0(E+2) =0
oder

2= - (E42)

Setzt man diesen Werth von -a— in die Gleichung (7.), so giebt sie:

= P~ K‘yﬁf"” st atrra(et) )

oder, wenn man die Integration nach 2 ausfihrt:
_ 3 1 1 0 1 1Yy,
(9) 0 — oP—3e K‘y‘zf(EJFEJFTqL_ﬂ(ZJFgT))
§. 3.

Die gefundene allgemeine Gleichgewichtsbedingung fiir eine Platte wol-
len wir nun auf den Fall anwenden, den Poisson behandelt hat: auf den Fall
namlich, dafs die Platte sich nur unendlich wenig von ihrer urspriinglichen
Gleichgewichtslage entfernt hat. Wir beginnen mit der weitern Entwicklung
des Werths von JP.

Ist w, eine unendlich kleine Grofse erster Ordnung, so werden, da
die Mittelfliche keine Dilatationen erlitten haben soll, #, und v, unendlich kleine
Grofsen zweiter Ordnung sein; daher lassen sich dw, und Jv, als unendlich
klein gegen Jdw, betrachten und die Gleichungen (8.) wie folgt schreiben:

Ju = zdcos(2, x),
do = zdcos(2,y),
dw = dw,+ =z cos (2, 2).

Ferner ist in dem vorliegenden Falle, wenn man w1ederum nur unendlich kleine
Grofsen erster Ordnung bericksichtigt:

ow, ow
OOS(Z,-’L') = —_8'—-”0-, cos(z',y‘) = = a)’: ) 008(2', 2) = 1;
und daher wird:
Odw a0
ou = —2 (9.21‘00 sy Ov = _z—a;—:"—, dw = Jw,.

Diese Werthe substituire man in die Gleichung (2.). Driickt man dann wieder
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das Element des Volumens der Platte durch dfdz aus und das Element der
Oberfliche ihres Randes durch dsdz, indem man unter ds das Element
der Contour ihrer Mittelfliche versteht, und schreibt der Bequemlichkeit wegen
w, x, y statt wy, x,, yo, s0 ergiebt sich:

oP = [fdfaz| Zow—=(XF2 + ¥YE)

+/fdsd:v (Z)d‘w-—-z((X) 3520+(Y) 66w>}

Die Krifte X, Y, Z und die Druckkrifte (X), (¥), (Z) lassen sich hier
als unabhingig von w betrachten, weil w unendlich klein sein soll. Den Aus-
druck von J'P wollen wir noch umformen. Er lifst sich zunichst auf folgende
Weise schreiben:

oP — fffiwdyds (24 =(55 + 5 ) ow
— [z dzdyds 2220 _f//zdxdydz X0

+///dsdz (Z)Jw—z((X) dow —[—(Y) 83w }

Das zweite und dritte dieser vier Integrale lafst sich umgestalten durch An-

wendung der Formeln:
oF
ﬁxdy—ax = — ﬂscos oF,

/dwdy% == —/dssinch’.

In denselben bedeutet F' eine beliebige Function von & und y; die zweifache
Integration ist iber eine begrenzie Fliche, die einfache iber die Contour
derselben auszudehnen; ¢ bezeichnet denjenigen Winkel, den die nach dem
Innern der begrenzten Fliche gerichtete Normale der Contour mit der positiven
« Axe bildet, und den diese Axe beschreibt, wenn sie in derjenigen Richtung
gedreht wird (bis sie jener Normale parallel ist), in der sie gedreht werden
mufs, damit sie nach einer Drehung um 90° die Lage der positiven y Axe
einnimmt. Durch Benutzung dieser Formeln g¢rhilt man fir 0P folgen-

den Werth: X .
oP = [ffazayas {z+z(g—x+%y-)} dw
+ [ dsdz{(Z)+ = (Xeos g+ ¥sing)}ow
_ /;dsdz (X)aaw+(y)aaw

(10.)
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dow
oxr
den Differentialquotienten von dw nach der nach Innen gerichteten Nor-

In den letzten dieser drei Theile von 0P fiihre man an die Stelle von und

ddw
dy

male der Contour, %’-, und den Differentialquotienten von Jdw nach dem Bo-

Odw
Os
wachsend an, dafs der Winkel, den die in der Richtung des wachsenden
Bogens gezogene Tangente mit der positiven = Axe bildet, und den diese
Axe beschreibt, wenn sie in der Weise gedreht wird, die bei der Definition
von ¢ bezeichnet worden ist, bis sie der Tangente parallel wird, = ¢ — 90°
ist. Dann ergeben sich folgende Gleichungen:

gen der Contour, ——, ein. Man nehme den Bogen s in der Richtung als so

dow Jdow ddw .

3r = N ‘P T 5; sing,
(11.) 00w 90w . 0w cos

gy . N M9 g5 059

Es wird daher:
do -, 00
S zdsdz {(X) 20 1 () =
== ﬁdsdz (X)coscp—[—(Y)smrp}

+/ﬁdsdz (X)sm(p—(Y)COS‘P}

Das zweite der Integrale auf der rechien Seite dieser Glelchung stellen wir
uns partiell nach s integrirt vor; dabei verschwindet das aus dem Integral-
zeichen hervortretende Glied, indem die Integration sich auf eine geschlossene
Curve bezieht; .dann substituire man fir die linke Seite der Gleichung die
rechte in den Ausdruck von JP. Dies giebt

12) JP:///dwdydz Z—{—z(% 6_1_’_ }d‘w
+//dsdz (Z)—[— a((X)qu)“(Y)cosq’)—l-z(Xcos<p+Ysin(p)}d‘w
—/fdsdzz{(X)cos<p+(Y)sinq;}%%’f—’

Nun bilde man den zweiten Theil der rechten Seite der Gleichung (9.). Wir

stellen uns durch einen Punct der Mittelfliche, der die Coordinaten z, y, w

hat, eine Ebene gelegt vor, die der 2 Axe parallel ist und mit der 2 Ebene

den Winkel 9 bildet; ¢ sei der Krimmungsradius des Schnittes dieser Ebene
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 1. 9

dow

aw
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und der Mittelfliiche fiir den Punct (:v, Y, w), so ist

1 aw 2
.= 3—[—2 cos{}smﬁ—]———sm 9.

1 2

sie sind daher die Wurzeln der Gleichung

e )3~ ) (Ze)

1 . . . 1
Die Werthe von —éi—- und — sind das Maximum und das Minimum von —9—;

Hieraus folgt:
1 1

6’w
lil_fu e

¢

=S <,,i’;‘;> H(gey
Diese Werthe sind in die Gleichung (9.) zu substituiren. Man setze
=//dmdy (Cxa) +2(a‘:§) +(82“’ ),

/ / d:cdy( 82w

so giebt die Gleichung (9.)

(14.) JP—%asK(JQJrT%M) =0
Nun ist Bildung von JQ und JR nothig. Es findet sich

. o'w 0°dw fw 0%w | O'w 9%0w),
(15) 80 = 2//"””dy{ax= £ TR0y ooy T o o7

(13.)

Es ist aber:

o*w 0w
./d d ax oxt

o*w Odw

——//dxdy ax k= —//.d.z-d +//;l“’d)’ 577w,

o*w 0*0w
/ﬁ“" U 52y 359y
6 w 0w 8 w

“/./ dzdy axay B O fﬁ”" dy —5— 2557 ay JF//;’"’ dy 5o ax=a 0

und auch
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*w 0w
/ dz dy Y 3z 9y dy ox Oy
d*w Oddw o*w

—f/d dy aaaya.r __//('l v dy 220" 8.1‘8}' +//dxdyaza _dw,
//d.rd 82w "‘Jw

d’w ddw

——//d:r;dy' ay ——//d.z'dy ay +//d.rdy 3y ——d‘w

Diese vier Glelchungen addire man. Auf der lmken Seite der resultirenden
Gleichung erhalt man dann }JQ; auf der rechten Seite derselben verwandele
man diejenigen Integrale, welche unter den Integralzeichen das Element der
Fliche mit einem nach a oder nach y genommenen Differentialquotienten mul-
tiplicirt enthalten, mit Hilfe der Formeln (10.) in Integrale, die sich auf die

Contour der Mittelfliche beziehen. In einem Theile dieser Integrale kommen

die Differentialquotienten %a—xw und %“: vor; diese driicke man mit Hiilfe

der Gleichungen (11.) durch %%i und %asui aus und integrire die Glieder,

welche % enthalten, partiell nach s. Die Glieder, welche hierbei vor die

Integralzeichen treten, verschwinden, weil die Integration sich auf eine ge-
schlossene Curve beziebt und es ergiebt sich:

16) 20 =2ffavdy |22 +28.128y a"f}a"io
+2.ﬁ"'= glw +8r8w )°°S9"+(aiigy+g%)sm"’
B 6(£Ty(cos’¢—sin (p)-l—(—%? —g‘r—z’)cos¢sin¢)}

os
: aw dow
—-Z/ds 557 C0s’ 9 +2a 0 cosmsmzp-{— - sin cp} SV

Jw

Ferner ist 6 . -
2 2w 20w *dw
A7) of = 2ffazdy (35 + S+

Es ist aber, wenn F' und & zwei beliebige Functlonen von « und y bezeichnen:

Sftear k(GG +57
— [fiwayre(ZE+ 'F)+f¢s G/dFaN,
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setzt man also

o*w

A

)
und beriicksichtigt, dafs

OF _ OF oot O
IN = T OFPT e

ist, was aus den Gleichungen (11.) folgt; so ergiebt sich
64w o'w 0w
(18) R = 2ffizay —4+2W~|——726‘w
o*w Sw 2w Sw
+2fas{(5 + g255) cos 9+ (ggy + 55 )sin g oo
—2_/(18 {8 w 8 w ab‘w

Mit Hilfe der Gleichungen (12., 16. und 18.) bilde man nun die
Gleichung (14.); die linke Seite derselben léifst sich darstellen als die Summe
von drei Integralen, von denen das erste iber die Mittelfliche selbst, die beiden
andern iber die Contour derselben auszudehnen sind, und von denen die

beiden ersten unter den Integralzeichen den Factor Jw haben, das letzte den

d s s 5 s .
Factor %—J%U hat. Den Principien der Variationsrechnung gemifs missen die

ddw

Grofsen, mit denen Jw und IV multiplicirt vorkommen, verschwinden. Man

erhalt demnach die partielle Differentialgleichung

(19) _f “Zde —(,%;/‘Hdez—]— oy / " Yada

i-|-20 0w 0w
1-{—0( 12 ox*oy* + )

und die beiden Grenzbedingungen

(20.) / +€(Z) dz -+ ais(sin @ f H(X )zdz —cos¢ / +€( Y)z dz)

+cos¢pf+6dez—{— sincp/”dez

= g¢ 3Kgii-|’-200 8.z"+¢9.r >co "’+(ax'ay —g—;}f—)sin(p)

: (axay(cos ¢ —sin qp)Jr( ~ g)eosgsing)
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+ +e
(21.) cos (p/ B(X)zdz—l— sin (p/ e( Y)=dsz

o*w

. 6 (0w , dw » 8w .
== §83K{1—+07(5?+5ﬁ)+ 5% €08 (p-|-2m cosgsing |

w

2
gy, sin® (p} ‘

Die Gleichung (19.) stimmt mit der partiellen Differentialgleichung, welche Poisson
abgeleitet hat, iiberein; abgesehen davon, dafs Poisson 6 — } gesetzt hat, wih-
rend hier @ unbestimmt gelassen ist. Die drei Grenzbedingungen von Poisson
lassen sich darstellen durch die Gleichungen (20., 21.) und die Gleichung

22) sing/ " (X)zdz—cosg / (¥)zds

. s O, s w 8w .
= —4¢ K(axay(cos ¢ — sin ¢)+(37;—(9—F)cosrp51n¢)-

Ich werde jetzt nachweisen, dafs w bis auf eine additive lineare Function
von x und y, die willkirlich bleibt, durch die Gleichungen (19., 20., 21.)
bestimmt ist, Daraus folgt dann, dafs den Poissonschen Gleichungen nur in
den speciellen Fillen geniigt werden kann, in welchen die gegebenen Krifte
von der Art sind, dafs die Gleichung (22.) von selbst erfillt wird, sobald
die Gleichungen (19., 20., 21.) erfiillt sind.

Es seien w, und w, zwei Funclionen, die, statt w gesetzt, den Gleichun-
gen (19., 20., 21.) geniigen; dann erfillt w, —w, — w die Gleichungen,
die aus den eben genannten entstehen, wenn an die Stelle der linken Theile
derselben O gesetzt wird. Ich werde beweisen, dafs diesen Gleichungen nur
durch eine lineare Function von & und y geniigt werden kann.

Man stelle sich den Werth von
6
70+ md‘R
gebildet vor: einmal mit Hilfe der Gleichungen (15. und 17.), dann mit
Hilfe der Gleichungen (16. und 18.), und die beiden Ausdricke, die man
dadurch erhilt, einander gleich gesetzt. In der identischen Gleichung, die
man dann hat, mache man Jw —iw, wobei unter ¢ eine unendlich kleine
Constante verstanden wird. Liafst man darauf den Factor 2:, der sich in
derselben findet, weg, so wird sie:
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Sftear (G2 3055+ G + efa G+ 59
= [faway {F2UT0 g 2w | Buly,
1 fas| 114;200 giw 4 aaﬂw cos Jf(axla} aw)smcp)
Y (g i (Z2— %) ging)

2
/a's* 1_(}’10 6w+ aw)
2 2 -
+ g e costp 2 %cos«psin(p—}-—g—;f—sinz(p}%—-
Geniigt nun w den Gleichungen, in welche die Gleichungen (19., 20., 21.)
iibergehen, wenn man an Stelle ihrer linken Theile O setzt, so verschwindet
die rechte Seite dieser Gleichung; es verschwindet also auch die linke. Diese
besteht aber, da @ positiv ist, aus einer Summe von lauter positiven Grofsen:
es missen daher alle diese Grofsen fiir sich verschwinden, und also fiir alle
Puncte der Mittelfliche der Scheibe die Gleichungen
o*w 0*w 0*w
=% =0 H =9
erfilllt werden. Diesen Gleichungen aber kann nur durch eine lineare Function
von x und y geniigt werden.

§. 4
Die Gleichungen (19., 20., 21.) im vorigen Paragraphen will ich nun
anwenden, um die Gesetze der Schwingungen einer freien, kreisformigen
Scheibe herzuleiten. Aus denselben ergiebt sich fir die Schwingungen einer
beliebig gestalteten Scheibe die partielle Differentialgleichung
6 w 1426 o*w
(1) 0= ez +35g QK( +28x2<9y2+ 3y )

in welcher ¢ die Dichtigkeit der Scheibe bezeichnet, nebst den Grenzbedingungen

(0 = 114—;—206( SZO + aiaiav )COS(P'*_(ai:g) o w)smqa)

(2) (;9.5 (aig) (cos*p — sin 4’)+(a - 8 = )cos ¢ sin (p)
6 o
0 = ﬂ-—(}( o 'l‘aylv)‘i-ax’ cos (p-}—za % os«psmrp-{-d—ism (p)

Man erhalt diese Gleichungen, indem man in jenen (X)=(Y)=(Z)=0,
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2 2 2
X= -—g%i—‘, Y= —g%':-, Z = — p—aa-{zi setzt und bericksichtigt, dafs

den beiden in (§. 2.) gemachten Annahmen zufolge % und %ﬁi nicht unend-

lich grofs gegen %t—zf— sein konnen. Zu den Bedingungen (1. und 2.) sind
noch die hinzuzufiigen, dafs fir £ =0, w und % in zwei gegebene Func-

tionen von x und y ibergehen; dann wird @ vollkommen bestimmt sein.
Wir suchen zuerst eine particulire Losung der Differentialgleichung (1),

die die Gleichungen (2.) erfillt. Diese wird sich dann so verallgemeinern

lassen, dafs auch den Bedingungen, die fir £—0 gelten, geniigt wird. |

Man setze der Kiirze wegen
1420 , K
2 — e 2
5Tre° a

und

(3) w = wusin(4i’at);
wo u eine Function von & und y, A eine Constante bezeichnet, iiber die zu
verfiigen wir uns vorbehalten Durch (3.) wird der Gleichung (1.) genigt
werden, wenn # folgende Gleichung erfillt:

: 4, O d*u 0*u
4) 16i'u = Ers 42 50y - 5

Diese kann ersetzt werden durch die zwei Gleichungen

2 0u O*u

o) W = gt gr
L P R
=77t

Macht man
6) uwu=S+D, o=A8-D,
so folgen fir S und D die Differentialgleichungen

o 'S | S
WS =zt 5
. _ D | 5D
—4D = Gt

Nun fithre man an die Stelle der rechtwinkligen Coordinaten Polarcoordinaten r, y
ein; dann werden die letzten Gleichungen : '

3 o*S . 1 98 1 oS
s or® I r or i r* oy*?

9 oD , 1 4D 1 o*D
WD = Grtr o tE
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Diesen wird geniigt, wenn man
) S = A.cosny. X,
' D = B.cosny.Y
setzt, wo A und B willkirliche Constanten, » eine ganze Zahl und X und ¥
zwei Functionen von 7 bezeichnen, die die Gleichungen

d* X 1 dX n®
drz +T dr 7+412>X = O,
(8J da*Y 1 dY n? 4
dr* V7 Tdr —_2_4}' Y¥=0
erfiillen. Fiihrt man
x = ir

ein, so werden diese Gleichungen

wtra =Gt 9X =0,

%) d*Y 1 dY n?

Particuliare Integrale sind die folgenden°

X(") o
(10.)

st n+1+1 7 n-H n+2+1 23. n+1 7.+2 P +ete.),
YO=r5 U1 i e e AT n+3+e‘°)
und andere particulare Integrale:
X = X("J’xxj({ir(nn

Xo

wo x, eine beliebige, endliche Grofse bezeichnet. Die allgemeinen Integrale
der Gleichungen (9.) sind also

X = « X+ o' X,

Y = BY®W Y,
- Aus den Gleichungen (11.) geht hervor, dafs X" und Y fir =0
unendlich werden; wir nehmen an, dafs die Scheibe eine volle, keine ring-
formige ist; dann missen fir =0, d. h. fir =0, u» und v, also auch
X und Y endlich bleiben, und daher missen o' und ' verschwinden. Die
Constanten o und 3 lassen sich, ohne der Allgemeinheit zu schaden, — 1
setzen, da wir in die Gleichungen (7.) die Constanten A und B eingefihrt



4. Kirchhoff, ub. d. Gleichgewicht u. d. Bewegung einer elastischen Scheibe. 73

haben, und daher statt der Gleichungen (7.) schreiben:
S = Acosny. X",
i) D = Bcosny. Y™,
wo X™ und Y™ die durch die Gleichungen (10.) bestimmten Functionen
bedeuten. Ich bemerke, dafs ¥ die Function ist, fir welche Bessel die
Bezeichnung
I,
eingefihrt hat.
Wir werden jetzt iber die Constanten A4, B, 4 so zu verfiigen suchen,
dafs den Gleichungen (2.) geniigt wird. In diesen Gleichungen ist der Bogen s
in derjenigen Richtung als wachsend anzusehen, die bei den Gleichungen (11.)
(§. 3.) bezeichnet ist. Aus der dort gemachten Bestimmung geht hervor, dafs,
wenn man y in derjenigen Richtung wachsen lifst und den Anfangspunct
von s so wihlt, dafs
s = ly
wird, wo ¢ den Radius der Scheibe bezeichnet,
= - 180°
- ist. Benutzt man Dies, so nehmen die Gleichungen (2.) durch Einfihrung
der Polarcoordinaten r, y, statt der rechtwinkligen, folgende Gestalt an:

1420 0 (Sw | 1 Ow iaw)+i_ 0w 16:0)_0
13 150 or\or* ' r Br r* oy? * 81/1 81‘81/1_781,0 T
(15.} 06 (0w , 1 aw 1 o*w

1F6 Er_’—i_ T or ar = a.,, ) +

Diese Gleichungen miissen fir =10, fir alle Werthe von y erfillt werden,
und fir alle Werthe von & Nach (3.) miissen daher auch die Gleichungen
bestehen, welche man aus (13.) findet, wenn man u statt w schreibt. Diese
Gleichungen geben, wenn man bericksichtigt, dafs

Fuy Loy 4 P

ort ' r or ' »* Oyp*
ist, was die erste der Gleichungen (5.) aussagt:

42%v

21420 v 1 Q% 1 0 .
Yrre o +_=—ara¢=—7?_a.p' = &
0 o*u
— 1o
43* 1+0” ,ar,_O.

Fithrt man hier fir # und o jhre Werthe ein, die sich aus (6. und 12.)
ergeben , ersetzt r durch %, drickt die zweiten Differentialquotienten von

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 1.' 10
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X und ¥'™ mit Hilfe von (9.) durch diese Functionen selbst und ihre ersten
Differentialquotienten aus und macht endlich

1420

T = 7
so ergiebt sich

0 = AwX® — o(n —dyat) XN L Blw YO — o 4ya)]] s

14) < .
) I X() y dy()
0= A{(w 4 4ya*) X — 2 L4 4 B{w—4yat) YO — 2.

Diese Gleichungen sind zu erfillen fur r=1{, d. h. fuir x =4I Hierzu
ist nothig, dafs ihre Determinante verschwinde, da 4 und B nicht — 0 sein
sollen. Es mufs also fir & =— al:

(15) 0 — D, G €
— 8yn’x® (X(n) d_Y_Q + ) 48 )d‘(’lr(")
X
— (1) 2+ 16722%) (X L7 axe —yo &)
X dY®
+8 “dr dx

sein. Bestimmt man aus dieser Gleichung A und aus ‘einer der beiden
Gleichungen (14.) das Verhiltnifs von 4 und B, so ist den Bedingun-

gen (2.) genigt. Wir wollen eine Wurzel der Gleichung (15.) durch ,,
bezeichnen und

2 n dr( }
(16) U, = XO{w—4ya)Y® — 20—

x=hnul

Y™ { n -+ dyr) X0 — g d;[’(n)§

x=Ay,l
setzen; dann wird den Gleichungen (1. und 2.) durch
w = C,,sin(44;,at)cosny U,,,
oder auch durch
(17) w = {cos(44;,at)(4,,cosny-| B, sinny)
+ sin(44;,at)(C,, cosny- D, sinny)} U,
genigt; wo 4,,, B,,, C,,, D,, wilkirliche Constanten bezeichnen.

Wir wollen nun die Gleichung (15.) naher untersuchen und zuerst
die Seite derselben rechts in eine Reihe eniwickeln, die nach positiven Po-
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tenzen von x fortschreitet. Wir miissen zunichst das Product X Y™ bilden.
Hierbei lifst sich aber die directe Multiplication der unendlichen Reihen (10.)
umgehen. Man kann namlich durch Benutzung der Differentialgleichungen (9.),
denen X und ¥ geniigen, eine linedre Differentialgleichung vierter Ordnung
fir X™Y ™ finden und aus dieser das Product bestimmen, indem man auf die
Form Riicksicht nimmt, die dasselbe augenscheinlich haben mufs. Man setze
H— Xym

und bilde durch wiederholte Differentiation dieser Gleichung die Werthe der
vier ersten Differentialquotienten von H nach z. Dann driicke man die zweiten
und hoheren Differentialquotienten von X und ¥ mit Hiilfe von (9.) durch
diese Funclionen selbst und ihre ersten Differentialquotienten ans. Dadurch
erhialt man fiinf Gleichungen, welche H und dessen vier erste Differential-
quotienten angeben, als lineare homogene Functionen der vier Grofsen

xXoym,  xmwdr® Y” yo J(") dX™) dY ™
’ dx dr  dx

Die erste dieser fiinf Glelchungen multiplicire man mit (1.), die andern der Reihe
nach mit den unbestimmten Coéfficienten 4,, 4,, 4;, A,, addire alle und
bestimme diese Coéfficienten so, dafs in der Summe die Factoren jener vier
Grofsen verschwinden; dann ergiebt sich identisch'

(18') O H—} Al d +A2 d 2 "I“Aa d 3 ""Aq. d.l'

Schreibt man die Gleichungen, durch welche die zweiten und hohern
Differentialquotienten von X und ¥ durch diese Grofsen selbst und deren
erste Differentialquotienten ausgedriickt werden, folgendermaafsen:

d* X xe dX (") d*Ym » dY®

dxt X+ a4 drt 2 dr °
n Q) 3Y (n) ' (n)

o a,X(n>+,,;d;,§ L

dX™ y X(n) ALY ™ . dY( n)
e = ¢, X"+ a/ g :bY“—l—b’

so ergeben sich fir die Coefﬁclenten A die Gleichungen:

1 +(az+b2)Ag+ (as+ b)A;+ (as+ b, +6a,b,)A4, = 0,
A+ a A+ (a4 362)A3+ (”4"{‘463 + 6a,'6,) 4, =. 0,
At b At () 3a) At (b +4a, +6a,8))4, = 0,

94,4 3(a’+ b)) At (4a 46, + 646,) A, = O.

Substituirt man in diese Gleichungen fir die Grofsen @, & ihre Werthe, die
10 *
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sich aus (9.) ergeben, loset dieselben auf und setzt die Werthe von 4,, 4,,
A,, A,, die man findet, in die Gleichung (18.), so wird diese zu:

2 2
0:64[1—[—4”‘ 1dH 4n*—1 d*H , 4 d*H

—

d‘H
z* dr  x* dx° +—; dz® + dr*’
Aus (10.) folgt aber, dafs
(19) H=X"Y® = -(1—2-%7)—(1 1+ Ba* L B,a* L B B,a®+..)

sein mufs; substituirt man diese Reihe in die eben gefundene Differential-
gleichung, so findet sich

B — Bk—-l
k= " koantk.nf2k—1.nf2k°

also

— (=D*
(@20) B, = 1.2 knflnt2. ntk.nfl.nf2. . nf2k’

Um die Gleichung (15.) zu bilden, sind ferner die Ausdriicke:

ay™ dXxXm dX™ 4y ™
XmE T ym
X dx * dr ° dr dx
zu entwickeln. Wir benutzen hierzu die folgenden Gleichungen, die identisch
sind in Riicksicht auf die Gleichungen (9.):

d¥Y dX™
™ m %
X 7 +Y =

x 2

H= ' XOym, ‘

(n) &
PH . Zxeyeo— (X0l yeollT) ) a0,
% _ %,; Oy | 475.’{_2( xo d;;n) LYo %’2)

dYy ™ dxm 6 dX dy ™
(n) —YyY® -t .
+ 8 (X dx 4 dx x dx dx

Durch Auflosung dieser Gleichungen erhilt man

X(n)f’_dm_}_ ymdX® _ dH
X

dr ~ dz’
dY ™ dX® d*H 3 d*H 4n*— dH
2" ym — 5 _ Lt
X dxr Y dx dx? + r dx? x: dx’
dX®™ qYm™ d*H 1 dH 2nt
dx dx T dx? +; dx =~z H.

Durch Beriicksichtigung der Gleichungen (19. und 20.) werden diese drei
Grofsen der Reihe nach:
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Q y2n—1 ®
a .;...n)z (n+ =k (n+ 2k) By,

4.1,‘2"‘3 ® u
Tz oy 2t k(nt k) (n+-2k) Bya™,

2n—2 @
Trar (e PO —a) Biat),
Hiernach wird die Gleichung (15.), wenn man den Factor x’*** weglifst,

folgende:
- E
(21) 0 = dy—Dmn—1)+I(—1H gk,

=
|

—n*(n’—1)4- 4y (n+2k)(n+2k+1)(n(n—1) — 2k -|- 4yk(n + k)),
M, =1.2...knt1.04+2...ntknt1.0+2.. . n42k+t1.

Man sieht, dafs die Gleichung (21.), deren Wurzeln, durch 7 dividirt,
die Werthe sind, die fir 1,, gesetzt werden konnen, nur die Potenzen von x
enthalt, deren Exponenten Vielfache von 4 sind. Es folgt daraus, dafs, wenn /i
eine ihrer Wurzeln ist, auch — I, lAy—1 und —Iiy—1 ihre Wurzeln sind.
Ich will jetzt nachweisen, dafs die vierten Potenzen aller Wurzeln der Glei-
chung (21.) reell und positiv sind; daraus wird dann hervorgehen, dafs unter
jeder Gruppe von vier Wurzeln, wie die angegebene deren eine ist, sich eine
reelle positive Wurzel befinden mufs. Wie schon friher bemerkt, ist 6 eine

positive Grofse; es ist also y, welches =%2F0 gesetzt wurde, grﬁfsér als 1.

Hieraus folgt, dafs K, immer positiv ist, dafs also die Glieder der rechten
Seite der Gleichung (21.) abwechselnde Zeichen haben. Hiernach ist es un-
moglich, dafs die vierte Potenz einer Wurzel dieser Gleichung negativ sei.
Dafs sie auch nicht imaginiar sein kann, lifst sich auf folgende, indirecte
Weise darthun.

Es seien ! und lA' zwei Wurzeln der Gleichung (21.). Fir die erste
derselben sei die durch (16.) bestimmte Function U,, = U, fir die zweite
— U': dann lafst sich zeigen, dafs :

22) =/ UUrdr = 0

ist. Wir wollen es als bewiesen annehmen und wollen zeigen, dafs dann A"

nicht imaginir sein kann. Es sei
b= p+tgqy-,
— P4 Qy-1.
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Eine andere Wurzel der Gleichung (21.) mufs dann (p — ¢y—1)1 sein. Wir setzen
V= p—gqgy-1:

U'= P—Qy-1.
Die Gleichung (22.) wird dann:

pt/(if——ﬁf Z(P2+ Q)rdr = 0.

Das hier vorkommende Integral kann nicht verschwinden, da es eine Summe
von lauter positiven Grofsen ist, also mufs '
ryp—q) =0
sein; und dieses ist die Bedingung dafir, dafs A* reell ist.
Wir wollen nun die Richtigkeit der Gleichung (22.) erweisen. .Daraus,
dafs der in (17.) gegebene Ausdruck fir « der Gleichung (1.) genugt folgt,
dafs, wenn man

dann wird

AU 1 dU  a*y, .,
& Ty U =4V
setzt, gleichzeitig
U 140w g g,
(23) dr’ r dr r?
' v, 14V n2 T )
drt T r dr el

ist. Daraus, dafs derselbe Ausdruck fur w die Gleichungen (2.) oder die
Gleichungen (13.), welche dieselben sind, erfillt, folgt, dafs fir r =1,
1420 ¢ ﬂhrii‘l_ﬁ ) (AU 1
146 dr Pl odr 1‘2
0 1dU

T—l-_ﬁ + r dr U)+

sein wird. Die Gleichungen 23) lassen sxch wie folgt schreiben:

(24.)

y d 1
2 J— n—1 n
a2’V = r T dr U,
420 — 1 d_1 —rV.

dr 1 dr
Durch Substitution des Werths von ¥V aus der ersten dieser beiden Gleichun-
gen in die zweite erhalt man

5.) 16U = r'— d 1 dopad 1 _d, g

dr r1 dr dr v dr
Auf dieselbe Weise ergiebt sich eine Gleichung, die man aus dieser erhilt,
wenn man U' und A' statt U und A setzt. Substituirt man den Werth von
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162*U aus (25.) in das Integral
162/UU'rdr
und integrirt viermal partiell, so kommt man auf das Integral

’ d 1 d d 1 d
n—1 —_ 2n—1_ g !
,/rdrU'r dr r*=1 dr ¥ dr v dr U,
und dieses ist
- 161'4/ UU'rdr.

Man erhilt auf dem angedeuteten Wege die Gleichung

f ! i ! d L . 1 -
(26) 164 —a")/UU'rdr = U (ET"- . d d . U)

dr 71 dr
d pncd 1 d
—(&"0) G w=5""0)
d 1 d d
1 (2 _ - 7 pn ’ Rl |
' (dr 7 dgp | U)(drr U)
d 2n—1 d 1 d n !
at T arT U)
Nun lédfst sich zeigen, dafs der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Glei-
chung sowohl fir =0, als fir r=1 verschwindet. Dafs er fir r=20
verschwindet, ist einzusehen, wenn man erwigt, dafs U und U’ von der Form
cr'tert Lo, ettt L
sind. Um zu beweisen, dafs er fir »=1{ verschwindet, wenden wir die
Gleichungen (24.) an. Diese lassen sich folgendermaafsen schreiben:

U.

rn—l

U 9 (n 1 dU

dr* 1+20(72‘U_7717 )

U g n n*4(n241)(14-36) dU
ar® r? (1420)r* dr

Mit Hiilfe dieser Gleichungen und derer, welche aus ihnen entstehen, wenn
man U’ statt U setzt, driicke man die zweiten und dritten Differentialquotien-
ten von U und U’, auf welche man kommt, wenn man die in (26.) ange-
gebenen Differentiationen ausfiihrt, durch U und U’ selbst und ibre ersten
Differentialquotienten aus; man findet dann, dafs die Glieder auf der rechten
Seite von (26.) sich gegenseilig aufheben. Es folgt daraus die Richtigkeit
der Gleichung (22.).

Es ist bis jetzt auf die Bedingungen nicht Riicksicht genommen worden,
welche die Losung unserer partiellen Differentialgleichung fir #= 0 erfiillen soll.
Wir werden nun die gefundene Losung (17.) so zu verallgemeinern suchen,
dafs auch diesen Bedingungen genigt werden kann. Von dem Ausdrucke,
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der in (17.)) = w gesetzt ist, kann man die Summe in Beziehung auf u
und in Beziehung auf » nehmen, und diese Doppelsumme — w setzen. Bei
der ersten der beiden Summationen kann man sich darauf beschrinken, die
reellen positiven Werthe 2,, zu bericksichtigen; durch die Beriicksichtigung
der negativen und imaginiren Werthe 2,, gewinnt man nichts an Allgemein-
heit des Ausdrucks von w; denn: ist wiederum

U,,.“ = U fir hpy = 4

und
U, = U fir i, = ¥,
so ist fir denselben Werth von »:
U="U, falls 4 = — &'
und

U= (1)U, falls 4 = 'y—1.
Wir wollen jetzt unter
Oy Uy y lhyy ... ll,,#, v
die positiven reellen Wurzeln der Gleichung (21.) verstehen, dieselben ihrer
Grofse nach so geordnet, dafs /A, die kleinste ist, und wollen

W = oﬁn%ﬂ {cos(44;,at)(A,, cosny-+| B,, sinny)

-+ sin(44;,at)(C,, cosny+-D,, sinny)} U,,
setzen. Die Constanten 4, B, C, D missen nun so bestimmt werden, dafs
fir t =0, w= KF(r,v),
X = D(r,y)
wird, wo F' und & zwei gegebene Functionen von 7 und vy bedeuten. Aus
der ersten Bedingung werden sich die Werthe der Griofsen 4, B ergeben, aus
der zweiten die Werthe der Grofsen C, I); und zwar diese auf ganz ahn-
liche Weise, als jene; es ist also hinreichend, zu zeigen, wie jene gefunden
werden konnen. Die erste Bedingung erfordert, dafs

F(r,y) = Zn Su (4,, cosny-+B,, smuy)U,,
(] (]

werde. Wir stellen uns F'(r, ¥) nach den Cosinus und Sinus der Vielfachen
von y entwickelt vor, so dafs
F(r,y) = Fy(r)+ Fi(r)cosy+ F,(r)cos2y+- ...
+ F/ (r) siny | Fy (r)sin 2y 4 . ..
ist, und dann diese Entwickelung fir F'(r, ) substituirt. Dann zeigt sich, dafs
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F.r) = >:4,,U,,
(R7) °
F!(ry = =«B,, U
o

nu Unp
sein mufs. Die Functionen F',(r) und F'/(r) lassen sich als gegeben be-
irachten; die Bestimmung der Grofsen 4 und B ist also auf die Aufgabe
reducirt, eine gegebene Function von » nach den Functionen U, , U,, U, , ...
zu entwickeln. Vorausgesetzt, dafs diese Entwicklung méglich ist, kann man
die Coéfficienten derselben mit Hiilfe des Satzes finden, der durch die Glei-
chung (22.) ausgesprochen wird. Diese Gleichung zeigt, dafs, wenn w und u'
zwei verschiedene Zahlen sind,

/'TU,,F U,rdr =0

o
ist; es folgt daher aus den Gleichungen (27.):
4,, IU,,,, v, rdr =/1Fn(r) U,, rdr,

B,, IU,,,, v, rdr =/1F,'(r) U,,rdr.

§. 5.
Fir die Vergleichung der Theorie mit der Erfahrung ist die Unter-

suchung des Falles wichtig, in welchem die Schwingungen der Scheibe, von der
Art sind, dafs sie einen reinen Ton erzeugen. Die Verhiltnisse der Schwin-
gungszahlen der verschiedenen Tone, welche eine Scheibe geben kann, und
die Knotenlinien, die bei jedem einzelnen vorhanden sind, bieten sich hier als
die hauptsichlichsten Vergleichungspuncte 'dar. Mit diesem Falle wollen wir
uns jetzt beschaftigen. In demselben mufs e durch folgenden Ausdruck darge-
stellt sein:
(28) w = {cos(44;,at)(Acosny-} Bsinny)
-+ sin44;, at (Ccosny - Dsinny)} U,,.

Der Ton ist durch 4,, in der Art bestimmt, dafs seine Schwingungszahl,

d. h. die Anzahl der Schwingungen, die in der Einheit der Zeit vollfihrt werden,
Y
1
ist. Die Knotenlinien sind diejenigen: Linien, fir welche, fir alle Werthe
von ¢, w==0 ist; sie werden daher die Puncte enthalten, fir welche ent-
weder die Gleichung
®R9) U, ,=0
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 1. 11
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erfillt wird, oder die beiden Gleichungen
(30,) Acosny -+ Bsinay = 0,

Ccosny 4 Dsinny — 0
bestehen. Die Gleichung (29.) liefert gewisse Werthe von = als Wurzeln.
So viele reelle Wurzeln sie hat, die kleiner als ! sind, so viele, mit der
Peripherie der Scheibe concentrische Kreise werden in der Klangfigur vor-
kommen; die Anzahl und Grofse derselben wird allein von dem Tone ab-
hangen und unabhingig sein von den Werthen der Coéfficienten 4, B, C, D.
Die Gleichungen (30.) werden fiir keinen Punct erfiillt, wenn nicht

A:B = C:D
ist; in diesem Falle sind jene Kreise die einzigen Knotenlinien. Besteht diese
Proportion, so geben die Gleichungen (30.) » Werthe von v, von denen je

. . n . .
zwei aufeinanderfolgende um — unterschieden sind; dann kommen also zu

jenen Kreisen noch # Durchmesser als Knotenlinien hinzu, welche die Peripherie
der Scheibe in gleiche Theile theilen.

Diese allgemeinen Resultate der Theorie sind im Wesentlichen mit der
Erfahrung in Ubereinstimmung. Der Versuch zeigt, dafs die Knotenlinien aus
Kreisen bestehen, die mit der Peripherie der Scheibe concenirisch sind, und aus
Durchmessern, die diese in gleiche Theile theilen, wenn man von gewissen
Verzerrungen absieht, die diese Linien erleiden und die, wie mir scheint,
hauptsachlich darin ihren Grund haben, dafs die Scheibe nicht vollkommen frei
ist, wie die Theorie sie voraussetzt. Der Versuch zeigt aber auch, dafs bei
einem Tone, bei dem zuweilen Durchmesser als Knotenlinien vorkommen, die
Durchmesser zuweilen fehlen. Fehlen sie, so ordnet sich der auf die Scheibe
gestreute Sand zwar auch in Durchmessern an: diese bleiben aber nicht fest
wihrend der Bewegung der Scheibe, sondern oscilliren. Wollte man diese
interessante Erscheinung zu erkliren versuchen, so miifste man die Bewegung
eines Sandkornes verfolgen, welches, von einer Stelle der Scheibe fortgeschnellt,
auf eine andere fillt, und so von einer Stelle zur anderen geschleudert wird,
wihrend die Scheibe selbst die durch die Gleichung (28.) ausgedriickte Bewe-
gung vollfiihrt. Auf diese Betrachtung will ich indessen hier nicht niher
eingehen.

Chladni hat durch Versuche gefunden, dafs die Schwingungszahlen der
Tone, die in ihren Klangfiguren dieselbe Anzahl von Durchmessern haben,
(d. h. der Tone, die demselben Werthe von n entsprechen), mit Ausnahme
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der tiefsten, sich nahe wie die Quadrate aufeinanderfolgender, gerader oder
ungerader Zahlen verhalten, je nachdem die Zahl der Durchmesser gerade
oder ungerade ist. Ich will jetzt nachweisen, dafs die Theorie dasselbe Ge-
setz liefert. Es geht dies aus einer Umformung der Gleichung (21.) hervor.
Fir die Function Y, die durch die zweite der Gleichungen (10.)
bestimmt ist, hat Poisson folgende semiconvergenle Reihe entwickelt:

4.3 1 1.3.5.7* 1
L ,/2n Jx 1(°052“’+S‘“2“'°)(1 1.2 (16.1')2_'_ 1.2.3.4 (16z)* );

+ (sin 2z — cos2x)

1 1 (1357 1 +(1.3.5.7.9)= 1 )}
1162 123 (16x)° | 1.2.345 (16x)°

Auf eine édhnliche Weise findet man

XO —

a.3¢ 1 (1.3.52 1
2,/n Vx{ + 1 16x+ 1.2 (16x)’+ 1.2.3 @67 T ;

Nun folgt aus den Gleichungen (10.)

Yoy — 1 @ (X?
2% dy \ g /?
X0 —  1g7 n_d_ ‘_Yf"_))
dx

Setzt man hier #=0 und substituirt fir ¥, ¥ die eben angegebenen
Reihen, so erhdlt man éhnliche Reihen fir ¥®, X¥; aus diesen findet man
wiederum &hnliche Reihen fir ¥'®, X®, u. s. f. Es ergiebt sich:

Y™ = ;/21 v {(cos(2w——~%nﬂ)+sm<2$— 1nm)) (1‘(1—4"?.(3—47") (161x)’
L (1-4,.*)<9—4;f)2 <2§:4n=> (49—4n?) (wix Tt - )
+ (sin (20 — 4 nm) — cos (2 — ) (U520 L
B 1—4n’)(91——;1";)(25—4n’) (16;)’ i )}
X0 — sl A5 4 ) s
+ (1—4n’)(91—.g"¢2(25—4"1) (162)3 4.4

Die erste dieser beiden Reihen ist in einer ein wenig andern Form schon

von Herrn Professor Jacobi in Schumachers astronomischen Nachrichten

Bd. 28, S. 94 angegeben. Substituirt man diese Werthe von ¥ und X

in die Gleichung (15.), welche identisch mit der Gleichung (21.) ist, so kann
1+
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man aus der resultirenden Gleichung log(2x — } nn) ausdricken als den Quo-

tienten zweier Reihen, die nach den Potenzen von %r— fortschreiten. Es er-
giebt sich
B ¢ . D
' L. U SR
(31.) tang(Rrx—inn)= o “%ﬂ) (16;)
e T +(16x)=+

9

wo
Ve
y(1—4n*) —8,

= y(1— 4n*)(9 — 4n®) | 48 (1} 4n?),

= —y3(1—4n*)(9 — 4n*)(13 — 4n*)) 4 8(9 + 136n° |- 80n*).

Ist  grofs, so kann man die Seite rechts der Gleichung (31.) = O setzen;

dadurch erhilt man, als Naherungswerthe der Wurzeln derselben, die Werthe,
welche der Ausdruck

I

/]
B
¢
D

17 (n+-2h)

annimmt, wenn fir % ganze Zahlen geselzt werden. Es folgt hieraus das
oben ausgesprochene, von Chladni gefundene Geseiz, da die Schwingungs-
zahlen der Tone den Quadraten der Wurzeln der Gleichung (31.) proportional
sind. Diese Gleichung zeigt ferner, dafs die Proportionalitit der Schwingungs-
zahlen mit den Quadraten aufeinanderfolgender gerader oder ungerader Zahlen
um so naher Statt finden wird, je hoher die Tone sind; und sie liefert ein Mittel,
auf eine bequeme Weise alle Tone, die zu einem Werthe von = gehoren,
mit Ausnahme der tiefsten, mit grofser Genauigkeit zu bestimmen. Was die
Zahl % in dem Naherungswerthe von li,, anbetrifft, so zeigt die numerische
Rechnung, dafs sie = u ist; so dafs also fiir grofse Werthe von pld,, nahezu
= }n(n+2u) ist: ein Resultat, welches in vollkommner Ubereinstimmung mit
den Beobachtungen von Chladni ist.

Um die tiefsten Tone fir einen Werth von n zu ermitteln, mufs man
die kleinsten Wurzeln der Gleichung (21.) berechnen. Diese Gleichung kann
man auf die Form

‘r4 xs xl2
0 = 1—I+Z'—T+ etc.,

bringen, indem man sie fir # =0 und # =1 durch * dividirt. Die Rechnung
giebt folgende Werthe von log4,, log4,, ...:
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fir @ =— }, also y = 4 (nach Poisson):
n—0 n=1 n—2 n—3
logA4, 0,664 2079 1,348 0266 0,265 0703 0,973 3073
log 4, 2,535 1132 3,588 0591 2,061 5798 3,105 2465
log 4, 5,097 3650 6,406 5347 4,588 9514 5,868 2055
log 4, 8,149 924 9,655 978 7,620 8431 9,083 199
log 4; 11,583 4 13,249 6 11,040 582 12,653 148
log 4 15,33 17,130 14,776 04 16,516 13
log A4, 21.3 18,778 0 20,629 0
log 4, 23,01 24,96
log 4, 29.48
fir § = 1, also y = § (nach Wertheim):
log 4, 0,681 2413 1,352 1826 0,224 2682 0,939 3022
log A4, 2,056 3026 3,594 0911 2,018 9332 3,066 4444
log A4, 5,120 4304 6,413 6351 4,546 2236 5,827 9058
log A, 8,174 058 9,663 768 7,578 3037 9,042 324
log A4; 11,608 3 13,257 8 10,998 263 12,612 037
log 4 15,35 17,138 14,733 92 16,474 93
log 4, 21,3 18,736 20,587 7
log 4s 22,97 24,92
log 4, 29,44
Hieraus gehen folgende Werthe von
log (4., 1)*
hervor:
fir 6 = 4:

w n=20 n =1 n =2 n—3

0 — — 0,278 37 1,006 51

1 0,693 67 1,415 53 1,891 17 2,246 93

2 1,963 08 2,348 29

fir 6 = 1:

0 — —_ 0,236 38 0,970 14

1 0,711 68 1,420 12 1,889 97 2,242 98

2 1,967 12 2,350 22

In der folgenden Tafel sind die Tonverhaltnisse, welche Chladni gefunden
hat, zusammengestellt mit denen, welche die Rechnung giebt. Es sind die
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Tone angegeben, welche eine Scheibe geben kann, deren tiefster Ton C ist.
In den mit Ch. iberschriebenen Columnen finden sich die Tone, welche Chladni
beobachtet hat, in den mit P. iiberschriebenen die, welche die Rechnung unter
der Voraussetzung 6 =14, in den mit W¥. iuberschriehenen die, welche die
Rechnung unter der Voraussetzung 6 = 1 geliefert hat. Die Angaben beziehen
sich alle auf die gleichschwebende Temperatur*). Jeder berechnete Ton
ist durch den ihm zunichst liegenden Ton der Scale bezeichnet, dem ein -
oder — beigegfiigt ist, je nachdem jener etwas hoher oder tiefer als dieser war.

7 n—0 n—1 n— 2 n—3
ch. | . |w.|lcn| P |w.|ci.| P. |W.|cCn | P | W
ol - | = | =|=-|=|=1c| c |c| a |as—|as—
Gis |Gis+ A+| b (h—|c—| g |gis+|a—|d dis|dis | e—
2lgist| b— | o4 let | f1fis+

Es zeigen sich hier nicht unerhebliche Abweichungen der beobachteten Tone
von den durch die beiden Rechnungen ermitielien. Die beobachteten Tone
stimmen mit den aus der Poisson’schen Annahme (6 = 1) ermitielten etwas
besser iiberein, als mit den aus der Wertheim’schen Annahme (6 = 1) berech-
neten; doch ist die Abweichung bei jenen zu grofs, als dafs hieraus ein Schlufs
gegen diese Annahme gezogen werden konnte.

Ich wende mich jetzt zur Vergleichung einiger numerischen Resultate,
welche die Theorie in Bezug auf die Knotenlinien giebt, mil den entsprechen-
den Resultaten der Beobachiung. Hr. Professor Srehlke hat die Giite gehabt,
mir die Ergebnisse einiger Messungen von ausgezeichneter Genauigkeit mit-
zutheilen, die er an zwei kreisformigen Glasscheiben angestelll hat. Diese
Scheiben waren mit derselben Sorgfalt gearbeitet, wie die quadratischen
Scheiben, an denen er die Messungen angestellt hat, die von ihm in Dove’s
Repertorium Bd. III. S. 113 bekannt gemacht sind; die eine von ihnen haite
ungefihr 6 Zoll Durchmesser und 1 Linie Dicke, die andere 7 Zoll Durchmesser
und 1,1 Linie Dicke. Zum Beweise der Vollkommenheit der Scheiben und der
Genauigkeit der Messungsmethode kann die Kleinheit der Unterschiede der
folgenden Zahlen dienen, die durch Messung verschiedener Durchmesser des
Knotenkreises ohne Knotendurchmesser auf einer Scheibe gefunden wurden.

*) Chladni sagt zwar nicht ausdriicklich in seiner Akustik, aus welcher seine Angaben
genommen sind, dafs dieselben sich auf die gleichschwebende Temperatur beziehen; doch
scheint es unzweifelhaft, dafs dem so ist.
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Erste Seite.: Kehrseite derselben Scheibe.
24,415 24,42
43 44
44 425
425 43
405 415
Mittel 247,423 247,426

Eben so regelmifsig als diese Scheibe, welche mit I bezeichnet werden mag,
zeigte sich die andere 7zollige, welche II genannt werden soll. Ich will die
Werthe der Radien der Knotenkreise, welche diese beiden Scheiben erge-
ben haben, zusammenstellen mit den Werthen, welche die Rechnung bei der
Poisson’schen oder der Wertheim’schen Annahme von 6 giebt.
Beobachtung Rechnung

I II P w.

n=—0, u=1]..0,6792|1.0,6782}2.0,68062 |!.0,67941

n =1, w= 1}1.0,78117.0,7802]7.0,78136|7.0,78088
Den Radius des Knotenkreises, der dem Tone (=0, u=1) entspricht,
hat auch Savart gemessen; er fand bei drei verschiedenen Scheiben die
folgenden Werthe:

1.0,6819, (.0,6798, (.0,6812.
Diese Angaben theilt Poisson bei Gelegenheit seiner Untersuchungen iber
die Schwingungen einer kreisformigen Platte in der oben citirten Abhandlung
mit. Poisson hat dort fir den Fall =0 und unter der Annahme 6=}
die tiefsten Tone und die zu diesen gehorigen Knotenkreise berechnet.

Die aus der Wertheim’schen Annahme abgeleiteten Resultate weichen
von den aus der Poisson’schen abgeleiteten nur wenig ab; mit den Strehlke-
schen Beobachtungen stimmen jene noch besser uberein, als diese. Wie mir
scheint, spricht dieses aber nicht gegen die Poisson’sche Annahme, denn eine
vollkommene Ubereinstimmung zwischen der Theorie und dem Versuche darf
man nicht erwarten, weil die dem Versuche unterworfenen Scheiben nicht
die Eigenschaften in aller Strenge besitzen, welche in der Theorie ihnen bei-
gelegt werden.

Hr. Strehlke hat, aufser den angefithrten, mir noch die Resultate eini-
ger anderen Messungen mitgetheilt, die von ihm an weniger vollkommenen
Scheiben angestellt sind. Ich lasse dieselben folgen, zugleich mit den entsprechen-
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den Zahlen, welche die Rechnung unter der Annahme & —} und unter der
Annahme =1 gegeben hat.

Radien der Knotenkreise.

——

Beobachtung et ug
, =1 | 0=1
n=1, u=1_ 0781 0,783 0,781 0,783 | 0,78136 | 0,78088
n=2 pu=1]|079 081 082 0,82194 | 0,82274
n—3, u=—1]| 0838 0,842 0,84523 | 0,84681
w— i g3 g 0,488 0,492 0,49774 | 0,49715
Y 0,869 0,869 0,87057 | 0,87015

Der Radius der Scheibe ist hierbei — 1 gesetat.
Im Januar 1850.
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