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148 9. Weiss, von wiederkehrenden Reihen.

9.

Einige Aufgaben aus der Lehre von den
wiederkehrenden Reihen,

(Von Herrn Weiss, Lehrer der Mathematik zu Firth bei Niirnberg.)

L

1. Wenn in einer unendlichen Reihe #, 4+ t,x + t,2%.... ;2" ....
die Coefficienten, von ¢, an, durch die Gleichung
th = Pyles + Patios + Doty orns Potes
bestinmt werden, so heisst bekanntlich die Reihe riicklaufend. Die p sind
feststchende Grissen und ihr Aggregat p; + p; + P ... P, heisst Beziehungs-
scale; sie selbst heissen Glieder der Scale. Hat die Scale einer riicklaufenden

Reihe, wie die obige, r Glieder, so heisst sie rter Ordnung und hat innerhalb
A4, 4o X oo -Gy 271
140, x4-by2%...0, "

der Grenzen ihrer Convergenz zur Summe den Bruch: :

wo

by=—p; by=—p,; by=—p; .... b=—p, und

a=1ly; a=lL—Dly; QG=1l,—Pl,—Psyly; Q3=l—P1l—P2li—Poly U. 5. W.
8y =1ty — Prbg — Paley oro — Praly st

2. Man sieht, dass die Zahl der Glieder der Scale gleich ist der Ord-
nungszahl der Reihe, und gleich der Anzahl der Anfangsglieder, welche nicht
durch die Beziehungsscale bestimmt werden kinnen. Ferner ist durch die
Gleichungen in (1.) der Summenbruch leicht zu finden, wenn die Scale und
die Anfangs-Coefficienten (r bei der Reihe rter Ordnung) bekannt sind.

3. Es sei nun die Scale =p, + p, + p;.... + p, nebst den r Coef-
cienten &, £y_yy tyqs vuoe T oy gegeben, und durch diese sei die Reihe, d. h.
thr Summenbruch, zu bestimmen. Die Aufgabe beschrinkt sich darauf, die
r Anfangs- Coefficienten zu finden.

4. Fiir eine Reihe 1ter Ordnung ist &=p\t; ;=P t;s=P1-3=-+P7 ticm>
und hier k—m=g gesetzt giebt: tk=pf_”tq=€k_,,tq, wenn €;_, die Summe
aller Combinationen mit VViederholung zur Summe k—g¢ bedeutet und p, das
Element ist.
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5. Fir Reihen der zweiten Ordnung ist.
iy = Prlio F Pl
tiy = Prlia + Palis,
ti—2 = i3 - Paliy,
L3 = Prti—g + Palis.
Und wenn man hier je die nachfolgenden Gleichungen in die vorhergehenden
substituirt, so erhilt man:
ty = (Pl + P2) tica + Palrtis,
ty= (P} 4+ 2P1P2 + Plis + P2 (PL + P2 lias
ty = (P1 + 3P2P2 + P tia + D2(P1 + 2P1P2) b
das heisst, es ist 1, =Coty_ + PG 15,
b= Cti5 + P Catyy,
by = @:41‘1;—4 + pzc‘gstk_s,
wo €, die Summe aller Combinationen mit VViederholung zur Summe m
bedeutet, wenn p, und p, die Elemente sind. Jede Combination ist mit der
ihr zugehérigen Permutationszahl zu multipliciren.
Vermoge des Geselzes, welches sich in den Formeln fiir #, zeigt, ist
L h=C, tin + P2 Qs ticimany»
wo m eine ganze positive Zahl bedeutet, £ jedoch = m 4+ 1 sein muss.
Nimmt man diese Formel als erwiesen an, so ist, wegen #;_,,=pP1ts—,-1+Pali-m-a,
auch ¢, = (€. xp+ 1. @m—l)tk-—(m-w + 7, ¢, Le(mt2) - Nun ist aber p, €,
+ p.C,., =€, %), also folgt aus #y = €,.ti, + P2y ticiminy auch
L = @m-l-l Lie(miry T+ P2 Cticimin s
d. h. aus den bereits oben erwiesenen Formeln fiir #; folgt die Richtigkeit und
Giiltigkeit des durch die Formel (I.) ausgesprochenen Gesetzes.
Setzt man hier wieder kK — m = ¢, also auch m =% — ¢, so erhilt
man aus (I.)
=G t,+ € gty
6. Fir eine Reihe dritter Ordnung ist
L =pibia+ pliat piti g,
by = prby—y + pPatis + Pabiy,
b = pilig+ palh s+ P3bis,
L3 = prlis F Patis + Patis;

*) In der Combinationslehre wird bewiesen, dass I};=G;I}r:-.l+az';r:—2'|'ag‘;1:—3..--am-n-l-l';::}

ist, wo Vm die nte Combinationsclasse mit Wiederholung zur Summe m von den Elementen a,, a;,d, ....
bedeutet. Aus diescr Formel ist die Richtigkeit der obigen leicht zu ersehen.
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVIII Heft 2. 20
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Hieraus folgt wieder

L= (Pf""Pz) lpo (pzlh +P3) b3 ¥ psprli—,
te = (PIH+2p1patpsy) te_s + (Po(Pi+p2) +psp) s + ps(Pi+ p2) tis,

te = (pi +3pipa+ 2pips + pi) tiy + (P2 (PE 20102+ p3) +ps(Pip2) tis
+ Pa(Pi -+ 2P1P2 +P3) ti—ss

oder

=&t , + (pZ'Ql -+ p; @2) tis + ps €ty

=G s+ (Pz Gz -+ ps Q:1) bpy + Ps (&-z 7

L=Cl s+ (P& + psE)ts s + ps Citys.
Es hat hier €, dieselbe Bedeutung wie in (5.); nur sind jetzt p;, py, py die
Elemente der Combinationen. Es lisst sich auch hier wieder, wie in (5.), die
allgemeine Giiltigkeit der Formel

4 = C tim + (P2€ sy + P3€n2) toomas + PsCricstioma
auf dieselbe Art beweisen. Also hat man hier, wenn k—m=g gesetzt wird,
b = Q:’C-q t, + (P2 @:k-q—l + ps Qtlr-q—2) tyy + ps Gk-q—l Lyg.
7. Auf ganz ihnliche Weise erhilt man fiir Reihen vierter Ordnung:
=iyt + (P2Chya + P3Gy + P €y i)l
+ (€ + pu Cig2)tys+ pu Cig1ty-a;

Hier sind p,, p,, Ps, ps die Elemente der Combinationen.

8. Im Folgenden sind die Werthe von # fiir die sechs ersten Ord-
nungen, so wie man sie durch Betrachtungen ihnlich denen in (5. und 6.)
findet, aufgestellt.

1te Ordoung: # = €¢,.

2te Ordnung: #; = €;_,t, + PaCrgit, .

3te Ordnung: & = C;_,t, + (P2 Cigmr + Ps Chga) by + P2 € ity

4te Ordnung: 6, =€, ¢, + (P2 Gy + P &y + P4 Ciyms) £,
+ (P, @k-q—z + p,C_ )t 0+ Py Y

5te Ordnung: # = €yt (P2 Chogur+P5Ch 2+ P €y s +P: &)y
F(P2:C s+ P €15 €y ) tyat (PuCicya + P €y ) by a0 Gty

6te Ordnung: 2,=C,_, 7,4+ (P:€_1 4+ PsCigr 4 P Cig-at PsCimgost PeCiy o)ty
+ (P 36’ff'/-l +p 4€k—q—2+p5@k;q;3+p6€k-;;-4) tq—2+(p4€k—q—]+p5€k-q—2+p6€k-q-3)tq-—:l
+(Ps Gk—q;l +p:Ciys) byst PsCicgar ly—se
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Fiir die einzelnen Ordnungen ist:
Fiir die 1te Ordnung a) ¢ = 0, b) Elemente der Combinationen sind p,,
Fiir die 2te Ordnung a) ¢ = 1, b) Elemente der Combinationen sind p,, p,,
Fiir die 3te Ordnung a) ¢ = 2, b) Elemente der Combinationen sind py,p,,p,,
Fiir die 4te Ordnung a) ¢ = 3, b) Elemente der Combinationen sind p,, p,,
P3s Pss
Fiir die 5te Ordnung a) ¢ = 4, b) Elemente der Combinationen sind p,, p,,
Pss P> Ps,
Fiir die 6te Ordnung a) ¢ =5 b) Elemente der Combinationen sind p,, p,,
Ps» Ps> Ps»> Ps-
Ueberall ist &> ¢ und €, bedecutet die Summe aller Combinationen mit
Wiederholung, jede noch mit der ihr zugehdrigen Permutationszahl multiplicirt.
9. Fiir eine Reihe rter Ordnung ist

Ly =Pl + Z)Ztk;-2 + Pt eeis F Prali_—y F Prti—,

Ly =PrliaF+ Polig+ Pty oooco +Prali, + Pty

g =pPrlis+ Polis +Psli s oooo +Praly oy + Pty s,

b3 = Prli—s & Pali—s + Psli6 +oeo + Pralig + Prti 5.
Dies giebt durch Substitutionen der je nachfolgenden Gleichungen in die vor-
hergehenden:

ty = (P} 4+ P2) iz + (D102 + P)tis + (P15 + Pl g e
vore = (P1P oy F+ P e + AP bk
te = (P54 20102 + P bis + (P2(PE + Do) + PPy + Pa) i
+ (P (P + po) + PaPr F P)lics oo+ (Pea (1 A+ P2) + PoP1) by
+ 2. (P1 + P2)tiras
t, = (P1+ 3Pips + 2P1Ps + P2 + Do) lis
= (Z’z([’? + 2p,p, + ps) + Ps(Pr 4 P2) + PupPr + Ps) Lis
+ (P (P} + 2,2 + Ps) + Pa(Pr+ Py) + PsPr + Pe)tis oo
4 (P2 (P3 + 2P, P2 + Do) + P.(P} Do) bicra + P (P1 + 2P, P2 + P3) tiers,
oder

tr = Cotis + (P2C + P, &) iy + (P € + &)+ ...
e (. + €+ 2. C) e + Pl
4= C 45+ (1)2@:2 -+ [’3@1 + p4€o)lk—l -+ (Paqz + p4€l -+ pr)@o)tk—ﬁ +....
e (P& + 0. C) 0 + P Coticras
t=Coti o+ (P, S+ P+ €) i+ (P G+ 2. G4 ps € +p ) it ...
e+ (Pra & +p. C) e + P-Cstiores.
20%
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Aus dem Bildungs- Gesetz, welches sich in diesen Formeln fiir ¢ kund giebt,
erhilt man die Formel

b= Cutim + (P2C0ey -+ 2:Cs . + P.C ) tim
+ (€ + pC + PG ) i
e F(00Cy + P.C ) bmny + 2, Cy thm—(—1)
Nimmt man diese Formel als erwiesen an und erwigt, dass
bem = Prttema t+ Policms + Psticmes «ooo + Prat tiemei—ty + Pr tiemer
ist, so erhialt man
t=@PC. + pP.Cuy ...+ PG i)
+ ¢, + €y + ... PCy) iy
+ €. + pCoy + oo+ PG ) b mayn e

viee (P2 €+ poa €y + Pr € ) b many——»
+ (pr—l Q.m. -+ Z)r @m—l) tk—(m+l)—(r—2) -+ I)r Gmtl&—(m'l-l)—("—l) ®
Nun ist p, €, + €.y o... + 2. €,oyy = €41, und wenn man dies

noch in letzte Formel fiir #, setzt, so zeigt sich, dass sie aus (II.) abgeleitet
werden kann, wenn man dort m —+ 1 stalt m setzt; d. h.: das Gesetz, nach
welchem die Formel (IL) construirt ist, gilt fiir alle auf m folgende positive
ganze Zahlen (fiir m gesetzt), sobald es fiir irgend emne ganze Zahl m nach-
gewiesen ist. Lelzteres ist aber fiir » = 2, 3 und 4 geschehen, also ist die
Giiltigkeit der Formel (1I.) erwiesen. €, ist die Summe aller Combinationen
zur Summe m, und bei jeder Combination steht noch als Factor die betreffende
Permutationszahl. Die Elemente der Combinationen sind py, 9, .... ..

Setzt man endlich in (IL) statt & — m wieder ¢, also auch &k — ¢
statt 7, so erhilt man fiir eine Reihe rter Ordnung:

11 Ik =P Gk—q tr] + (pz(s—k—q—l = Ps @k—q-2 +.... [’,@k_,,_(,_l))tq_,
+ (P:Ci s + PGy + o PG )l
ceee (Pr—l @k-—q—l + p. @l\—q—2) tq—(r—z) + p. @k—q—l tr[—(r—l) .
Hier ist g=r—1, und da m eine ganze positive Zahl sein soll, auch k> g4.
Die Formel (III.) stimmt genau mit derjenigen iiberein, welche sich
durch Analogie aus den in (8.) zusammengestellten Formeln findet; und um-
gekehrt: in (IIL) r=1; r=2; r=3; r=4; r=2>5; r = 6 geseizt, giebt
die in (8.) aufgestellten Formeln.
10. Mittels der Formel (III.) lassen sich aus den Coefficienten
tgyt;o1, vev by und aus der Scale alle auf g folgenden Coefficienten ganz
unabhingig finden. Die Aufgabe erheischt aber die Bestimmung der r Anfangs-
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Coefficienten. Um sie zu finden, setze man in (IIL.), was noch gestattet ist,
g =r — 1; dann geht die Gleichung (IIL) in

k=M t._, + Myt, o + Myt.5.e...+ M _t, + M, t,
iiber, und wenn man nun in diese Gleichung fiir # nach und nach die r ge-
gebenen Coefficienten ¢,, 2,_,, .... £,_(_y) setzt, so erhilt man ein System von
r Gleichungen, aus welchen sich die unbekannten Anfangs-Coefficienten
to, ty, Loy «-.. L,y finden lassen.

11. Beispiel. Es sei

p=1; p=0; py=1; ¢, =3; lha=23; ty=2.
Hier ist r=3, ¢g=10. Combinations-Elemente sind py, p;, p;; die Gleichun-
gen heissen

t10=M1l2+]W2t1+Msto=(k_10)=P1@8t2+(]72@:7+ﬁa@6) L+ps €,

ty = Mty Myt + My ty=(k—9) =p,C.t,(p,Cotp:C) ty 4y Csto,

tg =M1t2+M2t1+Msto=(k—'8) =P1Gstz(chgs‘l"PaQ;)t1+Pa€5to-
€y = pi+T7pi P,+6p; P+ 151 pi+ 20 P} PP+ 10P1p;+ 6 pips+12p, pips

+pi+3p,pi=14+6+6=13.
€ =pi+6pip,+bpip.+10pipi + 12p P,y + AP, P+ 3Py P35 + 3P4 s
=1+5+3=09.
€ = pi+5Pi P+ AP P+ 6 Pipi+6 i papa+ PP =1 +44+1=6.
€, = Pi+ApPip+3pips+ 3PP+ 2Py =1+3=4.
€ = pi+3piPe+2p, P+ P;=1+2=3.
Die Gleichungen fiir das Beispiel sind also:

5 = 131, + 64, + 9, 3 =9t + 44, + 6/, und 2= 61, + 31, + 4/,.
Hieraus folgt 2= 4, + 2, + 3t, und 1= 34+, + 24, und hieraus
1=¢t,+t + 17 Dies giebt 0 =24+ {, und — 1 =31, + £, also endlich
— 1l =%, 2=1, 0=1,

]’1=_P1="‘]§ bz='_[72=0'! b3=—p3=—1’,
ay=1t=2; a =t —p t,=0—2=—2;
ay=ly—pty—paty=—1+0+0=—1.
Also ist der Summenbruch der Reihe

- —m2
BB a2 2 BB T
e !

Von dieser Reihe findet man mittels der Gleichung (HL)
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t16=@8 t8+€6 t7+€7 t6=2.13+2.6+1-9=47,
tn=Cty +Ct,+C, 4,=3.13+2.6 +2.9 =069,
ty = Coty + €ty + €, £, =5.13 + 3.6 + 2.9 = 101,
tlg - €8t11 + €6t10+ €7 tg = 7.13 + 5.6 + 3-9 = 148-
Als Probe fiir die Richtigkeit der letzten Resultate ist z. B.
tio = p1 b+ Paty; + p3tys =101 + 0 + 47 =148; wie es sein soll.

Es war aber Bedingung, dass & > ¢ seil. Bei der Construction der
Gleichungen ist ¢ = r — 1; also ist es hier Bedingung, dass & > r — 1 sei.
Diese Bedingung muss fiir alle Werthe, welche man statt 4 nach und nach
setzt, erfiillt werden. Der kleinste VWerth, der fiir £ gesetzt wird, ist ¢ — (r—1)
und es ist also Bedingung, dass g—(r—1)>r—1; d. h. ¢>2r—2 sei.

Es sel g<2r—2, z. B. =2r—2—1; welcher Fall eintritt, wenn unter
den auf einander folgenden r gegebenen Coefficienten 2r — 2 — [ — (r — 1)
= r — ({+1) Coefficienten sind, die nicht zu den Anfangs-Coefficienten geho-
ren, also / -+ 1 der letztern mitgegeben sind.

Fir g=r—2—1 heisst die mte der aufgestellten Gleichungen:

lyro— i (m—1) = @21'-2-—1—m+2 t—

+ (P2 € tips €y i )ty + (P €y + o ) oo+ P €t
Da es r Gleichungen giebt, so kann m alle Werthe von 1 bis 7 haben. Die
Summe s, zu welcher beim ersten Posten combinirt wird, ist r — / — m. Ist
dies = 0, so heisst die Gleichung ¢,_, = ¢._,, und weil dann m =r — [ ist,
und alle darauf folgenden Gleichungen (da die Summen, zu welchen darin
combinirt werden soll, negativ ausfallen) nichts bestimmen, so bleiben, da
auch die r—/te als identische Gleichung als nichtbestimmend angesehen wer-
den muss, in dem vorgelegten Falle bloss r—/—1 bestimmende Gleichungen;
wie es auch sein soll, indem in diesem Falle / + 1 Anfangs- Coefficienten ge-
geben und also nur noch r—7—1 Coefficienten zu bestimmen sind.

Beispiel. Es sei

t,=1; z,=2; t,=8; ,=4; t,=0; t,=6;
P1=P2=P3=P4=Ps=03 ps=1
Hier ist r=6; ¢=9. Da 2r—2=10, ¢g=10—1 ist, so ist /=1; also
sind hier /41 = 2 Anfangs- Coefficienten mitgegeben und man erhilt bloss

6 — 2 = 4 bestimmende Gleichungen; wie es sich auch ergiebt.
Die Gleichungen heissen
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ty=C t;+ [pz€3+173€z+?4@1+]’5@o]'t4+[p3@3+p462+])5 @1"'195@0]!3
+ [ 2G4 p, €, 4-pe €, [ 1o+ [P €+ p €, 11+ p €, 1,
ty=Cyt;+ (P C+p, €, +p, €, ] 1, + [ﬁ5€z+ﬁ4@:1+ps Gt
+ [P C+p, € ps € 1 1,4+ [ p: €+ s €, 12, + ps €, 8,
6, =8, +[ﬁz C+p, € ), + [ p: €+, S, ) t+ A +p, €1,
+ [p,€ + ps € ]t + ps €, 1,
te=C 1, + [p2€01t4 + p; oty +ﬁ4€otz+]72€ot1 +I’6@:o ty,
=81 ==&,
Nun ist
C, = pi + 3pip, + 2pps + i+ p, =0,
C=pl+2p,p,+p, =0,
C=pl+p.=0,
C=p =0,
¢ =1
also sind die Gleichungen fiir das Beispiel:
t=1l3=06; t,=4,=0; L=4L=4 und f,=1#¢=3 und es ist
by=0, by,=0, b=0, b,=0, b,=0, b;=—1,;
aQ=3, a,=4, a,=95, a;,=6, a=1, a;,=2.

. 3+4x+D5x2 4624222
Der Summenbruch ist = T+ xl_; T2 = 3.4 4o + Ba? + 62° + o

+ 22° + 32% + 427 + Ha® ...

Es lehrt also vorstehende Auflosung: Erstlich, eine neue unabhingige
Herstellung der Coefficienten, und Zweitens, die sonst unbeachtete Aufsuchung
des Summenbruches aus der Scale und aus r Coefficienten, welche von einer
bekannten Stelle an ununterbrochen auf einander folgen.

II.
. Ao+ Ay Boee e a1 XTr -1
1. Fiir den Bruch - i—b = 121 gst
=p=p=.p=0, p.=0b;
ly = ay, t, = br Qay, by = 6,2.00,
L =a, b1 = br a, lory1 = ]},?(ll,

— A2
by = Gy, t2"—1 = br a.,, lypq = br a.,,

und hieraus .
3
i, = b,’fao, t/fl'l-l = b,’f(ll, ceee tk,.+,_l = b,-a,._l.
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2. Fir das allgemeine Glied einer dem vorgelegten Bruch entspre-
chenden Reihe erhilt man also, fir n =rg 4+ s, wo ¢ und s ganze Zahlen

—~$

sind und zwar s = r — 1 ist, #,2" = §{a,, oder, da ¢= - ist,
t,a" =5 aa"

Die Zahl s ist immer leicht zu finden. Sie ist eine der ganzen Zahlen
von O bis r — 1, welche, von n abgezogen, ein Multiplum von r geben (¢ ist
eine ganze Zahl). Ist » <<r — 1, so ist nothwendig s = n.

3. Die Reihe selbst hat nach dem Vorhergehenden folgende Form:

Ay + a,x + a2 ...+ a2+ L
+ b, (ay+ ayx + a2 .... + a_ )" + ...
+ b ay+ ayx + a,2* ... + a5 a¥ + ...
+ bi(ay+ aw + aya® ...+ a_ & )a" + ...

4. Umgekehrt: Hat eine Reihe diese Gestalt, so hat sie innerhalb der
Grenzen ihrer Convergenz obigen Bruch zur Summe. Ist r =1, so bilden die
Glieder der Reihe Perioden, und umgekehrt: Perioden geben der Reihe in-
nerhalb der Grenzen ihrer Convergenz zur Summe einen Bruch, der die Coef-
ficienten der Periode zu Zihler-Coefficienten hat und dessen Nenner =1 —a”
ist, wo r die Gliederzahl der Periode ist. Es sei z. B.

1—%x+§m2—§x"’+x4—%x5+%.§:6—%x7+x8....
Hier ist die Periode 1 — } + 3 — 1; also ist der Bruch
_ 1—fr+5'—p®  8—dr46a—2°
- 1—2at - 8—8z°

5. Die Summe der, kr + r ersten Glieder ist aus (3.), wenn man

ay+ax .. a2 =7 setet,

1 — G+ gr k)

1—bra™ =~
Deshalb ist die Summe aller auf die 4r +r — 1 ersten Glieder folgenden
Glieder:

=Z[1+ bra” + (bra"? + (bra?)® .... + (bra")k] = Z

Z 1 — i gmGtD
=i w2 14
Bt poredD)
= 1—b.o (ap + ayx .... a,_, &™)

(B a7 —
= 1—pr @+ am .. a2
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Diese Summe nimmt fir ,x" < 1 unendlich ab, wenn % unendlich
zunimmt; und da es fiir die Convergenz einer Reihe Bedingung ist, dass der
Rest der ganzen Peihe, weniger einer Anzahl Anfangsglieder, unendlich ab-
nehme, wenn diese Anzahl unendlich zunimmt, so ist .« < 1 die Bedin-
gung fiir die Convergenz einer solchen Reihe. Ist also 4, =1, so divergirt
die Reihe fiir alle VWerthe, die = 1 sind, und convergirt fiir alle, welche

S0 <1 sind. Ist aber 4. <1, so kann x auch grésser als 1 sein. Z. B.
die Reihe
1

4, 8,5 1 1 s
1+ 2x + 322 +16x + Lo + 5 +256a: "‘123"’ +256a:

convergirt fiir alle VWerthe von x =0 bis x =2 emschhesshch, denn sie
ist = (55) (L +20+32%) + (35) (1+20+30)2° + () L+20+32) 2"+ ...,

folglich ist hier r =3, p, = 11()’ Z =1+ 2x + 3x%. Demnach ist es Bedin-

gung fiir die Convergenz, dass 1_(; <1, also x < ]716 < 2519842 sei. Es
darf demnach hier £ noch = 2519841 sein, also noch iiber 2; immer noch
wird die Reihe convergiren.

Hieraus folgt ferner die Gleichung
l_—l_—?z+3w
I—Em

1+ 2x + 3a® + %xa + ;—.r“ -+ 1—36.1;5 +....
fiir alle Werthe von @, welche zwischen 0 und 2,519842 liegen. Fiir # =1

folgt

7 17.16 1 2 3 1 2 . 3
%=‘is—"1+2+3+E+E+i§+§5—6+256+256’ oder
z7_1 .2 3 1 2 3
=1ttt ame 256+ 36

und auch fir & = 2:

17 — 32 9% . 64
5 = = 34 1+4+12+ s+ +is+tme Tt
2

Fiir die 1002 ersten Glieder ist die Summe = 34 X ¥; wo IV gleich
einer Decimalzahl ist, die 0 vor dem Comma, dann 999 Stellen mit 9 be-

setzt und endlich 300078 als Decimalstellen hat. Endlich hat die Reihe
8 32 96 64 256 768
16ti6t st 26+ 26 26
die Zahl 17 zur Summe.
Fiirth im August 1847.
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