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Markov-Komposition
und eine Anwendung auf Martingale

HANs G. KELLERER
Hans Richter zum 60. Geburtstag

Einleitung

Es bezeichne “u<v” die durch

| fdp< [ fdv fiir alle isotonen konvexen Funktionen f (%)
R R

definierte Ordnungsrelation fiir WahrscheinlichkeitsmaBe, deren erstes
Moment existiert. Dann gilt, wie 1965 von StraBen [5] bewiesen wurde:
zu einer beziiglich der betrachteten Ordnung aufsteigenden Folge
Uy, 120, von WahrscheinlichkeitsmaBen existiert stets ein Submartingal
a,, n= 0, mit diesen Marginalverteilungen, das gleichzeitig ein Markov-
ProzeB ist. Dieser Satz wurde 1968 von Doob [1] vom zeitlich diskreten
auf den zeitlich kontinuierlichen Fall {ibertragen — unter etwas anderen
Voraussetzungen, doch vor allem unter Verzicht auf die Markov-
Eigenschalft.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist in erster Linie der Nachweis, daB zu
einer beziiglich der betrachteten Ordnung aufsteigenden Familie
U, t =0, von WahrscheinlichkeitsmaBen stets ein stochastischer Prozel3
a,, t 20, mit diesen Marginalverteilungen existiert, der gleichzeitig ein
Submartingal und ein Markov-ProzeB ist (vgl. Theorem 3).

Dazu wird im ersten Teil der Arbeit eine allgemeine Theorie der
»Markov-Komposition“ entwickelt. Ausgehend von einer geeigneten
Metrik im Raum aller Baireschen Ma@e iiber einem metrischen Raum,
die mit der schwachen Topologie vertrédglich ist und die Eigenschaften
einer Norm besitzt (vgl. Satz 1 und Satz 3), wird zunéchst eine Klasse
zweidimensionaler Verteilungen mit besonderen Regularititseigenschaf-
ten eingefiihrt (vgl. Definition 3). Daran anschlieBend wird gezeigt,
daB die Markov-Komposition (vgl. Definition 4) bei Beschrankung auf
diese Klasse eine stetige Operation ist (vgl. Satz 14), woraus schlieBlich
die zum Beweis von Theorem 1 bendtigte — und ohne Zusatzvoraus-
setzungen nicht gegebene — Abgeschlossenheit von Mengen von Markov-
Prozessen beziiglich der schwachen Topologie folgt.

Im zweiten Teil der Arbeit werden die erhaltenen Ergebnisse auf das
eingangs formulierte Problem angewandt. Wesentliches Hilfsmittel ist
dabei eine in Theorem 2 enthaltene Integraldarstellung von ,Subdila-
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tionen* (vgl. Definition 6). Dabei handelt es sich — in naheliegender
Verallgemeinerung einer fritheren Arbeit [3] — um die Konstruktion
einer besonders einfachen Klasse von Markov-Kernen, mit deren Hilfe
sich ein WahrscheinlichkeitsmaB p in die Wahrscheinlichkeitsmalle v
mit p<v transformieren 148t.

AbschlieBend sei erwihnt, daB sich die Uberlegungen des ersten
Teils unter sehr allgemeinen topologischen Voraussetzungen durch-
fiihren lassen, wihrend eine Ubertragung der im zweiten Teil ent-
haltenen Ergebnisse etwa auf den mehrdimensionalen Fall ein offenes
Problem darstellt.

1.1. Eine Metrik zur schwachen Topologie

Ist X ein beliebiger topologischer Raum, so bezeichne ®(X) das
System der offenen Mengen in X, €(X) den linearen Raum der be-
schrinkten stetigen Funktionen auf X und €(X) die o-Algebra der
Baireschen Mengen in X. Im Fall metrischer Riume wird daneben — an
Stelle der Indikatorfunktionen — eine Klasse kontrahierender Ab-
bildungen benotigt:

Definition 1. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so bezeichnet 9 (X) die
Gesamtheit aller Abbildungen f: X — [0, 1] mit

If(xX) = fONLd(x,y) fir x,yeX.

Diese Gesamtheit hdngt also — ohne daB3 es in der Bezeichnung aus-
driicklich vermerkt wird — wesentlich von der zugrundeliegenden Metrik
ab. Dabei gelten die folgenden einfachen Hilfssétze:

Lemma 1. 2 (X) ist ein vollstindiger Verband.
Beweis. Mit f;, iel, enthdlt 2(X) offenbar auch die Funktionen

J(9):=inffi(x) und f(X):=sitélg>ﬁ(X). O

Lemma 2. Ist (Y, d) ein Teilraum des metrischen Raumes (X, d), so
existiert zu jeder Funktion g€ 9(Y) eine Fortsetzung f € D (X).

Beweis. Mit einer dichten Teilmenge A von Y bzw. B von [0, 1] werde

definiert
fan(x¥):=(b—d(x,a)" fir aeA beB.

Dann gilt zunichst f;, € Z(X), also gemdB Lemma 1 auch
[i=sup{fop:0=29(a)} € D (X);
ferner gilt f(a)= g(a) fiir ae A und damit auch
fW=g() fir yeY. [
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Lemma 3. Ist der metrische Raum (X, d) separabel, so existiert eine ab-
zéihlbare Teilmenge & von 2 (X) mit folgender Eigenschaft:
zu fe P(X) existieren g,€& mit g,1 f. (1)

Beweis. Mit Y = X lassen sich die Mengen 4 und B im Beweis zu
Lemma 2 abzihlbar wihlen. Dann geniigt es, fiir § die Gesamtheit der
folgenden Funktionen zu wihlen:

g=sup{f,,:(a,b)e C} mit CCAxB endlich. [

Lemma 4. Zu fe % (X) mit 0= f <1 existieren Funktionen f,, £, mit

1 1 =
St fund LS. 3)

Beweis. Offenbar geniigt die Konstruktion der Folge (f,),.n. Dazu
werde definiert

f,,:=sup{g:%e@(X) und g§f}.

Dann ist gemidB Lemma 1 die Bedingung (2) erfiillt und es gilt nach
Konstruktion f; <f, <---, wihrend aus der Stetigkeit von f ohne
Schwierigkeit sup f, = f folgt. O

nelN

Lemma 5. Ist X der Produktraum der metrischen Raume (X;, d;),
1 <i<n, versehen mit der Metrik d(x,y):= ) d;(x;, y;), so gilt:
1<iZn

f=f® - ®f,cD(X), falls fieD(X) fir 1<i<n'.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich sofort aus der Zerlegung

f-f=Y [lfitx) LA~ AGAT] L. O
1<ks<n i<k i>k
Sind die metrischen Riume (X, d;) identisch, so folgt aus dem letzten
Hilfssatz mittels der Abbildung x+(x, ..., x), daBl mit f{, ..., f, auch die
Funktion f:= i3 [T fi in2(X) liegt.
1<iZn

Um den Zusammenhang zwischen dem System 2 (X) und der schwa-

chen Topologie herstellen zu konnen, werden zunéchst einige weitere

! Sind % lineare Rdume von Abbildungen f;: X;—>R, so bezeichnet # ® --- @ %,
den von den Abbildungen

L@ ®fyi(xy, s x> [ filx)~

15isn
erzeugten linearen Raum.

8 Math. Ann 198
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Abkiirzungen benétigt. Ist X ein beliebiger topologischer Raum, so
bezeichne # (X) bzw. A, (X) bzw. 43 (X) die Gesamtheit aller signier-
ten bzw. nicht-negativen bzw. nicht-negativen normierten Baireschen
MaBe iiber X ; ferner bezeichne ,,—* stets die Konvergenz im Sinne der
in A (X) definierten schwachen Topologie, also im Sinne der grobsten
Topologie, beziiglich derer die Abbildungen

M(X)suuf fir fe¥4(X)
stetigsind (wobei an Stelle von | fdu kurz uf geschrieben wird).
Im Fall metrischer Rdume exr’weist sich daneben — an Stelle der durch
lul:= p~ (X) + p* (X)

definierten Norm — folgende Definition als zweckmiBig:

Definition 2. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist
|u]:=sup{luf|: fe (X))} fir pe.#(X).

Mit 92 (X) hingt also auch | u| wesentlich von der zugrunde liegenden
Metrik ab. Dabei gilt:

Satz 1. ||p|| definiert eine Norm in # (X).

Beweis. Ist || || =0, so gilt uf = O fiir alle € 2(X) und damit gemaB
Lemma 4 auch fiir alle fe ¥(X) mit 0= <1, d h. es ist u=0. Die
iibrigen Forderungen an eine Norm sind trivialerweise erfiillt. []

Wesentlich fiir die weiteren Uberlegungen ist nun ein Vergleich dieser
Norm mit der folgenden auf Prochorov [4] zuriickgehenden Metrik
in A, (X): fir y, ve #,(X) ist d(u,v) das Infimum aller 6 >0 derart,
daB fiir alle Mengen A € €(X) die Ungleichungen

H(A)=v(45)+0 und v(A)Zu(4,)+0

erfiillt sind, in denen A4; die 6-Umgebung von A bezeichnet. Mit diesen
Abkiirzungen 14Bt sich zeigen:

Satz 2. Fiir p, ve M, (X) mit p(X), v(X)Z 1 gilt:
(V) |p—v| £2d(u, v)—d* (1 v).

Beweis. 1. Es sei y:=d(u,v), also gemdB Voraussetzung 0<y <1.
Dann existiert zu 0 < <y eine Menge 4 € €(X) mit

u(A)>v(As;)+6 (oder v(A4)> u(A,) +9).
Mit dieser Menge A werde definiert
f(x):=(0—-d(x, )" fir xeX;
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wegen 6 < 1 gilt dabei f e 2(X) und es ist
f(x)=06 bzw. 0 fir xeAd bzw. x¢A;.
Das ergibt zusammen
[u—v| Zpnf —vfZou(A)—ov(4,)= 8
und damit die Richtigkeit der ersten Ungleichung.

2. Zum Nachweis der zweiten Ungleichungseiy <d <1und fe 2(X)
beliebig. Dann gilt mit den Mengen

A(t):={x:f(x)>t} fir 0=t=1
nach dem Satz von Fubini

uf = [ A dr

IIA

IIA
R Ll et L. e Lt

u(A)de+6

[v(A(t);)+0]dt+6

IIA

v(A(t—29)dt+(1—-0)6+6

= jlv(A(t))dt+(1—6)é+6
J
=vf+(26—6%,

wobei in der dritten Ungleichung die Voraussetzung fe 2(X) Ver-
wendung findet. Das ergibt zusammen mit der durch Vertauschung von
w1 und v entstehenden Ungleichung die Behauptung. []

DaB beide Abschdtzungen in Satz2 — auch bei Beschrankung auf
M (X) — scharf sind, zeigen die folgenden Beispiele:

Es sei X =[0, 1] und mit 0 <y <1 werde definiert 2

pi=¢gg, vi:=(1=7)eo+ye, und vyi=(1—-7y)¢, +7e;
dann folgt durch einfache Rechnung
A v) =", |u=wl=v
Mittels Satz 2 ergibt sich nun ohne Schwierigkeit:

und ||p—v,| =2y—9%.

Satz 3. (a) Ist der metrische Raum X separabel, so induziert die
Norm ||p|| in #, (X) die schwache Topologie.

(b) Ist X ein polnischer Raum, so ist M, (X) beziiglich der Norm | u|
vollstindig.

2 g, bezeichnet das zu x € X gehorige EinheitsmaB.

g*
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Beweis. (a) Gilt fiir u,, ue #,(X) eine der Beziehungen p,—pu
oder |u,— pl| -0, so ist die Folge (u,(X)),on beschrinkt, d.h. fiir ge-
eignetes o > 0 erfiillen oy, und ap die Voraussetzungen von Satz 2. Mit
Hilfe dieses Satzes 148t sich nun die Richtigkeit der Behauptung von der
Metrik d(u, v) auf die betrachtete Norm iibertragen.

(b) Die Aussage ergibt sich analog zu Teil (a) des Beweises. []

1.2. Verteilungen iiber Produktriiumen

Ist X Produktraum endlich oder unendlich vieler topologischer
Réaume X,, t € T, so gelten fiir die schwache Topologie in .#,(X)
einige Aussagen, die im folgenden besondere Bedeutung besitzen. Dabei
bezeichne 7y fiir nicht-leere Teilmengen S von T die Projektion von X

auf [] X,, wobei im Fall S={t,,...,t,} auch kurz =, , geschricben
teS
wird.

Im Fall endlicher Produkte gilt zunéchst:

Satz 4. Es sei X der Produktraum der separablen metrischen Ridume
Xi» ..., X,. Dann ist die schwache Topologie in .4, (X) die grobste Topolo-
gie, beziiglich derer die Abbildungen

M (X)p—p([L® @) fir fieb(X)
stetig sind.
Beweis. 1. Es sei G € (X) beliebig gewidhlt. Da die Rdume X; eine
abzihlbare Basis besitzen, existieren zu G Mengen G/ € ® (X;) derart, daB
G= ) Gix-xG. 4
JjeN
Da die Rdume X; metrisch sind, existieren zu G/ Funktionen f;* € € (X))

derart, daB
f7*=0 und f*tye fir k—oo. 5

Fiir die Funktionen

fo=1= T] @=f" mit f*=fr® @it

15jsk
folgt aus (4) und (5) schlieBlich
f¥=20 und f*1y; fir k—oo.

2. Nun sei #,(X) versehen mit der in der Behauptung des Satzes.
genannten grobsten Topologie. Dann sind auch die Abbildungen

M (X))o p—>pf fir fe€(X)® - QF(X,)
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stetig, so daB aufgrund der Beziehungen
ffe4(X)® --®¥(X, fir keN,
uf*Tu(G) fir pe s, (X)

die Abbildung .#, (X) 3 u+>u(G) nach unten halbstetig ist. Da G € G (X)
beliebig gewi#hlt war, folgt daraus in bekannter Weise die Stetigkeit der

Abbildungen
Mo (X)su—pf fir fe€(X)

und damit die Richtigkeit der Behauptung. []
Eine unmittelbare Folgerung aus diesem Satz ist:
Satz 5. Es sei X der Produktraum der separablen metrischen Riume
X,, ..., X,. Dann definiert?
(s s ) ® - Bty
eine injektive und beziiglich der schwachen Topologie in beiden Richtungen
stetige Abbildung von ML(X,)x -+ x ML(X,) in ML (X).

Beweis. Aufgrund der topologischen Eigenschaften der Rdume X; gilt
zunéchst
CX)® - ®C(X,) =C(X),

d. h. ¢ definiert tatsdchlich eine — offenbar injektive — Abbildung in
A (X). Die behauptete Stetigkeit folgt nun aus Satz 4 und der Gleichung

W Qu)(1®®f)= ] wfi- O

1<isn
SchlieBlich 148t sich im Fall endlicher Produkte zeigen:
Satz 6. Es sei X der Produktraum der polnischen Rdaume X, ..., X,.
Dann ist bei beliebiger Wahl von u; e #*(X,) die Menge
M= {pe M(X): m(w)=p fir 1<i<n}
kompakt beziiglich der schwachen Topologie*.

Beweis. Wegen der Stetigkeit der Abbildungen 7; ist .# jedenfalls
abgeschlossen. Aufgrund der topologischen Eigenschaften der Riume X;
sind die MaBe y; straff, d. h. zu gegebenem &> 0 existieren kompakte

: € ‘ s
Mengen K;CX; mit u;(X;—K;) < = Dann ist auch die Menge
3 U, QUA, bzw. ® A, bezeichnet die Produktbildung bei o-Algebren, u, ® u, bzw.
teT
&) u, die Produktbildung bei MaBen (soweit definiert).

teT
+ Ist X = [] X,, so bezeichnet n5(p) das zu u € .#, (X) und @+ S C T gehorige Margi-
teT
nalmaB.
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K:=K, x --- x K, kompakt und es gilt
X —-K)= Y mX;—K)<e firalle pesd,
1<i=n

d. h. # ist gleichgradig straff. Daraus folgt nach dem Satz von Prochorov
die Behauptung. [J

Im Fall beliebiger Produkte gilt zunéchst:

Satz 7. Es sei X der Produktraum der separablen metrischen Rdaume X,,
teT,und S:={SCT:0<|S|<oo}. Dann ist die schwache Topologie in
M, (X) die grobste Topologie, beziiglich derer die Abbildungen

M (X)5 pp(fyomg) Siir fse%(ﬂX,) mit SeG
stetig sind. ‘es

Beweis. 0. GemaB [2] ist jede Funktion fe€ % (X) von der Gestalt
fs°mg mit abzéhlbarer Indexmenge S. Daher ldBt sich T ohne Ein-
schrankung als abzdhlbar annehmen, so daB auch & abzéhlbar ist.

1. Nun sei G € G(X) beliebig gewihlt. Nach Definition der Produkt-
Topologie existieren zu G Mengen Gg € (5(1_[ X,\ derart, daB

teS

G=|J n5'(Gy). (6

Se®

Da die Rdume [] X, metrisierbar sind, existieren zu Gy Funktionen
fle %( M X) derart, a8
.. f£20 und ff Ty, fiir k—oo. (7)
Fiir die Funktionen
Jh=1— ] Q—=ffoms) mit {S;:jeN}=6

15jsk
folgt aus (6) und (7) schlieBlich
f*=20 wund f*t1y; fir k—oo.

2. Der weitere Beweis verlduft nun analog zu Teil 2 des Beweises von
Satz4. O
Eine unmittelbare Folgerung aus diesem Satz ist:

Satz 8. Es sei X der Produktraum der separablen metrischen Riume
X, te T,und S:={SCT:0<|S| <o0}. Dann definiert
v (s(W)ses

eine injektive und beziiglich der schwachen Topologie in beiden Richtungen
stetige Abbildung von M} (X)in [] .I(i(n X).

Se® teS
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Beweis. GemaB [2] gilt zunéchst
€(X)=X €(X),

teT

d. h. die Abbildung y ist injektiv. Die behauptete Stetigkeit folgt nun aus
Satz 7 und der Gleichung

n(fsems)=(ms(w) 5. O
Damit 148t sich auch im Fall beliebiger Produkte zeigen:

Satz 9.Es sei X der Produktraum der polnischen Rdume X,, teT.
Dann ist bei beliebiger Wahl von u, € #2(X,) die Menge

Mi={pe M. (X): n(W=p, fir teT}
kompakt beziiglich der schwachen Topologie.
Beweis. Es sei ©:={SCT:0<|S| <o} und

Ms:={useﬂi(nX,>: n,(ug) = p, fiir teS} fir SeS.

teS

Dann ist nach Satz 6 .#g und damit nach dem Satz von Tychonov auch

1 #s kompakt. Da die Mengen
Se€

{(us,> bs,): s, (us,) = ps,}
fiir S; e © mit S, C §, abgeschlossen sind, ist also auch
M= {(us)ses: MBs€ Ms und (pg)s e projektives System}

eine kompakte Menge. Da fiir die Abbildung y aus Satz 8 nach dem
Satz von Kolmogorov .#' = {y(u):pe #} gilt, ist damit auch .#
kompakt. [

1.3. Eine Klasse zweidimensionaler Verteilungen

Um die im folgenden wesentliche Eigenschaft zweidimensionaler
Verteilungen formulieren zu konnen, wird eine weitere Bezeichnung
benotigt. Ist X das Produkt topologischer Rédume X;, t € T, die Funktion
f: X >R beziiglich pe.#}(X) integrierbar und SCT beliebig, so
bezeichnet u(f|=,, t € S) den bedingten Erwartungswert von f beziiglich
n,teS, also im Fall S=¢ die Konstante xf und im Fall S+ ¢ die —
u-fast eindeutig bestimmte — beziiglich u integrierbare Funktion g: X —»IR
von der Gestalt ggo g mit

u(f (hse m) = plg(hseng) Rir  alle hye %(r[ X,

teS
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Von besonderem Interesse sind nun jene MaBe u € 4} (X, x X,), die
in folgendem Sinne mit den Klassen Z(X;) vertriglich sind:

Definition 3. Sind (X, d,) und (X,, d,) metrische Rdaume, so bezeichnet

A (X;; X,) die Gesamtheit aller Mafle pe #:(X, x X,) mit folgender
Eigenschaft :

zu f, € D(X,) existiert f; € D(X,) derart, daff } ®)

Siem = p(fyomy|my).

Mit 2(X;) hdngt also auch A" (X,; X,) wesentlich von der zugrunde
liegenden Metrik ab; ferner ist die Reihenfolge X;, X, von Bedeutung.
Offenbar enthdlt A4°(X;; X,) alle ProduktmaBe aus .#!(X; xX,);
weniger triviale Beispiele werden sich im folgenden ergeben.

Die wichtigste Aussage liber die Gesamtheit 4" (X] ; X,) lautet:

Satz 10. Die metrischen Riume (X, d;) seien separabel. Dann ist die
Menge 4" (X, ; X,) abgeschlossen beziiglich der schwachen Topologie.

Beweis. 1. Fiir pe #} (X, x X,) sei im folgenden y,:=m,(u). Es
genligt, zu zeigen, daf p genau dann in A" (X; ; X,) liegt, wenn folgende
Bedingung erfiillt ist:

j g1 n) falxp)dp- I hy (z) dpy
Xy

Xi1xXX>
- _[ h1(21)f2(x2)d.u‘j91()’1)‘1#1

X1xX; Xy

< _f 91 (1) by (z,) dy (y1, 20) d(uy @ py)

XixX,

fir alle f, € 2(X;) und g,, h, € ¢(X,) derart, dal3
d1» hy =0 und Tr(g,), Tr(h,) beschrinkt>.

Denn der Integrand auf der rechten Seite liegt in €(X; x X;) und mit
u—u, ist gemdB Satz S auch die Abbildung p—p, ® p, stetig, so daB
jede der angegebenen Ungleichungen eine abgeschlossene Teilmenge
von .41 (X, x X,) definiert.

2. Nun gelte zundchst peA'(X;; X,); ferner seien f, und g, h,
gemiB (9) sowie f; zu f, gemiB (8) gewidhlt. Dann gilt

LAG) = fi(z)] g0 0n) by (z) 2 dy (0, 210) 91 (01) By (24),

und daraus folgt durch Integration mit dem MaB u, ® y; unter Ver-
wendung der Gleichung f; o m, = u(f; ° m,|n,) sofort das Bestehen der
Ungleichung in (9).

3. Nun sei umgekehrt die Bedingung (9) erfiillt; ferner sei zu festem
f>€ 92(X,) eine Funktion f° mit f°om, = u(f,°n,|n,) gewihlt. Dann

5 Tr(f) bezeichnet den Triger der Funktion f.

©)
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folgt dhnlich wie in Teil 2 des Beweises ohne Schwierigkeit, da3

A:={(y;,2z): |f10()’1)_f10(21)’ >dy (y1,21)}
eine (4, ® u,)-Nullmenge und damit

N{:={z 1 p(4;,)>0}

eine p,-Nullmenge ist. Ist also Z, eine — gemdB Voraussetzung vor-
handene — abzihlbare dichte Teilmenge von X, — N}, so ist auch

N :={J{4,,:2,€Z,}
eine y;-Nullmenge. Mit der u,-Nullmenge N, := N; UN; gilt dann
lflo(yl)_flo(zl)lédl Wi,z) fur y,z €N . (10)

Denn wegen N C N, existiert eine Folge (z}),.y in Z; mit z} -z, und
wegen Ny C N, gilt

|f10 () — flo N =d (y,20),
FALCARSALCA BT NEAT-H R

woraus fiir n —co die Richtigkeit von (10) folgt. Fortsetzung der Restrik-
tion f;°|X; — N; gemidB Lemma 2 liefert nun eine Funktion f; € 2(X,)
mit fi o = p(fy°m,|m), d. h.oes gilt eV (X;; X,). O

Die Aussage von Satz 10 wird falsch, wenn in Definition 3 die Ge-
samtheiten 2 (X;) durch € (X)) ersetzt werden, wie folgendes Beispiel
zeigt:

Es sei X;=[—1, +1], a, eine iiber X, gleichverteilte Zufallsvariable
und

ds:=med(—1, ka,, +1)°;

dann ist leicht einzusehen, daf die Verteilungen y, zu (a,, a¥) zwar die (8)
entsprechende Eigenschaft besitzen, jedoch schwach gegen eine Ver-
teilung u ohne diese Eigenschaft konvergieren.

Unter zusétzlichen topologischen Voraussetzungen 146t sich die
Gesamtheit 4" (X; ; X,) etwas einfacher beschrieben. Fiir einen Markov-
Kern P von X, nach X, sei dabei

(Pfy) (x1) := f J2(x3) P(x;; dx;)
X2
(1, P) (Ay):= j P(xy5 Ay) iy (dxy)

Xy

und

(soweit definiert).

® Fiir reelle Zahlen (und entsprechend fiir Funktionen) bezeichnen aab und avb
Minimum und Maximum sowie med (a, b, ¢) den gemeinsamen Wert

(@anb)vi@rcvibac)=(avb)a(ave)a(bve).
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Mit diesen Bezeichnungen gilt:

Satz 11. Es seien (X,,d;) und (X,,d,) polnische Rdiume sowie
peMr(X; xX,) mit p:=mn (). Notwendig und hinreichend fiir
ueN (X;; X;) ist dann die Existenz einer Desintegration

Ay x Ay)= [ P(xy; Ay dpy  fiir A;€€(X)
Ay

mit einem Markov-Kern P von X, nach X, derart, daf$
”P()’1§ )= P(z,; )” <din,z) fir y,z GTr(ﬂ1)7 .

Beweis. 1. Zundchst gelte u e 4" (X; ; X,). Da X, ein polnischer Raum
ist, existiert jedenfall eine Desintegration von u beziiglich u; mit einem
Markov-Kern P°. Fiir f, € 2(X,)und f; € 2(X,) mit f, o m, = pu(f; em,| 7y)
gilt dann

fi=P° f, u,-fast.

Ist also &, zu 2 (X,) gemiB Lemma 3 gewidhlt, so existiert eine Menge
A, € €(X;) mit g, (4;)=1 und

IPO(Yl;')fz"Po(Zx;')fz|§d1(Y1, 21)} (11)
fir y;,z,€A4; undalle f,€é,,
d. h. gemdB Lemma 3 gilt
||P°(Y1; ')—PO(Z1§ )H sd(n,z) fir y,z €4, . (12)

Daher definiert x,+P°(x,;-) eine kontrahierende Abbildung von A4,
in den gemal Satz 3 beziiglich der betrachteten Metrik vollstdndigen
Raum 1 (X,), 14Bt sich also fortsetzen zu einer kontrahierenden Ab-
bildung x, — P(x, ; -) von der abgeschlossenen Hiille B, zu 4, in .4} (X,).
Wegen u, (B,)=1 gilt dabei B;DTr(y,), so daB jede auf X; — B, konstante
Fortsetzung der Abbildung x; —P(x,; -) einen Markov-Kern P von X;
nach X, mit der gewiinschten Eigenschaft definiert.

2. Nun sei umgekehrt die angegebene Bedingung erfiillt. Fiir be-
liebiges f,€ 2(X,) definiert dann f’:=Pf, eine Funktion mit
fiomy = p(fyom,|n,) derart, daB3

|f10(.V1)—f10(21)| <di(y1,z) fir y,z eTr(y). (13)

Fortsetzung der Restriktion £,°| Tr(y,) gemiB Lemma 2 liefert nun eine
Funktion f; € 2(X;) mit f; e m, = u(f, ° 75| my), d.h. es gilt et (X;; X5).
O

7 Tr(u) bezeichnet den Triger des MaBes W



Markov-Komposition 111

1.4. Markov-Komposition

Ist T eine total-geordnete Menge und X das Produkt topologischer
Riume X,, te T, so besitzt ein MaB ue .#}(X) die ,,Markov-Eigen-
schaft*, falls folgende Bedingung erfiillt ist:

p(feom|m,, r < 5) = p(f o m|m,) p-fast } (14)
fir s,t e Tmit s<t und alle f, e ¢(X,) .

Im einfachsten nicht-trivialen Fall ist |T|= 3, also etwa T= {1, 2, 3}
mit der natiirlichen Ordnung. Hier gilt zunéchst:

Satz 12. Es sei X der Produktraum der polnischen Riume X, X,, X;.
Dann existiert zu zwei Mafen p,, € M+ (X, x X,) und py3 € M (X, x X3)

mit
o (12) = 1y = 75 (U33)

genau ein Map ue #*(X) mit der Markov-Eigenschaft derart, daf3
T2 =y, und my3(p) = 3.

Beweis. Da X, ein polnischer Raum ist, existiert eine Desintegration
von u,; beziiglich u, mit einem Markov-Kern P. Dann definiert

WA:= | P(xyAn.)dpm, fir Ae€(X)

X1xX2

ein MaB u mit den gewiinschten Eigenschaften, und dies ist zugleich die
einzig mogliche Definition. [
Damit 148t sich folgende ,,Markov-Komposition“ einfiihren:

Definition 4. Ist X der Produktraum der polnischen Riume X, X,,
X;, so bezeichnet
(H125 H23) > M2 ° Has

die durch Satz 12 definierte Abbildung von
M= {2, f23) € ML (Xy X X)X M1 (Xy X X3)1 7501 2) = Ta(123)}
in A2 (X).
Mit dieser Bezeichnung gilt zunéchst:

Satz 13. Es sei X der Produktraum der polnischen Rdaume X, X,, X,
und py, €N (Xy;5 X3), a3 €N (Xy; X3) mit my(py5) = w5 (ip3). Dann gilt

auch
3 (g2 © Ra3) EN (X X3).

Beweis. Zu fy € 9(X;) lassen sich Funktionen f; € 2(X;) bestimmen
derart, daf3

fomi=piier (fivr oM |m) fir i=1,2.
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Dann folgt fiir 4= y,,° 4,3 aus der Markov-Eigenschaft zunichst
Jiemy = p(fzens|my)

und daraus schlieBlich die Behauptung. []
Die wichtigste Aussage iiber die Komposition ,,-* lautet:

Satz 14. Es sei X der Produktraum der polnischen Riume X, X,, X;.
Dann ist die Abbildung (u, 5, p33) 112 ° Uy auf

N = {1125 H23) €N (Xp5 Xo) XN (X3 X3) 0 mp(py2) = Ta(0y5)}

stetig beziiglich der schwachen Topologie.

Beweis. 1. Es sei eine einfache Hilfsaussage vorausgeschickt:
Ist u9 € A1 (X,) und g5 € 2 (X,) fiir k=0, so folgt aus

13092 -95)—>15(9, - g5) firalle g, 2(X,)
die Beziehung
g5(x2)—=g5(x;) firalle x,eTr(u).

Zum Nachweis dieser Behauptung sei h%:= g% — g9. Bezeichnet d,
die Metrik in X,, so definiert g,(x,):= (e —d,(x,, y,))" fiir y, € Tr(u?)
und 0 <¢ <1 eine Funktion g, € 2(X,) mit u3¢g, >0 und

W5 (xp) = W5 (1)l <26 fiir x,€Tr(g,),
so daBl noch Voraussetzung
0= lim X{ (= da(x2, y2))* HS(x;) dpg
= Xf (6 = dy (x2, y2))" dp3 - liminf (5 (y,) +2) .

Daraus folgt zusammen mit einer entsprechenden Ungleichung fiir
lim sup (K% (y,) — 2¢) die Beziehung lim H (y,) =0.

2. GemiD Satz 4 ist nun die Stetigkeit der Abbildungen
N3 (2, P23) (120 a3) (1 ® L@ f3) flir  fe €(X)

zu zeigen, wobei sich ohne Einschrankung 0< f;<1 annehmen ldBt.
Zusitzlich kann im folgenden f; € 2(X;) vorausgesetzt werden; denn aus
der Stetigkeit in diesem Fall folgt mittels Lemma 4 die Halbstetigkeit
nach unten und nach oben im allgemeinen Fall. Da die Rdume
ML (X, x X,) und AL (X, x X5) metrisierbar sind, bleibt zu zeigen:

Ist (5, uh3) e fiir k 20, so folgt aus

0 k 0
Hs,—ui, und Ha3 = Has3
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die Beziehung
(120 153) (1 ® £, ® f3) = (U2 ° 133) (f; ®L®f) fir fie2(X).
3. Im folgenden sei
s o= 7, () = 712(/—‘,53) fir k=0.
Dann existieren zu f; wegen 55 €.47(X,; X;) Funktionen g% € 2(X,)

derart, daB
ﬂ§3(92®f3) = I"i 9" 95) fir alle g,€2(X;).

Wegen 5 — 12 folgt daraus zunichst
H5(g2-g5)—> 139, - 93) firalle g,e2(X);
wegen ||ph — p3]| >0 und g, - g4 € D(X,) gilt weiter
15092 95) —H3(g2 - g5)—0 firalle g,e2(X,).

Das ergibt zusammen die Voraussetzung der Hilfsaussage in Teil 1 des
Beweises, so dal3 schlieBlich

g5(x;)—g3(x;) fiiralle x,eTr(u). (15)

4. Aufgrund der Markov-Eigenschaft gilt nun

(422 153) (i ® 2@ 13) — (22 133) (1 ® /2® )
= 12 (/i ®(f>65) — ui> (1 ®(f2-99)
= [ (L ® ;- ¢%) — i1, (L ®(f;-d9))]

+ [ (M ®(f2 - 95) — 2 (1 ®(f3-99)].

Dabei liegen die Funktionen % (f, ®(f; - g3)) beziiglich der in Lemma 5
definierten Metrik in 2(X, x X,), so daB wegen |ut, — uf,| -0 die
erste Differenz gegen Null konvergiert. Ferner werden die Funktionen
L/ ®(f, - ¢5)) majorisiert durch die Konstante 1, so daB wegen (15)
auch die zweite Differenz gegen Null konvergiert. Das ergibt zusammen
die behauptete Konvergenz. []

Die Beschriankung auf die Menge .4 ist in Satz 14 wesentlich, wie
folgendes Beispiel zeigt:

Es sei X; ={0,1} = X5 und X, =[0, 1] sowie y; die Gleichverteilung
iiber X;. Ferner sei (A4%),.n eine — etwa durch sukzessive dyadische
Unterteilung konstruierte — Folge in € (X,) mit u,(A4%) =3 und

Ifz dp,—3 jfz du, firalle f,e€(X;).
A5 X2

SchlieBlich sei a, eine Zufallsvariable mit der Verteilung u, sowie

ai:=jy50a, und di:i=yuca,.
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Dann 4Bt sich fiir die Verteilungen u¥, bzw. %, zu (@, a,) bzw. (a,, a%)
ohne Schwierigkeit zeigen

Mo ®@py=1p, und P53 p,®@uy =iy,
T3 (50 153) =3 (80 ®Eo +,®¢y),

Ty3(t2° pa3) = 1 Ops,

so daB ¥, ° i 5 nicht schwach gegen p,, © u,; konvergiert.

Wie leicht einzusehen ist, ist die Komposition ,,o“ assoziativ, so da3
die Schreibweise p;, -+ o u,_, , im folgenden eindeutig ist. Aus Satz 14
ergibt sich nun die fiir den Beweis von Theorem 1 wesentliche Aussage:

Satz 15. Es sei X der Produktraum der polnischen Raume Xi, ..., X,
und p; € M (X;); ferner sei N, ., CN(X;; X ) mit
)= und Ty (iiv))=Hivy S0 piio1€ N iy
Dann ist mit A{,, ..., Nn_y, auch die Menge
Moo Mgt ={Ma° o Py Mii+1€ N 41}

abgeschlossen beziiglich der schwachen Topologie.

Beweis. Da der Raum .4 (X) metrisierbar ist, geniigt es, zu zeigen,
daB mit einer schwach konvergenten Folge (15, - gk _; ) en auch ihr
Limes p in A],0 o N, _;, liegt. Wegen

M1 Mie =T (e Ay fir 1<i<n
folgt mittels vollstandiger Induktion aus Satz 14 sofort
H=H3° Uy 1p-

Dabei ist lediglich zu beachten, daBl beziiglich der in Lemma 5 definier-
ten Metrik in X; x --- x X, _; aufgrund der Markov-Eigenschaft

-/Vl‘zo"'oﬁA/;—lnC"/V‘(Xlx”'XX"—I;X")' D

Nun 148t sich das Hauptergebnis des ersten Teils beweisen:

Theorem 1. Es sei T eine total-geordnete Menge und X der Produkt-
raum der polnischen Riume X,, teT. Fir pe#1(X,), teT, und
N, C ML (X, x X,), s <t, seien folgende Bedingungen erfiillt :

(Ml) "4/.;! + ﬂ’

M3) my(us) = ps und m,(ug,) = p, fiir p, € Nt

(M;) A;, abgeschlossen beziiglich der schwachen Topologie,

M) {m (prs© o) s s € Ny und pg € N} C AL, fiir r<s<t,

(Ms) A5 CHX; X)).
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Dann existiert ein Maf ue .#+(X) mit der Markov-Eigenschaft
derart, daf
(e N, fir s,teT mit s<t.

Beweis. 1. Mit der Abkiirzung
M= {pe M (X): n(W=p, fir teT}
werde fiir S = {¢;,...,t,} C Tmitt, <--- <t, definiert

M= {pe M TG E Nyyo o M)

Ytn-1tn

Fiir beliebige u, ,,, €4, , gilt dabei wegen (M,)
l‘:=<®ﬂr)®(ﬂntz° '-'011,"_1,")6./1{5,
t¢sS

so daB .# wegen (M,) nicht-leer ist. Ferner folgt aus (M) und (My)
mittels Satz 15, da3 .#g abgeschlossen ist. AuBerdem ergibt (M,)

M C Mg, fir S$,8,.

2. Da die Menge .# gemilB Satz 9 kompakt ist, folgt aus diesen drei
Eigenschaften der Mengen 4 schlieBlich

Mp:= () {Ms:SCTendlich} +0.
Ein beliebiges MaB p e .#; geniigt dann der Bedingung
n,(weN,, fir steT mit s<t

und erfiillt die Gleichung

#(ft,.o nt,.lnz,a ceey nt,,_,) = [l(f,"°7tt"|ﬂ,"_l) “'raSt } (16)

fir t;e T mit t; <--- <t, und alle f, €%4(X,),

woraus sich in bekannter Weise die Markov-Eigenschaft von u er-
gibt. [J

Wie bereits die Gegenbeispiele zu Satz 10 und Satz 14 zeigen, ist (Ms)
die wesentliche Bedingung in Theorem 1. Zugleich ist (Ms) die einzige
Bedingung, in der die zugrundeliegenden Metriken von Bedeutung sind.
Sind insbesondere alle Rdume X, diskret, so kann auf die Bedingung (M)
verzichtet werden; denn bei Wahl der Metriken

d,(x, y):=0bzw. 1 fiir x,=bzw.+y,

liegt jede Abbildung f,: X,—[0,1] in 2(X,), so daB die Gesamtheit
A (X,; X,) mit A} (X, x X,) iibereinstimmt.
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2.1. Integraldarstellung von Subdilationen

Wie bereits in der Einleitung erwidhnt, bezieht sich die wichtigste
Anwendung von Theorem 1 auf Submartingale (oder — damit gleich-
wertig — auf Supermartingale). Dazu ist eine naheliegende Verallgemei-
nerung der in [3] enthaltenen Ergebnisse erforderlich, auf die dort zur
Vermeidung von Fallunterscheidungen verzichtet wurde. Dabei be-
schriankt sich dieser Abschnitt darauf, unter Verzicht auf ausfithrliche
Beweise die im folgenden tatsichlich bendtigten Aussagen zusammen-
zustellen.

Zunichst werden einige Bezeichnungen bendtigt: mit der Abkiirzung
v(x):=x"+1 sei

% die Gesamtheit aller konvexen Funktionen g : R— IR mit (17
g=0() fir [x|—>00,

A die Gesamtheit aller MaBe p e .} (R) mit
w 18
po= [ xdp+1<o0; (18)
0
Funktionen ge ¥ sind also stetig und isoton sowie beziiglich aller
MaBe u € .# integrierbar.
Nun 148t sich folgende Ordnungsrelation einfiihren:

Definition 5. Fiir p, ve .# gilt ,,u<v* genau dann, wenn
ug=<vg firalle ge¥%.

Dann folgt:

Satz 16. Die Relation ,,<*“ definiert eine teilweise-Ordnung in #,
beziiglich derer ./ ein beschrinkt-vollstandiger Verband ist.

Beweis. 1. Ahnlich wie in [3] (Satz 4, Satz 5 und Satz 7) 14Bt sich
zeigen: die durch

p*):i=[(x—n"dp fir teR
R

definierte Transformation u+>pu* ergibt eine bijektive Abbildung zwi-
schen .# und der Gesamtheit # aller konvexen Funktionen h: R—R
mit
. . h(t
lim h(t)=0 und lim ~Q=1,
t—=>+w t=—w —L
die beziiglich ,,<*“ und ,,<“ ordnungstreu ist, so daf} der Nachweis der
entsprechenden Aussagen fiir # geniigt.
2. Zunéchst definiert ,, <“ eine teilweise-Ordnung in J#. Ist ferner
eine nicht-leere nach unten bzw. nach oben beschrinkte Teilmenge
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von # und

h;(x):=sup{h(x):he # und h<h, fiir alle hy e #,}
bzw.
hy(x):=sup{ho(x): ho € H#,} ,

so folgt ohne Schwierigkeit, dal diese Funktionen in # liegen und die
Gleichung h; = inf#,, bzw. h, = sup#, erfiillen. []
Als einfache Beispiele zur Ordnungsrelation ,,<“ seien angefiihrt:

g, <p ist gleichwertigmit a< [xdpu, (19)
R

n<e, ist gleichwertig mit p(Ja, o[)=0. (20)

Mit der betrachteten Ordnungsrelation hingt eng die folgende Klasse
von Markov-Kernen zusammen:

Definition 6. Ein Markov-Kern P von R nach R heifst ,,Subdilation”,
faiis uPe M firale ued, 1)
e, <&, P firalle xeR. (22)

Dann ist leicht einzusehen, daB (22) beim Bestehen von (21) mit
jeder der folgenden Bedingungen gleichwertig ist:

g<Pg firalle ge%, (23)

u<uP firalle pe . (29)

Besonders einfache Subdilationen ergeben sich aus folgendem
Ansatz:

Definition 7. Es sei T + @ eine abgeschlossene Teilmenge von R. Mit
den Abkiirzungen

rx:=sup{teT:t<x} und xp:=inf{teT:t=x}

ist dann
&, fir x<infT
Xp—X X—rX
Pr(x; )=y ———¢,, &, Sonst
Xr—rX Xr—r
&rx fir x>supT

(mit Pp(x;-):=¢, fir xeT).
Mit diesen Bezeichnungen 148t sich zeigen:

Satz 17. Unter den Voraussetzungen von Definition 7 giit:
(a) Py ist stets ein Markov-Kern,
(b) Py ist eine Subdilation genau dann, wenn sup T = o0.

9 Math. Ann. 198
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Beweis. Vgl. [3] (Satz 16). [
Im Fall (b) 1aBt sich Pr auch folgendermaBen beschreiben:

Satz 18. Es sei T CIR abgeschlossen mit sup T = co. Dann gilt:
Prg=sup{he@:h(x)<g(x) fir xeT) fir ge¥,
uPr=inf {ve # :u<v und Tr(v)C T} fir pe.#.

Beweis. Vgl. [3] (Lemma 8 und Lemma 9). [
Aufgrund von Satz 17 ist folgende Bezeichnung zweckméBig:

Definition 8. I sei der Raum aller abgeschlossenen Teilmengen T von R
mit sup T =0, versehen mit der grobsten Topologie, beziiglich derer die
Abbildungen

Io>T—d(x, T):=inf{|x—t|:te T} fir xeR

stetig sind.

Dann ergibt sich wie in [3], daB die Abbildungen T+ P(x; A) fiir
xeR und 4 € €(R) beziiglich eines jeden MaBes t € .#%(Z) integrierbar
sind, so daB folgende Verallgemeinerung der Markov-Kerne Pr mdglich
ist:

Definition 9. Es sei t € .42 (Z); dann ist
P.(x; A):= [ Pr(x; A)dr fir xeR und AeC(R).
I

Mit dieser Bezeic-:hnung 1aBt sich zeigen:

Satz 19. Unter der Voraussetzung von Definition 9 gilt :

(@) P, ist stets ein Markov-Kern,

(b) P, ist eine Subdilation genau dann, wenn [ d(0, T) dt < c0.
I

Beweis. Vgl. [3] (Satz 20). [
Aufgrund von Satz 19 ist folgende Bezeichnung zweckmiBig:

Definition 10. 7 :={1: eM(T): [dO,T)dr <oo} .
T

Nun lassen sich die Hauptergebnisse von [3] iibertragen:

Theorem 2. Es sei p€ # und & .= {ve # : u<Xv}. Dann gilt:
(a) A ist konvex,

(b) Extremalpunkte von A" sind genau die Mafle uPr, Te I,
(c) A ist identisch mit der Gesamtheit aller Mafe uP,.,t1€ 7,
(d) fiir eine Subdilation P mit P = u Py gilt

P(x;-)= Pp(x;-) p-fast.
Beweis. Vgl. [3] (Abschnitt 3.1 und 3.2). [
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Die Subdilationen P, 1€, besitzen zusitzliche Eigenschaften;
beispielsweise liegt mit g stets auch P,g in 4. Von besonderer Bedeutung
ist im folgenden:

Satz 20. Ist 1€ .7, so gilt (beziiglich der euklidischen Metrik) :
1P.(y; )= Pi(z; )| Sd(y,2) fiiralle y,zeR.

Beweis. Ist Te I beliebig gewiahlt, so ergibt sich P; f aus f durch
stiickweise affine (bzw. konstante) Interpolation der Restriktion f|T,
d. h. mit f liegt auch Py f in 2(R). Daher gilt

|Pr(y; )= Pr(z; )| £d(y,2) firalle y,zeR,

woraus durch Integration mittels t die Behauptung folgt. []

2.2. Anwendung auf Submartingale

Ist T eine total-geordnete Menge und X =IR”, so besitzt ein MaB
ue MA:(X) die ,,Submartingal-Eigenschaft®, falls neben

n(we# firalle teT (25)

folgende Bedingung erfiillt ist:

/

om,|m,, r<s)=gom, u-fast
pulgomn| )29 I } 26)

fir s,teT mit s<t undalle ge%.

Uberlegungen wie im Beweis zu Satz 16 zeigen, daB es moglich ist, sich in
dieser Bedingung auf die Funktionen g(x) = x v a, a € R, zu beschranken.
Die sich so ergebende Ungleichung

u(m,valrn,, r<s)=zn,va p-fast firalle aelR
ist offenbar gleichwertig mit
u(m,valr, r<s)=mn, p-fast firalle aelR.

Daraus folgt durch den Grenziibergang a | — co, daB die Bedingung (26)
ersetzt werden kann durch die — wegen (25) sinnvolle — Bedingung

Ul |n,r<s)=mn, wp-fast fir s,teT mit s<t. (27)

Werden die Abbildungen =, als Zufallsvariablen zum Wahrschein-
lichkeitsfeld (X, €(X), u) betrachtet und wird demgemiB die Familie
n,, t€ T, beim Vorliegen der entsprechenden Eigenschaft von u als

9*
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Markov-ProzeB bzw. Submartingal bezeichnet, so liefert die Kombina-
tion von Theorem 1 und Theorem 2 als Hauptergebnis:

Theorem 3. Es sei T eine total-geordnete Menge und pu,, te T, eine
Familie von Mafen aus #* (R) derart, daf§

we.H firalle teT,
ps<p, fir s,teT mit s<t.

Dann existiert ein Maf pe # (R") mit folgenden Eigenschaften:

n(u)=u, furalle teT, (28)
n,te T, ist ein Markov-Prozef, 29)
n,teT, istein Submartingal. (30)

Beweis. 1. Mit X,:=Rfiirt € T sei
M= {p, € ME(X,x X,): (31) und (32)} fur s<t,

wobei die Bedingungen (31) und (32) folgendermaBen lauten:

Tts (l‘lst) = Hs und T, (ﬂsx) = MK (31)

n,, T, ist ein Submartingal. (32)

Einfache Umformungen — insbesondere der Ubergang von fzu 1— f —
ergeben dann, daB (32) beim Bestehen von (31) mit der folgenden Be-
dingung gleichwertig ist:

[ 10 gx)dug < [g(x) dn, - f(l—f(xs))g(xs)dﬂs} =

RXR

fir fe€(R) mit 0Sf<1 undalle ge¥%.

Daraus folgt die Abgeschlossenheit der Mengen .#,,. Denn der Integrand
auf der linken Seite dieser Ungleichung ist nach unten beschrankt und
stetig, also Grenzwert einer monoton wachsenden Folge von Funktionen
aus ¥ (R x R), so daB die Abbildung

Hse > j f(xg) g(x) dpg,
RXR
auf der durch (31) definierten abgeschlossenen Menge nach unten
halbstetig ist; da auBerdem die rechte Seite der fraglichen Ungleichung
von u,, unabhingig ist, folgt daraus die Behauptung.
2. Um Theorem 1 anwenden zu konnen, sei nun

Nyi=MON (X X)) fir s<t,
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so daB die Bedingungen (M,) und (M) trivialerweise erfiillt sind. Die
Richtigkeit von (M) folgt aus Teil 1 des Beweises und Satz 10, wihrend
sich diejenige von (M,) aus Satz 13 und der entsprechenden Aussage fiir
die Mengen .#,, ergibt. Um zu zeigen, dal auch die Bedingung (M,)
erfiillt ist, sei zu p,< p, ein Markov-Kern P, gemidB Theorem 2 gewabhit.
Das durch

fo(Agx A):= [ P(x,; A)dp, fiir A, A, e C(R)
As

definierte MaB u,, liegt dann in .4;,. Denn zunichst besitzt p,, wegen
u P, = p, die geforderten Marginalverteilungen; ferner ist P, gemil
Satz 19 eine Subdilation, also n,, m, ein Submartingal; und schlieBlich
liegt u,, wegen Satz 20 und Satz 11 in 47 (X; X)).

Das gemiB Theorem 1 vorhandene MaB u e .#} (R”) besitzt nun die
gewiinschten Eigenschaften. []

AbschlieBend sei an einem Beispiel gezeigt, daB das MaB
pe #(RT) — auch unter zusitzlichen Voraussetzungen — nicht ein-
deutig bestimmt ist:

Essei I={-3, —1, +1, +3} und Q die durch

0(-3,i)=0 fir iel,
0(-1,-3)=1, Q(—-1,-1)=-=2, Q(—-1,+1)= 1, Q(—1,+3)=0,
Q(+1,=-3)=1, 9(+1,—-1)= 0, Q(+1,+1)=-=3, Q(+1, +3)=2
Q(+3,i)=0 fir iel,

]

definierte Matrix mit der Eigenschaft
Q(i,k)=0 fir k=i und ) Q(,k)=0 fir iel.

kel
Bezeichnet P, = exp (t Q) die zugehorige stochastische Halbgruppe und
ko die Gleichverteilung auf I, so existiert also eine Markov-Kette a,,
t=0, mit stationdren Ubergangswahrscheinlichkeiten gema8 P, und der
Anfangsverteilung p,. Wegen Y Q(i, k) k =0 gilt dabei Y P,(i,k) k=1,
kel kel
d.h.a,, t= 0, ist ein Martingal. Aus der fiir alle i und k giiltigen Gleichung

Q(—i, —k)+Q(+i, —k)=Q(—i, +k)+ Q(+i, +k)

folgt ferner ohne Schwierigkeit die Symmetrie der Verteilungen u, = uo P

Daher sind a,, t 2 0, und —a,, t = 0, Markov-Prozesse und Martingale
mit {ibereinstimmenden eindimensionalen Verteilungen, denen jedoch
aufgrund der Definition von Q verschiedene MaBe pe .} (H IR)

t=20
entsprechen.
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