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ScuUTTE, K.
Math. Annalen, Bd. 127, S. 15—32 (1954).

Kennzeichnung von Ordnungszahlen
durch rekursiv erklirte Funktionen.

Von
Kurr ScHUTTE in Marburg/Lahn.

Einleitung.

Zur beweistheoretischen Untersuchung von Induktionen, die iiber die ge-
wohnliche vollstindige Induktion hinausgehen, braucht man Systeme kon-
struktiv erklirter Ordnungszahlen. Ein solches System, in dem jede einzelne
Ordnungszahl eine feste Bezeichnung besitzt, kann naturgemafl nur einen ge-
wissen Abschnitt der zweiten CaANTORschen Zahlenklasse umfassen, da ja die
Bezeichnungen eine Abzéhlung der betreffenden Ordnungszahlen erméglichen.

Ein weit iiber die erste e-Zahl hinausgehendes System eindeutig bezeich-
neter Ordnungszahlen hat W. ACKERMANN!) konstruktiv eingefithrt. Mit
nichtkonstruktiven Methoden hatte schon vorher O. VEBLEN?) ein System
von Funktionen abgeleitet, das feste Bezeichnungen fiir alle Ordnungszahlen
eines noch umfangreicheren Abschnittes der zweiten Zahlenklasse liefert.
A. CHURCH?) wies darauf hin, dafl zwischen den von VEBLEN und von ACKER-
MANN verwendeten Funktionen trotz grundsétzlicher Unterschiede offenbar
eine innere Verwandtschaft bestehe, deren genauere Untersuchung von Inter-
esse sei. In der vorliegenden Arbeit wird die Verwendungsmoglichkeit der
Funktionen von VEBLEN zum konstruktiven Aufbau der Ordnungszahlen auf-
gezeigt und eine Verbindung zu dem System von ACKERMANN hergestellt.

Das im §1 eingefiihrte Funktionensystem iiber einer beliebigen stetig
wachsenden Funktion von Ordnungszahlen deckt sich vollstindig mit dem
Funktionensystem von VEBLEN. Es ist hier nur in einer etwas abweichenden
Symbolik ) entwickelt, um zu einer moglichst klaren konstruktiven Einfithrung
von Ordnungszahlen und zu einer einfachen Abbildung dieser Ordnungszahlen
auf die natiirlichen Zahlen hinzuleiten. § 2 bringt aufler den schon von VEB-
LEN aufgezeigten Moglichkeiten, gewisse Ordnungszahlen mit Hilfe des Funk-
tionensystems durch kleinere Ordnungszahlen auszudriicken, Rekursionen fiir
den GroBenvergleich von Ordnungszahlen. Hiermit ist fiir einen Abschnitt

1) Konstruktiver Aufbau eines Abschnitts der zweiten CaNTORschen Zahlenklasse.
Math. Zeitschr. 58, 403—413 (1951).

%) Continuous increasing functions of finite and transfinite ordinals. Transactions
Amer. Math. Soc. 9, 280—292 (1908).

3) Referat zu 1), Journal of Symbolic Logic 17, 152 (1952).

‘) Die Funktion ¢(, ..., 25) von VEBLEN erscheint hier in der Form ¢ (‘3 o 1:{ ﬁ)
mit a,= — 1 4 z, fiir alle » < § und ag= g, wobei alle a;= 0 zugleich mit den darunter

stehenden Zahlen fortzulassen sind.
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der zweiten Zahlenklasse der Ubergang von den nichtkonstruktiven Methoden
zu einer konstruktiven Behandlung gegeben.

§ 3 liefert die Verbindung zu Systemen mit eindeutig bezeichneten Ord-
nungszahlen, unter denen auch das System von ACKERMANN enthalten ist.
Dabei ergibt sich unmittelbar eine Abbildung auf die natiirlichen Zahlen
unter Bezugnahme auf die Primzahlzerlegung. Der zum konstruktiven Auf-
bau erforderliche Wohlordnungsbeweis wird im §4 in dhnlicher Weise durch
Nachweis der transfiniten Induktion gefithrt, wie ihn AcCKERMANN fiir sein
System angegeben hat.

§ 1. Ein System kritischer Ordnungszahlen.

Die Ordnungszahlen, von denen im folgenden die Rede ist, sollen ausnahms-
los der 1. oder 2. CANTORschen Zahlenklasse angehoren. Ist QR eine abzihl-
bare Menge solcher Ordnungszahlen, so bezeichne sup f(x) die kleinste Ord-

zeM
nungszahl @ mit f(z) < a fiir alle x € M.

Eine Klasse von Ordnungszahlen heile ,,unbeschrinkt, wenn sie oberhalb
jeder Ordnungszahl ein Element enthilt. Auf eine unbeschrinkte Klasse R
1aBt sich die Gesamtheit der Ordnungszahlen (der 1. und 2. Zahlenklasse) ein-
eindeutig und ordnungstreu abbilden. Ist in dieser Weise eine Ordnungs-
zahl @ auf ein Element k der Klasse R abgebildet, so sagen wir: ,,k ist die
a-te Ordnungszahl der Klasse K. (Dabei wird das kleinste Element von R
als 0-te Ordnungszahl dieser Klasse bezeichnet.)

Es sei ¢(x) eine stetig wachsende Funktion von Ordnungszahlen, d. h.
eine Funktion mit den Eigenschaften

(1.1) pla)<gp®) fira<bd,
(1.2) @ (sup z) = sup @ ().
TeEM ZEM

AuBerdem sei
(1.3) 0<g(0).
Zu einer solchen Funktion gehort bekanntlich eine unbeschrinkte Klasse R
,kritischer Zahlen & mit ¢ (k) = k. Die Funktion, welche die Gesamtheit
der Ordnungszahlen auf die Klasse R abbildet, ist ebenfalls stetig wachsend
und besitzt daher ihrerseits kritische Zahlen.
Um den BildungsprozeB kritischer Zahlen weitgehend fortzufiihren, ver-

wenden wir ,, Klammersymbole‘

@ ay...0n

(aoal...an) >

in denen die @y, a,, ..., a,, &, &, . . ., &, Ordnungszahlen mit
0= ap< o< vn . < Oty

sind. Diese Klammersymbole bezeichnen wir mit groflen lateinischen Buch-
staben A, B, ... . Essoll dann und nur dann 4 = B sein, wenn die Klammer-

symbole 4, B durch Einschaltungen bzw. Streichungen von Spalten o(:)i aus-

einander hervorgehen.
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Unter Bezugnahme auf die Funktion ¢ (x) ordnen wir jedem Klammer-
symbol 4 eine Ordnungszahl ¢ A durch folgende Festsetzungen zu:

a
21) #(5)= 9@
(2.2) pAd=¢B fir 4=B.
Aoy Uy o o « Oy it 0 sei di : ; L 1
( 0 oyay...a,) Wit @1+ 0 sei die ap-te gemeinsame Losung z aller
Gleichungen

(2'3) [xa¥a;...an
ooty az...an) =&
mit o < o, aF < a .

Offenbar werden hierdurch die Werte ¢ A in rekursiver Weise eindeutig be-
stimmt, wenn die Losungen des in (2.3) genannten Gleichungssystems eine
unbeschrinkte Klasse von Ordnungszahlen bilden. Es ist also noch zu be-
weisen:

Ist o0 und ;% 0, so gibt es zu jeder Ordnungszahl u eine
Ordnungszahl x mit « < x und

(3.1) (x a‘,‘a,...an)

a¥ay dge.iom)
fiir alle o < o, af < ;.
Wir beweisen gleichzeitig
3.2) Bei o < o, ist qp(‘ﬁ:: : :.::) <¢(‘;1§::::2) .
) ws oo o).
3.4) op(pm).
(3.5) Bei a,= sup « ist (p(ZiZZ:::Z:) = sup (p(:,{:::::) .

zeM TEM

Zum Beweise dieser Sitze verwenden wir eine lexikographische Anordnung
der Klammersymbole. Diese wird folgendermafBlen erklért:
1. Ist bei zwei ungleichen Klammersymbolen

e (aoal...a”>, B (b, b,...bn)’
YoV1-+-7n VoViee+¥n
deren zweite Zeilen iibereinstimmen, j der groBte Index mit ;= b;, so sei
4 < B bzw. B < 4 je nachdem, ob a; < b; oder b; < g; ist.

2. Mit A< B, A= A*, B = B* sei auch A*¥< B*. Hierdurch ist die An-
ordnung vollstindig bestimmt, da sich je zwei Klammersymbole durch Ein-
schaltung von Spalten '}3‘ immer in Klammersymbole mit iibereinstimmenden
zweiten Zeilen iiberfiihren lassen. A< B ist offenbar eine mit der hier vor-

liegenden Gleichheitsrelation vertrigliche Wohlordnungsrelation.
Mathematische Annalen. 127. 2
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Wir beweisen nun (3.1)—(3.5) durch transfinite Induktion iiber die
Klammersymbole
(a, e an)
Ayeealin

in der soeben definierten Anordnung.
Fiir das erste Klammersymbol (g) dieser Anordnung sind (3.1) und (3.2)
gegenstandslos und ist (3.5) trivial. (3.3) und (3.4) besagen in diesem Falle
0 0
0= (p(o) bzw. 0 <¢ (0) -
Sie ergeben sich aus (1.3) und (2.1).

Weiterhin nehmen wir als Induktionsvoraussetzung, daBl die Satze (3.1)
bis (3.5) fiir alle diejenigen b;,...,b,,, f1,..., fm (an Stelle von @, ..., a,,

o5 - - -, &) gelten, fir die
(bl bm)<(a1...an)
Bi--:Bm OyesoOp

ist. Die vorausgesetzten Sitze seien mit (3*1)—(3*5) bezeichnet. Hiermit
beweisen wir (3.1)—(3.5) fira,, ..., a,, 0, ..., a,.

Beweis von (3.1): Es sei

* s
bo= et (p(:falag...a:)’ By = S0P ?’(bb alaz...an>

Oy Olg. o oa¥oy otg. ..t
a¥<ay a¥< oy
a¥<a, a¥<a,

und b = sup b;. Dann ist nach (3*3) fiir af < o, a¥ < a;
i

ua¥a,...an
< 1.8 <
uzQ)(a‘{’oq oc,...un)zbo’
bia*ag...an
b o

oa¥ oy ag.. .an) = biv1,
also allgemein u < b, < b. Fiir af < o, af < a, ist nach (3*5)

bafa,...an)- (b;a‘{'a,...an)
= su <b.
(p(a'foc,a,...fxn iP‘P a¥ oy Gg.. .0y

Da nach (3*3) auch
ba¥ay...an
b= q’(a’{‘a, [P .an)

ist, geniigt b den in (3.1) gestellten Anforderungen.
Auf Grund dieses Beweises kann nunmehr (2.3) auBer fiir by, .. ., by, fi,

B mit
bx---bm) (al...(ln>
(ﬂ,...ﬂm <loy...on
auch fire,,...,q,, o, ..., «, verwendet werden.

Beweis von (3.2): 1. Fall: o, = 0.
Ist (‘:""“”) - (‘f)‘), so gilt (3.2) gemdB (1.1), (2.1), (2.2). Andernfalls kann

1900+ 0%n
@y 0 angenommen werden. Dann ist (p(i‘ Z:' ::) nach (2.3) die a,-te
1% e

vy
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*
Zahl z mit cp(;:”"::): z fiir alle af<a,, a¥<a,. Bei a¥< a, ist
¥ty oo

die af¥-te derartige Zahl kleiner als die a,-te, also
atay...an A Age . An
(p(al Oaee .an) <¢ (alm,.. .an) .
2. Fall: o, == 0.

Firb=¢ (al o a") =9 (O fatae- a") und af < a, gilt gemiB (2.3)

Oy Oge s Olp Ooty oty. s 0p
ba¥a,...an
('D(Ooclozg...otn):b'

Nach (3*4) ist 0 < b, also nach (3*2)
afas...an)  (Oa¥a,...an batas...an\  fa1a5...0n
(P(ulaa...an)—(p(Oala,...an)<(p(0a1ag...an)—(p(alaa...om)'

Beweis von (3.3): Ist a;= 0, so (3.3) trivial. Ist a,= 0, so nach (3*3) und (3.2)
b= (a’{‘az...an)< (a,,az...an) fiir alle o< gy ,

Oy Cgesollp Oy g es . Qp

aa,. ..an)

also a, = q)(alaz...an :

Beweis von (3.4):

Ist (Zl ’ ::) = (8) , so gilt (3.4) gemiB (1.3). Andernfalls kann a,= 0 ange-
o

nommen werden. Dann ist nach (3.3) 0 < a, < ¢ (Zl . ::) :
s
Beweis von (3.5): 1. Fall: o; = 0.
Ist (Z""a"> = (g), so gilt (3.5) gemaB (1.2, (2.1), (2.2). Andernfalls kann

200+ 0p
a,== 0 angenommen werden. Setzen wir

f@=g(5um),

(P(/(z)ag.. .a,.) .

o¥ oy ...0p

8o ist nach (2.3)

und nach (3*5) auch
sup f(z) a¥...an
zeM
ol )

o¥  og...om

= sup f () fiir alle af < oy, a¥ < a,.
zeM

Folglich gibt es nach (2.3) eine Zahl b mit

_ ba,...aﬁ)
:gggf(ﬂ—qﬂ(w,...a,. :

ZTag...an ayas...0n
:?QP;QP(OM,...M) é"’(o a:,...an) :
Daher gilt fiir alle z ¢ M

Tdg...0qn bag...an G105, ..0n
(p(Oa,...a,.) §¢(Oa....an)§¢(0 a,...a,.)

Nach (3.2) ist

2%
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und nach (3.2) « < b < q,, also ¢; = sup # = b und
rEM

(p(ala.,...an)=Sup(p(zaz...an).

oy Oy. .. Op cem | \%a0a.. .0
2. Fall: oy == 0.

Fiir a,= 0 ist (3.5) trivial. Es sei a,+ 0.

Zu af < a, gibt es b € M mit af < b. Ist
L QAy...Ap 0xay,...an
flz) = (p(alaz...'xn)=(p(0a1a2...an)’

*
. (/(b)an Q.. ;‘:) _) fiir alle off < oy

*
a¥ o ay. ..

so nach (2.3)

und nach (3*5) auch
(sup flz)a*a,... an)
zeM

as *
oF g .. om = sup f () fir alle of < oy, af < a;.

TEM

Dann ist nach (2.3)

Oala,...an) (a,a,...aﬂ>
= =
:?ggf(x)=¢(Qala2...an oy Openalpn

Da nach (3.2) auch
sup o (e o) =0 e L)
ayas...an za,...an
(p(a,az. . .otn) =xs?£;(p (a,az. . .O(n) '
Hiermit sind (3.1)—(3.5) durch transfinite Induktion bewiesen und (2.1)

bis (2.3) als eindeutige Festsetzungen der Werte ¢ A bestétigt. Die Sitze (3.2)
und (3.5) besagen, daf} alle
xa;...0n
? (aoal s .ocn)

stetig wachsende Funktionen von x sind.

ist, gilt

Wie die folgenden Sitze zeigen, ist auch (p(i) eine stetig wachsende
Funktion.

@) 1< (p(i).

Beweis: Ist a =0, so q)(i)=<p(l)>(p(0)g 1. Ist a0, so gilt fiir

1 01 b0 ;
b=<p(a)=(p(0a) nach (2.3) b=<p(0a>=q>(b). Dann ist b+ 0, also

b=gd)ze(l)> 1
4.2) Bei a < b ist <p<;) < (p(ll)) .
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Beweis: Fiir ¢ = ¢ (ll’) =@ (g ;)) , @ < b gilt nach (2.3)
0 ; 1 ¢ 1
c = (p(ib) = q;(:) . Nach (4.1) ist ¢ > 1, also (p(a) < <p<a) = q)(b) .

1 1
4.3 = su ( )
(4.3) (p(su&z) zegt(p z

r€

Beweis: Es sei f(z) = (p(i) . Zu a<sup x gibt es b € M mit a < b. Fir
b< a folgt aus f(z)=¢ (g i\’ nach (2.3) f(x) = (p(,(ax) 2) = q)(l(:)) . Auf
:gp/(z))_

Grund von (4.2) ist sup f(z) = sup f(z), also nach (3.5) sup f{x) = q)( a

b=szeM ZEM TEM i

Da. dies fiir alle @ < sup z gilt, gibt es nach (2.3) ein ¢ mit sup f(z) =¢ 8 suvz |
ZEM zeM xegl

Daraus folgt

1 1
< sup f(x) = sup ()
?(mps)=pito - spele

Da nach (4.2) ¢ (1) = (P( ! ) fir alle b € M gilt, ist auch

b sup z
TEM
1 1
su ( )g >
cem’ \@ "”(:g;;x)
Ferner folgt aus (4.2) durch transfinite Induktion
1
(4.4) a=gq (a) ;

§ 2. Rekursionsmaglichkeiten.

Die kritischen Zahlen der Funktion ¢ (i), also die Zahlen 7 mit ¢ ( :7) =,
bezeichnen wir nach VEBLEN als E-Zahlen (beziiglich der Ausgangsfunktion
@ (x)). Jeder Wert der Funktion ¢ (x), der nicht eine E-Zahl ist, laBt sich
in der Form ¢ A4 mittels kleinerer Ordnungszahlen ausdriicken. D. h. es gilt
der Satz:

Ista=¢b)<e (i), so gibt es Ordnungszahlen

(B.1) aoay.)

Qg eoolp

Beweis: Wir definieren successive Ordnungszahlen g, b; in folgender Weise:
1. B, sei die kleinste Zahl mit a <¢ (;.;)' Wire a < §,, so auf Grund der

Qosenns Ay, O, ..., &y, die alle kleiner als a sind, mita=(p(

Minimalbedingung a = ¢ (a'i) =@ (Z,,. 2) fir alle a*<a. Dann hitte man

nach (2.3) ein ¢, mit a = ¢ (8" i) und somit @ = ¢ a im Widerspruch zur

Voraussetzung. Daher ist f,< a. Ist B,=0, so folgt aus a = @ (b) <¢@(a)
nach (1.1) @ < b, und (5.1) ist mit a,= b, ay= 0, n = 0 erfiillt.



22 KURT SCHUTTE:

2. Ist B;%+ 0, so sei b; die kleinste Zahl, fiir die es ein f;,, < pf; mit

a<<p(a bi .. bo) gibt, und f;,, sei die kleinste derartige Zahl. Wire
ﬂ’l«+1 ﬁl ﬂo

;= 0, so
a bi—1

a<<p(ﬂl+lﬂl 1' ﬁo) bzw.a<<p(§1> (bei 7 = 0),

was gegen die Minimalbedingung fiir f§; verstoft. Also ist b,4 0. Geméaf der
Minimalbedingung fiir b; ist

a b?...bo> . N "
_‘p(ﬁ:‘ﬂi..-ﬂo furalleﬂi<ﬂi, bz<bi'
cibi...by
P\o Bi-. . B
bi bi—y - ) <a bz 1- o)
(ﬂaﬂa veerBo) = O<P\Bipics
und nach (3.2) b; < a. Ist ¢, 0, so nach (3.3) und (3.2)
bi, (7] bi-..bo)
S =
wso (g p) <o (65 5) =
Also ist allgemein 0 < §; < a.

Die By, B, ... bilden eine absteigende Folge von Ordnungszahlen < a.
Diese Folge mufl mit einem f,= 0 abbrechen. Wir haben also

a by 1 bo)
“<"’<0ﬁm Bs)

Dabei ist auf Grund der Minimalbedingung
a b _,...b, -
a=g ( % ﬂ,:':ll. . ﬂ:) fir alle 87 _ 1 < fn-1, b —1< by
Nach (2.3) gibt es somit ein @, mit

Daher gibt es nach (2.3) ein ¢; mit @ = ( ) . Ist ¢;=0, so

o (ao bn_l...b.,)
= P\0 Busr-. B
Wegen _
(aobn_l...bo)< (abn_,...bo)
PO Buore o o) SP\OBns. . B
ist gg< @ Mit ag=0, ot;= 5, a;=b, _; (¢ =1, ..., n)ist (5.1) erfillt.

Die hier benutzte Voraussetzung a <g (2) kann nicht entbehrt werden.

Ist nimlich a=¢ (;) , also a eine E-Zahl, so lif3t sich @ nicht mittels kleinerer

Ordnungszahlen in der Form ¢ 4 ausdriicken. Das ergibt sich aus den fol-
genden beiden Sétzen.

Sind alle a,, ..., a,, %, ..., «, kleiner als eine E-Zahl 7, so ist
(5.2) (17 ay...an\
4 0o Oy v vl =1

Beweis durch vollstindige Induktion:

lLAusp=¢ (l) ‘P(g 11]) und «,< # folgt nach (2.3)

1=7{un) =7 (c)
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0y Oge.s Oy
N G 0Gy...an

n=¢ Oy Oy Olae..Olp)

2. Es sei 17:(}9(’7 (lz-..an)m_ <07)aa---an

0y .. .om) und og<< oy, @, <7. Dann
ist nach (2.3)

Sind alle ay, . . ., a,, &, . . ., a, kleiner als eine E-Zahl 7, so ist auch
(5.3) aya;...an
Pl )<

Beweis: Nach (3.2) und (5.2) ist
Ay .. .00 N Ay...an
(p(aoul. . .a”) <(p(oc,,a,. o .an) =1
Lassen sich zwei Ordnungszahlen a, b gemal (5.1) in der Form ¢ 4 bzw.
¢ B durch kleinere Ordnungszahlen ausdriicken, so kann auch die GrofBen-
beziehung zwischen a, b auf GroBenbeziehungen zwischen kleineren Ordnungs-

zahlen zuriickgefiihrt werden. Zur Entwicklung dieser Rekursionen gebrauchen
wir einige Hilfssitze. )

(6.1) IstA=(a°"'a:) mit ay+0,s0a, <@ A firallet=1,...,n.

Oge oo O

Beweis: Nach (3.3) und (3.2) ist
Ai...0n 0ay...an Aya;...an
@ = w(ai...an) = <p<ozoa1...om) <(p(aofx1. ..an) =p4.

A= (52 a0 g ()
=T
pdai...

(6.2) 8y
und <pA=<p( 0 ai-.-an) fir alle 7 > 1.

Beweis: Nach (2.3) ist

*
q,A:(p(q’Aa‘ a,...a:) fir alle af < oy, af < ay,

o¥ oy ag.. .0
also insbesondere

(pAz(p(tpAOa,...an) =¢(¢Aa2...an)'

0 o;05...00 0 oy...0p

Durch wiederholte Anwendung dieses Schlusses ergibt sich die Behauptung.

(6.3) ‘Ist A= (Z:Zi:::Z:) < B und ay= ¢ B sowie a;<¢ B fiir alle
i1=1,...,m,80 pAd=¢B.
Beweis: Es sei
(b bl...b,,,) B
B=(gp ) PO
Wir kénnen annehmen, daB alle ay,...,a,,b,,..., b, ungleich 0 sind (wobei

evtl. m oder n gleich 0 ist). Die groBten iibereinstimmenden rechten Teile
von A4, B (sofern solche vorhanden sind) seien

(= (e om)-
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Dann ist wegen 4 < B jedenfalls £ 4 0 und entweder
1.7 = 0 oder
2.4 0, a;_, < By, oder
3.0, aj_y= -1, &1 <by—;.
Im 1. Falle ist
¢B%¢(2k:::;':)= @A =ay=¢B, also 9 A= ¢ B.

Im 3. Falle ist j — 140, da ¢ B = qy< b;—, nach (3.3) und (6.1) unmdglich
ist. Wir haben also in den beiden letzten Fillen §;_, > 0 und wegen ;=0
auchk —1>0. Istk—1=1, so
- (b,, bk_,...bm)
ro=9 0Bk-1-+-Bm) "
Ist k. — 1 > 1, so nach (6.2)
_ (¢B bk_l...bm)
(PB_(P( 0 ﬁk_l---ﬁm ’
Nach (2.3) ist daher allgemein

B b* br...b
B— (‘P % —1 m
=P \pr_ Bis Br- .. Bm

Insbesondere ist im 2. Falle

_ B 0 bp...bm\ _ 9B Q... an
(PB_‘p(a]-_lﬂk—)ﬂku-ﬂm)— ( )
und im 3. Falle

¢B=¢(¢B aj_lbk---bm)z(p(QJB aj_laj...an).

%_ o Bk-1Bk--- PBu %O 0. On

In beiden Fillen haben wir eine Gleichung der Form

) fir alle SF_ 1 < Br—1, D 1< bp—;.

O 10 On

Ist ¢+ 0, so gilt nach (2.3)
pB= (p(’pB (P B)* yq o 'a”) fir alle of < o;, (¢ B)*<¢ B

%*
of G O ge..0n

und wegen a; _; < o;, a; <@ B insbesondere

-¢pB=(p((pB aiai“...an)'
Oy g 0y Oy g el

In dieser Weise ergibt sich schlieBlich
(pB___(p(tha,.. .an) _—y

g g oo slpy/
Aoy ene
Ao Oy oo

(64) Tst 4= 7)< B und a,<gB fir alle i=0,1,...,7, 50 g A< B,

bobl s bm

Beweis: Es sei B= (ﬁoﬁn---ﬂm

) mit B,=0. Wegen 4 < B ist dann
ay...dn bl"'bm)

<
(“1---“ﬂ)=(ﬁl---ﬁm ’
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1. Ist (Zl..."n)<<bl...bm>,éoauch((pBal.”an)<(bl.“bm>§B,
i

Le0p Biiio B 0o Oy o« « O BiioePm
Hieraus folgt nach (3.2) und (6.3)

¢Ba,...a
(pA< w(aoai...a:)':(pB'

2. Ist (a, o '”") = (b’ bm) , 50 A< B nur bei ay= 0, ae< b,. Dann ist
o Bi...Pm

1«0

nach (3.2)

A Qy...an byby...bp
A= (0 al...un)<(p(0ﬂ,...ﬁm)= p B.
Die GroBenbeziehung zwischen zwei Termen ¢ 4, ¢ B laflt sich nun
durch folgende Sétze bestimmen:
I.Ist A= B,sop 4= ¢B.
" Qo .. .an -
IT. Fiir 4 — (ao_”un) < Bgilt:

(7.1) Ista,< ¢ Bfirallei=0,...,n,80 p A< ¢ B.

Gibt es ein j mit 0 < j < » und
a; = 0 fiir alle 7 < § (sofern j == 0 ist),
(7.2) a;= ¢ B fir i = j,
a;< ¢ B fiir alle © > j (sofern j = n ist),
soist p 4 = ¢ B.

(7.3) Gibtesj, kmitj<k a;&0,a,= ¢ B,soist p B<gp A.
(7.4) Gibt es ein j mit a;,>¢ B, soist ¢ B < ¢ 4.

Beweis: (7.1) und (7.2) gelten gemafBl (6.4) bzw. (6.3). Aus den Voraus-
setzungen von (7.3) folgt nach (6.1) ¢ B= a;< ¢ A. Unter der Voraus-
setzung von (7.4) ist nach (3.3) bzw. (6.1) p B< a;= ¢ 4.

Die Voraussetzungen von (7.1)—(7.4) bilden offenbar eine vollstindige
Disjunktion. Sie erstrecken sich nur auf GroéBenbeziehungen von Term-
Paaren, die-jeweils zusammen weniger @-Symbole als das Term-Paar ¢ 4,
@ B enthalten.

Aus den soeben bewiesenen Sitzen folgt insbesondere, dafl die gemaB (5.1)
moglichen Darstellungen von Ordnungszahlen eindeutig bestimmt sind.
Das heilit aus a = ¢ 4 = ¢ B folgt A = B, wenn alle Elemente von 4 und B
kleiner als a sind. Ware namlich 4 < B, so miiite der Fall (7.2) vorliegen,
also ein Element a;= ¢ B existieren.

,»@-Zahlzeichen erkliren wir rekursiv durch die be'den Festsetzungen:

1. Das Symbol 0 ist ein @-Zahlzeichen.

2. Sind a, ..., a,, g, ..., ®, @p-Zahlzeichen, so ist auch @ (:" ’ “a") ein

T
¢-Zahlzeichen.
Die Anordnung der ¢-Zahlzeichen wird durch die obigen Sitze rekursiv
bestimmt. Diese Anordnung ist unabhiingig von der speziellen Wahl der Aus-
gangsfunktion ¢ ().
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Wihlen wir insbesondere 1 + x als Ausgangsfunktion®), so erhalten wir
als Werte der Funktion ¢ (x) alle von 0 verschiedenen Ordnungszahlen. Nach
(6.1) ist in diesem Falle jede Ordnungszahl unterhalb der kleinsten E-Zahl 7,
durch @-Zahlzeichen ausdriickbar. Nach (5.3) stellt umgekehrt jedes @-Zahl-
zeichen eine Ordnungszahl unterhalb 7, dar.

§ 3. Verwandte Systeme.

Von den Funktionen ¢ A kann man in einfacher Weise zu Funktionen
@ A iibergehen, fiir welche ebenfalls der Satz (5.1) gilt, aber ¢ A = @ B nur
bei 4 = B ist.
Wir setzen dabei voraus, dafl alle Werte der Funktion ¢ (x) Limeszahlen
sind, was z. B. bei
p@) = w1+ )

der Fall ist. Dann sind offenbar auch alle ¢ 4 Limeszahlen. Zur Erklirung
von @ A fithren wir einige Bezeichnungen in bezug auf ein Klammersymbol

A___(a"al"'a”)

.O Oy« o . Op
ein:
A heille ,,kritisch”“, wenn ein a; = ¢ A4 ist.
A heille ,,ausgezeichnet’*, wenn es q, r gibt mit @y = ¢ + rund 0 = r < w,

so daB
qay...an
Ooty...om

4 — (ao+ lal...an)

0 oy...om/’

kritisch ist. Ferner sei

Die Definition der ¢ A lautet:
Tl ~ { @ A’, wenn A ausgezeichnet ist,

@ A, wenn A nicht ausgezeichnet ist.

Dann gelten folgende Sitze:

8.1) Ista= @) < ¢ (;), 8o gibt es Ordnungszahlen

. . . . — [Qg...0pn
@y, .oy, U, ..., 0,,dieallekleiner als @ sind, mita = ¢ (a" o )
0+ On

Beweis: Nach (5.1) gibt es Ordnungszahlen by, a,, ..., a,, %, ..., «,, die
alle kleiner als a sind, mit
(b0 ... d,,)
a= g

OQoy..ooy)”
boal...an
Odl...an

Dann ist B = ( )nicht kritisch. Ist B nicht ausgezeichnet, so

@ B= ¢ B=a. Ist B ausgezeichnet, so gibt es ¢, mit by=q + 7, r < w,

- b
5) Dann ist @ (g l) =awb +a, ¢ (((; ;) die a-te e-Zahl, ¢ (g i ;) die a-te kritische

e-Zahl.
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Ooy...
von der Form a,+ 1. Dann ist auch 4 = (

so daf (q a""zn) kritisch ist. Da B nicht kritisch ist, so r >0, also b,
n,

Aoy .. .0 :
>t ”) ausgezeichnet und
Ooy...om

pA4d=¢9B=a.
(8.2) Firallei=0,....nista,<¢p (a“"'an).

Qgesln

. o as Qg ...qn .
Beweis: Wir konnen oy= 0 annehmen. Ist 4 = (a" u ) nicht aus-
0+ On

gezeichnet, so allgemein a,< ¢ 4 = p A. Ist A ausgezeichnet, so nach (3.3)
@< ay+1=@pA'=p A4 und nach (6.1) auch a,< p A'=p A fir alle
1=1,...,n

Die GroBenbeziehung zwischen zwei Termen ¢ 4, ¢ B wird bestimmt
durch die Sétze: '

ILIst A= B,sogd=gB.

L. Fiir 4 — (“(;Z""
fos

FB<7A

(8.4) Ista;< p Bfirallei=0,...,n,s0p4d<¢B.

Beweis von (8.3): Nach (8.2) ist ¢ B < a;< p 4.

Beweis von (8.4): Es sei ¢ B= ¢ B, wo B= B’ bzw. B = B ist, je nach-
dem, ob B ausgezeichnet oder nicht ausgezeichnet ist. Aus A<B folgt
A'<XB=XB. Aus q,< ¢ B folgt, da @ B nach Voraussetzung eine Limeszahl
ist, ay+ 1< @ B. Unter den Voraussetzungen von (8.4) ergibt sich daher
nach (7.1) @ A’< @ B, wobei sich das Gleichheitszeichen nur auf den Fall
A’= B = B bezieht. Nach (3.2) ist ¢ A<g A4’, also jedenfalls g A< ¢ B
~9B. Wire §A=9 B, so gA=¢ A’ uwd A'= B=B, also A ausge-
zeichnet und 4’ = B nicht ausgezeichnet. Mit A4 ist aber auch A' ausgezeichnet.
Folglich ist p 4 < ¢ B.

Da die Voraussetzungen von (8.3) und (8.4) eine vollstindige Disjunktion
bilden, bleibt fir ¢ 4 = B nur 4 = B.

Zur Kennzeichnung aller Ordnungszahlen unterhalb der kleinsten £-Zahl 7,
reichen die Symbole 0 und @ nicht aus, da hier nach Voraussetzung nur Limes-
zahlen als Werte der Funktion ¢ (x) auftreten. Es lassen sich aber, wenn
@(x) = w - (1 + z) ist, alle Ordnungszahlen unterhalb 7, gemaf (8.1) durch
Terme ausdriicken, welche nur die Symbole 0,  und + enthalten. In dieser
Weise ist das konstruktive System der Ordnungszahlen von ACKERMANN
—(yBa
4 (0 12/

Man kann auch zu Funktionen g@* 4 iibergehen, welche dieselben Eigen-
schaften wie die p A besitzen, aber zur Kennzeichnung aller Ordnungszahlen
unterhalb 7, ausreichen. Dabei nehmen wir

p)=ow-(1+ )
als Ausgangsfunktion. Fiir ein Klammersymbol

A- (a,,a,a,. . .an)

0 la....a”

Z:) < Bgilt: (8.3) Gibt es ein j mit ;= @ B, so ist.

gebildet. Seine Klammersymbole («, 8, y) entsprechen den
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definieren wir

ay+ 1, falls a;,= 0 fiir alle e = 1, ..., n ist,
p*A= '(p?(‘:)"_l-;al), falls @;4 0 und a;= 0 fiir alle ¢ = 2, ..., n ist,

@ A, falls es ein ;= 0 mit j = 2 gibt.
Dann gelten folgende Sitze:
©.1) Ist 0<a<gp (i) , so gibt es Ordnungszahlen ag, ..., a,, %, ..., ¢,
die alle kleiner als @ sind, mit @ = ¢* (:: ::) .
Beweis: Ist a =a,+ 1, so a =g¢* (%”) mit ay< a. Andernfalls ist a Limes-
zahl, also ein Wert der Funktion ¢ (z). Dann gibt es nach (8.1) Ordnungs-

zahlen by,...,b,, By, ..., Bn, die alle kleiner als @ sind, mita:@(lg’ Z‘Ig‘)
oo Bn
Es ist entweder a=g* (13’ Z',l;}:) oder a =E(%°bl‘) = p* (I())" li_b‘) . Daa
Limeszahl ist, so ist mit b, < @ auch 1 + b; < a.
.. . . (PR,
(9.2) Fir alles=0,...,n ist a,-<<p*(%._.an).

Beweis: 1. Es ist ay,< ag+ 1 = ¢* ((:)0) .
a, —1+a, R (7Y%
0 1 o 01

<g* (%" al‘) . Da qn*(‘(l)“ all) in diesem Falle Limeszahl ist, so auch a,< ¢* (%" n;‘) .

3. Im iibrigen ergibt sich der Satz aus (8.2).

Die GroéBenbeziehung zwischen zwei Termen ¢* 4, ¢* B wird entspre-
chend wie zwischen p 4, ¢ B bestimmt:

I.Ist A = B, so ¢p* A=¢*B.

2. Bei a,= 0 ist nach (8.2) a0<<—p§( ) und — 1 + o, <

” AyQy...0n 4.
1. Fiir A = (Oal_”an)<nglt,
(9.3) Gibt es ein § mit a; = ¢* B, so ist ¢* B <gp*A4.
(9.4) Ist a,<@p*Bfirallet=0,...,7n, 50 ¢p*4 <¢*B.

Beweis von (9.3): Nach (9.2) ist ¢p* B < a; <g¢*A.
Beweis von (9.4): Es sei

_ [(ayaray...an _ (boby by by
A”(01a,...a,,><B*(0 lﬂ,...ﬂm)'

Wir unterscheiden:
a, by
La=(3), B=(q)
Wegen A < Bist a,< by, also p*A=ay+ 1 < by+ 1 =¢*B.
2.4=(g), B+(g).
Dann ist ¢* B Limeszahl, und aus a,<¢*B folgt ¢*4 =a,+ 1 <¢*B.

ay 0y

s b b
3. A=(0 1) mit a,+0, B = ((;' 1').
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Wegen A < B ist b, < 0 und nach (8.4)

- —1 —f[by —1+4+b
<P*A=<}7(%° -|l-(11)<(p(0u ';‘!)___(P*B.

wea

1 : by by
4. A=(O 1) mit a; % 0, B=1=<0 1).
Nach (8.4) ist ¢*4 =$((8° —1'1*_(1‘) g&(a"a‘)<¢3=¢*B_
5. A=#<‘f)°a;‘).

Dann ist wegen A< B auch B+ (18’ bl‘) und nach (8.4) ¢*A=9p A<gB=g¢*B.

Zu den Ausgangsfunktionen ¢(x)=1+ 2 und ¢(z)=w- (1 + x) ge-
horen offensichtlich dieselben E-Zahlen. Die @-Zahlzeichen (die sich auf die
Ausgangsfunktion 1 + = beziehen) und die entsprechenden ¢*-Zahlzeichen
(mit der Ausgangsfunktion w - (1 + z)) stellen daher denselben Abschnitt der
2. Zahlenklasse dar. Die betreffenden Ordnungszahlen lassen sich durch die
@*-Zahlzeichen in sehr einfacher Weise eineindeutig auf die natiirlichen
Zahlen (einschlieBlich der 0) abbilden. Es sei p, die k-te Primzahl (mit p,= 2,
pr=3,...). Dann treffen wir folgende Zuordnung:

1. Die Ordnungszahl 0 werde der natiirlichen Zahl 0 zugeordnet.

2. Sind die Ordnungszahlen a,, . .., a,, o, - . ., o, den natirrlichen Zahlen
ko, ..., ky, % ..., %, zugeordnet, so werde die Ordnungszahl ¢* (Z';Z:)
k
der natiirlichen Zahl pﬁ: . iE p,,: zugeordnet.

Diese Zuordnung ist offenbar umkehrbar eindeutig und mit der Gleich-
heitsrelation der Klammersymbole vertrdglich. Der Einschaltung einer

Spalte 2 in dem Klammersymbol entspricht ja bei der zugeordneten natiir-

lichen Zahl die Multiplikation mit p?=1. Durch die angegebene Zuordnung
wird also eine leicht zu tibersehende Wohlordnungsrelation der natiirlichen
Zahlen von der Ordnung 7, definiert.

§ 4. Konstruktiver Wohlordnungsbeweis.

Mit den @-Zahlzeichen haben wir ein System, in dem die Transitivitat und
die Trichotomie fiir die rekursiv erklarten Relationen a < b, a = b leicht zu
beweisen sind (durch vollstindige Induktion nach der Anzahl der in a, b auf-
tretenden Zeichen).

Die Wohlordnung des Systems ergibt sich aus der Giiltigkeit der trans-
finiten Induktion, fiir die sich ein konstruktiver Beweis®) angeben lifit. Dazu
brauchen wir die Nachfolgerfunktion und einen Hilfssatz.

Der Nachfolger a’ von a wird rekursiv erklart durch

)

%) Dieser Beweis verlauft dhnlich wie der Beweis von ACKERMANN in der unter !) -
zitierten Arbeit, bezieht sich aber auf die etwas andersartigen @-Zahlzeichen.
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a,a;\ ]’ aja,
(e =2 (5%).
a'=(p((l) ‘;) fiir a=<p(%’¢1h:::::::) mit a,+0.
Man beweist dann durch Induktion nach der Anzahl der in a bzw. ¢ und b
auftretenden Zeichen:
(10.1) a<a'.
(10.2) Istb<a',sob<=a.
Der Hilfssatz zum Nachweis der transfiniten Induktion lautet:

Zu b<qgd, A - (“3:'.::::) mit a,+0 lassen sich Zahlzeichen

Cps - - - C, angeben mit den Eigenschaften:
co= 0, falls ay= 0 ist,
Uy ...an

’
C;v,8...0

Cip1 =@ (yialaa---a:) mit y,<oy, v;<a, fiir alle :=0, ..., r—1,

L b <Zec,.
Beweis durch Induktion nach der Anzahl der in b auftretenden Zeichen:
Fiir b= 0 ist der Satz trivial. Es seib= ¢ B, B= (Z‘ o Zm) . Dann unter-
e B
scheiden wir:

I. Bei A<B ist b<@ A nur gemiB (7.3) bzw. (7.4) moglich, und zwar in
den Fillen:

1. ay 0, b < a,. Dann ist bgqa(

Qoty...op

ba,... .
g a") = ¢o mit u=b<a,.

2. ay+0, b<a,; mit j40. Dann ist b<g (Zf"'a")gcp(oa""a") = ¢, mit
s

.o Op Oa,...txn

u=0<a,
3. ap=0, b <a,. Dannist_b<<p(

1 ba,...an
Ootyoty...0p

):clmity0=0,vo=b<a1'
i ao=0’ bga, mit 7>1' Dann ist bgtp(Zi--.an) <(p (10 ag...an)=cl

e On Qoty oty ...ty

mit y,=0, v,=0<a,.
. ¥
I1. Bei B<A4 hat B die Gestalt (b‘ b"a" T 'a") mit 07, 0<k<n.
ﬁl-..ﬂlakak+1 «eelln
Dann ist b<@ A nur geméB (7.1) moglich, also mit b, <@ A fiir alle 7. Es sei
bye das Maximum der by, . . ., b;, falls =0 ist, sonst by, = 0.

n¥a;...an . *
O it < - s = Co mit u = ay < a,.
byrat...an

l.Beik=Oistb=<p(

2. Bei k=1ist b<gp ( ) mit f,< o, af<ay. Da by <qd ist, gibt

Bi oy ...on
es nach Induktionsvoraussetzung ¢, . . ., ¢, gemaB (10.3) mit by <c,. Dann
] ca¥as...an .
ist b<g (ﬁ;a: a:. N a,,) =¢,; 1 mit y,=p;<ay, v,= ar<a,.

3.Bei k>1 ist b<g (bgafz::::‘:‘:

b<cpyy mit = B, v,=0<a,.

), und es ergibt sich wie vorher
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Wir sagen nun, eine Zahl a (dargestellt durch ein @-Zahlzeichen) sei ,,er-
reichbar’, wenn die transfinite Induktion bis @ in dem System konstruktiv
zu beweisen ist. Dann haben wir zu zeigen, dal jede Zahl des Systems er-
reichbar ist.

Offenbar gelten die Sétze:
(11.1) Die Zahl 0 ist erreichbar.
(11.2) Ist a erreichbar, so auch jede Zahl b < a.
(11.3) Ist jede Zahl b < a erreichbar, so auch a.
Hieraus folgt mit (10.2):
(11.4) TIst a erreichbar, so auch a’.

Ferner gilt, da offenbar @ < ¢ (g) < a’ist:

(11.5) Ist a erreichbar, so auch ¢ (g) .
Weiterhin haben wir die Sétze:

Ay @y .o O

Hinreichend fiir die Erreichbarkeit von q)( 0o a”) mit a;+ 0
1es+0n

sind die Voraussetzungen:

aka,...an o N )
a) @ ( O B 4 5 an) sei fiir alle af < a, erreichbar.

(12.1) <
b) Die Erreichbarkeit iibertrage sich von x auf ¢ (
fiir alle x+0, of < o, a¥ < a,.

(Dabei fallt die Voraussetzung a) im Falle a,= 0 fort.)

x a¥ay...an
a¥ oy og.. .0y

A @y .- .An

Beweis: Fir A= (O i -C(n) , b<p A gibt es gewisse ¢, ..., c, gemal

(10.3). Nach Voraussetzung a) bzw. (11.1) ist ¢, erreichbar. Nach (11.4) und
Voraussetzung b) ist mit ¢; auch ¢; ., erreichbar. Wegen b < ¢, ist also auch
b erreichbar. Da dies fiir alle b <@ 4 gilt, ist nach (11.3) auch ¢ 4 erreichbar.

[ *
Wenn sich die Erreichbarkeit von x auf ¢ ( ¥ % Pt a,,) fir alle
a¥oy oy, .. 0tp
(12.2) x40, af <o, af <a, ibertrigt, so iibertrigt sie sich im Falle

a,== 0 auch von g, auf ¢ (ao a... a,,)

Ooy..oom)”

Beweis: GemiaB (12.1) folgt die Erreichbarkeit von ¢p(7)°:‘"'::) mit
S

@, 0 aus der Voraussetzung b) durch transfinite Induktion bis a,, also auf
Grund der Erreichbarkeit von a,.

Ist «, erreichbar und ibertrigt sich die Erreichbarkeit von x auf
*
(12.3) | o (g:x :: o ::) fiir alle 2 und a}< a,, so iibertrigt sie sich im Falle
1 (O 5o
W@y« .. Qp
0 [ S 47 -

@, 0 auch von a, auf (p(

Beweis: Auf Grund der Erreichbarkeit von «; kann transfinite Induktion
bis a, angewandt werden. Gilt die Behauptung fiir alle o} < «;, 80 ist mit 0 auch
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Oz a%*as...an z atay...an
= fii ¥ erreichbar. Hierau
(Oa}‘al Olg oo Olp X oy Gg...on ir 0 <oj<oy, 0 a, s

ergibt sich zusammen mit der 2. Voraussetzung von (12.3) die Voraussetzung
von (12.2). Folglich tbertrdgt sich nach (12.2) die Erreichbarkeit von a, auf

Ay @y ... ;
wenn a,=0 ist .
(Oa,..,an)’ 1='=

Ubertrigt sich die Erreichbarkeit von z auf @ (g Zz e Z”) , so iiber-

2004y
Aoy Ay . . . Ay,
Ooyotg...oy) ”

(12.4)
tragt sie sich auch von ay, a,, o, auf <p(

Beweis: Die Behauptung folgt aus (12.3) durch transfinite Induktion bis a, ,
also gemil der Erreichbarkeit von a . .
Hieraus erhélt man mit (11.5) durch vollstindige Induktion nach #:
(12.5) { Sind ay,...,a,,0%, ..., a, erreichbar, so ist auch ¢ (%":;Z:)
erreichbar.

Aus (11.1) und (12.5) ergibt sich nun die Erreichbarkeit einer jeden Zahl
unseres Systems durch Induktion nach der Anzahl der auftretenden Zeichen.

( Eingegangen am 13. April 1953.)
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