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Der vorliegende Teil gibt die allgemeine Theorie der Modulformen
und der Operatoren T, fir die Stufe Q. Die Hauptergebnisse sind

1) Der I. Teil der Arbeit findet sich Mathem. Annalen 114 (1937), S. 1—28.
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Satz 39 iiber das Euler-Produkt der Matrizen aus Dirichlet-Reihen,
welche den Formen der Stufe ¢ zugeordnet sind, Satz 42 und die Sitze
iiber die Reduktion dieser Matrizen mit Hilfe der irreduziblen Darstellungen
der Modulargruppe M (Q) in § 11. Schon in der ersten Aussage treten
an Stelle der einen Matrix bei der Stufe 1 mehrere Matrizen auf; die
Modulformen miissen in Teilscharen aufgespalten werden nach den Teilern,
welche die Exponenten in ihren Potenzreihen mit der Stufe gemein haben,
und nach ihrem Verhalten bei einer (Abelschen) Untergruppe von (@),
weil die Definition der Operatoren T,, mit (m, Q) > 1 fiir die einzelnen
Scharen verschieden ist. Dieser Umstand macht die ganze Theorie fiir
hobere Stufe @ weniger durchsichtig, so daB mir die gesonderte Durch-
fithrung fiir die 1. Stufe im Teil 1 berechtigt schien, obwohl diese Theorie
hier als Spezialfall @ = 1 enthalten ist.

Bezeichnungen: In diesem Teile bedeuten k, @ feste natiirliche
Zahlen, und bei Aussagen iiber ,,alle Formen werden stets nur Formen
desselben k, @ in Betracht gezogen. Das Zeichen n soll durchweg eine
natiirliche Zahl bedeuten, welche zur Stufe @ teilerfremd ist, auch wenn
es nicht besonders erwihnt wird.

§ 5.
Die Operatoren 7, fiir die Stufe Q mit (n, Q) = 1.

Zur Ubertragung der in § 2 bis 4 entwickelten Begriffe auf Modul-
formen der Stufe @ soll zunichst der Grad » der zu T, fithrenden
Transformation zur Stufe @ prim vorausgesetzt werden. Wir fithren
folgende Bezeichnungen ein: Ist L eine bindre Transformation von w,, w,

mit rationalen Koeffizienten
b

(1) L@, ) = (@, +boy, coy+da); L=(] ;) ad—be>0,
so werde mit L gleichzeitig der Operator b‘ezeichnet, der jede Form F in
F|L =F (L (o,, w,))
iiberfiilhrt. Die Zusammensetzung zweier solcher Operatoren L,, L, werde
isomorph zu der der Substitutionen L,, L, definiert: :

F]L1L2=(F1L1)1L2=F(L1Ls(w1:wn))- )
Ferner werde der Operator o L fiir eine komplexe Zahl « erklirt durch
FlaL=F|La =oaF(L(w,w,)) =aF|L
Die Addition «, L, 4 oy L, soll nicht die Addition der Matrizen bedeuten,
sondern der Operator V = o, L, 4 @y Ly wird definiert durch

F|\V=F|aoL +FlagLly =, F|L, + e, F|L,.
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Die Operatoren L erzeugen nach diesen Festsetzungen einen Ring mit
den komplexen Zahlen als Multiplikatoren. Eine Form F heile Eigen-
funktion eines Operators 4 aus diesem Ring, wenn F|4 = c¢-F mit
einer Konstanten ¢, dem Multiplikator. Hat die Matrix L aus (1) die
Determinante 1 und mod. @ ganze Koeffizienten, so ist fiir jede Modul-
form der Stufe @ das Zeichen
F([L] (1, @,))
eindeutig erkldrt, wenn [L] irgend eine Substitution aus [ (1) bedeuten

soll mit
[L]= L(mod.Q), [L] in T(1).

Fl [L] = F([L] (wv wa))'
Endlich fithren wir noch spezielle Operatoren ein durch die Definition:

N A )

Zur Erklirung des Operators T, fiir die Stufe @ gehen wir auf die vollen
Reprisentantensysteme von Transformationen der Determinante » aus
§ 2, Satz 8 zuriick:

Satz 31. Die Transformationen

b
2o ")
wo a, b, d alle ganzen Zahlen mit ad = n, d > 0, b mod. d, durchlaufen,

Wir setzen

bilden ein wolles System mnach T (1) nicht-dquivalenter gamzzahliger Trans-
formationen mit der Determinante n. Sie sind alle = 8, (mod. Q). Ihre
Anzahl ist wieder gleich der Summe der positiven Teiler von n, = g, (n).
Beweis folgt unmittelbar aus Satz 8 in § 2.
Fiir eine Form F der Art (— %, Q) ist die Menge der ¢, (n) Funktionen

F|R,(g bdQ)

bis auf die Reihenfolge allein durch » und F bestimmt, unabhingig von
der speziellen Wahl der Transformationen. Daher definieren wir jetzt
fiir die homogenen Formen der Art (— %, Q) den Operator T, durch die
Definition:

) Corymwe MR (809).

ad=mn
bmod. d
a>0

T, hingt von k nur durch den Faktor n* ab, dagegen hiéingt er wesent-
lich von @ durch die Zeichen R, ab. Fiir die inhomogene Gestalt
F (1) = 0t F (w,, w,) verstehen wir unter F(v)|T, das Produkt von
F(w,, w,)| T, mit .
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Satz 32, Fir jede Form F der Art (— k, Q) gehért F| T, wieder zur
Stufe Q. Liegt L in T (1), so ist ferner F|T,L = F|[S,LS;"T,.
Beweis: Wir bezeichnen die Transformationen (3) aus Satz 31 in
irgend einer Reihenfolge mit N, (k= 1, 2,...,0, (n)), alsdann sind N, L
wieder alle Klassen nach T (1), also glbt es zu jedem % ein A’ und dazu
ein L, aus I'(1), so daB
N,L=L,-Ny (L, aus T (1)).
Hieraus folgt
L,= N, -L-Ni} =8, LS;' (mod. Q),
und
Ly = [8,LS;"]

ist also mod. @ von % unabhingig. Mithin ist
FI|YN,L=XYF|L,-Ny = XF|[S,LS;'IN, = F|[S, L& T,.
h R h

Daraus folgt die Behauptung.
Bei der naturgemifen Beschrinkung auf Formen der Stufe Q ist
also fiir die Operatoren die Relation bewiesen:

(5) T,-L=1[8,L8;']-T, fir L aus T (1).
Insbesondere formulieren wir
Satz 33. Zwischen T,, R,, U bestehen die Beziehungen
I.-R,=R,-T,, T, U*"=0U-T,, R,U*R;*=[U] (tiir (a, @) = 1).
Wir zeigen jetzt wieder die Vertauschbarkeit aller T, untereinander
und die Reduktion auf T', von Primzahlordnung 7.
Hilissatz 1. Wenn (n, m) =1 und (n,Q) = (m, @) = 1, so ist
T Ly = Loy = L+ Ty
Beweis: Wird
— pk—1 a, bQ p— k—1 . A BQ
rozw= SR ), mo=m T (s o)
gesetzt, so ist mit Benutzung von Satz 33

T,.T, = mt—1 T".A%; I'{'A.<‘g BDQ) - mk—lA,BZ'; R, T,,-(‘g BDQ>.

Hier ist weiter

T, (ABQ) e ‘ZR (abQ><ABQ o 12R<0 aB+bD)Q

a,b,d
ad (eB4+bD)Q\ -
.T T -—(nm)" 1 R Tn-m:
A%: 4 < D >

denn ¢ B+ bD durchliuft wegen (@, D) = (d, D) = 1 ein volles Rest-
system mod. d-D bei festem d, D.
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Hilfssatz 2: Fiir eine Potenz p” der Primzahl p (die nicht in @
aufgeht) ist
T@)TE=TE+)+p "R, T (r=1).
Hierbei steht voriibergehend der Deutlichkeit wegen T (n) fir T,.

Beweis:
© 1670 =T ek (0 e renr Y lf).
Hier ist 5 lr;odép .
T—8
T(r’)—#’“‘-(ﬁ 1) :pr—l)h,,%,.R”T_H(p0 ;s><(7)’ g
0=s=r
= p(r+1)(k—1)oé4§:§r Rpf+1_s<pr31—s hz;sQ>
hg mod. p*
(7) = T(pr+1) — prtnG—D Z (%) ;3:)

hmod. pr t1
Ferner ist die zweite Summe rechts in (6)

@)t Q) ((I)ZT%:,,HM_” 3 re(t h;?xé sz)

lmod. p I=s=r
hg mod. p® lmod. p

= preveE=D 2 Rp,_,(?’:)_“ (P";ij—lks?)Q).

8, hyyl
Fiir r — s = 1 enthalten alle vier Koeffizienten der letzten Matrix den
Faktor p, der unter Beriicksichtigung der Homogenitét der Modulformen
als p—* vor die ganze Summe gezogen werden kann. Die Summe iiber A,,
bei festem s, ! wird dann offenbar von ! unabhingig, also auch gleich p

multipliziert mit der Summe iiber s, k, bei ! = 0; das ist gerade
pk-—1. Rp. T (pr—l)_
SchlieBlich sind die Glieder mit s = r gerade die in (7) mit dem Minus-
zeichen auftretenden Glieder. Damit ist der Hilfssatz 2 bewiesen.
Hierbei ist R, ein mit allen T'(pr) vertauschbares Symbol. Nach
der Bemerkung beim Beweise von Satz 10 in I, §2 folgt hieraus aber

TE)TE)=_2JX T+ pt-? By
32 v : I=u=ns

und daraus allgeieinet.
Satz 34. Bei (n,Q) = (m, @) =1 st
Ty Fm) = D T(%F)d R
din,m
Hierbes durchlduft d dlle ‘positiven gemeinsamen Teler von n, m. Ins-
besondere sind alle T (n) untereinander vertauschbare Operatoren.
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Fiir den Bereich der Modulformen der Art (— £, Q) erzeugen also
die 7, zusammen mit den endlich vielen R; einen kommutativen Ring
von Operatoren, der iiberdies diesen Funktionsbereich auf sich abbildet.

§ 6.
Normierung der Formen der Stufe ). Formen vom Teiler ¢
und Charakter & (n).

Unser Ziel ist, die Formenschar von der Art (— £, Q) in moglichst
viele zueinander fremde Teilscharen zu zerlegen, die bei allen Opera-
toren T, in sich iibergehen, ynd dann Awussagen iiber die Koeffizienten
der Potenzreihen daraus herzuleiten in Analogie mit den Aussagen im
ersten Teil. Wihrend aber dort zunéchst die volle Schar den Opera-
toren 7, unterworfen und erst nachher die Zerfillung diskutiert wurde,
ist jetzt, um eine Matrix mit Euler-Produkt zu erhalten, schon vorher
eine Zerlegung in gewisse Teilscharen notig. Der Grund dafiir ist die
Existenz der Primfaktoren ¢ der Stufenzahl @: Die Operatoren 7', miissen
fiir die verschiedenen Teilscharen verschieden definiert werden.

Die Spaltung der Gesamtschar in die passenden Teilscharen wird
nach dem Verhalten der Formen bei den Substitutionen von T (1) vor-
genommen. Der erste Schritt der Zerlegung wird hier in § 6, 7 fiir be-
liebige Stufe @ durchgefithrt. Dabei hat man nur das Verhalten bei T, (Q)
in Betracht zu ziehen. Genau wie im ersten Teil erhalten wir dann in
§ 8 und 9 die Matrizen mit dem Euler-Produkt und nehmen in § 10 die —
hier nicht so einfache — vollstindige Reduktion des Systems der Eisen-
stein-Reihen vor.

Zur weiteren Zerlegung der Formenschar muB man das Verhalten
bei der ganzen Gruppe I (1) beriicksichtigen, und dazu ist dann in § 11
ein naheres Eingehen auf die endliche Gruppe I (1)/T (@), vor allem auf
ihre einfachen Charaktere erforderlich. Ich fithre diese weitere Reduktion
in allen Einzelheiten dann in § 12 fiir Primzahlstufe durch.

Zur Erklirung des ersten Schrittes bedenken wir zunéichst, daB die

Operatoren L aus [, (Q) <d. h. L = <Z 3), L aus T (1), ¢ = 0 (mod. Q))

fiir die Formen der Stufe @ nur mod. @ in Frage kommen, und diese
mod. Q reduzierten Substitutionen eine Gruppe 9, (Q) innerhalb der end-
lichen Modulargruppe M (Q) bilden. Sie wird durch U und die R, er-
zeugt. Die Gruppe der Operatoren aus M, (@) als Ganzes ist mit allen T,
vertauschbar. Denn es ist

(5) T, [L] =[S,LS;*]-T,,

Mathematische Annalen, 114. . .21
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und wenn I zu [4(Q), so gehért [S, L S;'] wieder zu M, (Q). Durch die
Substitutionen aus [,(Q) wird in der Schar aller Formen von der Art
{—k,Q) eine Gruppe linearer homogener Substitutionen induziert, die
eine Darstelling von M, (Q) ist. Eine naheliegende Zerlegung ist die
Zerfallung dieser Darstellung in ihre irreduziblen Bestandteile und die
damit gegebene Spaltung der Formenschar in Teilscharen, die sich bei
[, (Q) nach einer irreduziblen Darstellung der ,(Q) umsetzen. Wir
brauchen fiir unsere Zwecke aber eine etwas weniger feine Einteilung, die
wir unmittelbar vornehmen.

An den Potenzreihen ist zunéchst zu sehen, dafl wir die Erzeugenden
der vollen Formenschar so wiahlen konnen, daB in ihrer Potenzreihe nur
die Exponenten je einer festen Restklasse mod. @ auftreten; das bedeutet,
daB die Formen Eigenfunktionen fiir den Operator U sind. Alle vor-
kommenden Exponenten in einer solchen Reihe haben mit @ denselben
gr. gem. Teiler. Wegen

Rn o~ R;lq = [U]’

ist dann auch F|R, eine Reihe von dieser speziellen Gestalt, mit einer
im allgemeinen anderen Restklasse fiir die Exponenten, aber mit dem-
selben erwahnten Teiler. Wir nennen weiter eine Modulform der Stufe @
zur Klasse ¢ gehirig oder vom Teiler #, wenn in ihrer Potenzreihe alle
vorkommenden Exponenten mit @ denselben griBten gemeinsamen Teiler ¢
haben. Das ist gleichbedeutend mit: Sie ist eine Summe von Eigen-

Q

funktionen von U, deren Multiplikatoren primitive < te Einheitswurzeln

sind Auch wenn F identisch Null, heiBe F vom Teiler &.

"~ Eine Modulform der Stufe @ heiBe normiert, wenn sie Eigenfunktion
fiir alle Operatoren R, ist. Der Multiplikator ¢(n) bei R, ist dann not-
wendig ein Restklassencharakter von n mod. Q, £(n) heiBe der Charakter
der Form. Wegen F| R_, = (— 1)*-F, konnen nur Charaktere mit
e(— 1) = (— 1)t auftreten.

Satz 3b. Eine normierte Form geht durch alle T,, R, in eine nor-
maerte Form vom selben Charakter tiber. Ebenso geht eine Form der Klasse t
durch T,, R, wieder in eine Form der Klasse t tiber.

Beides folgt sofort aus Satz 33.

Da die R, eine endliche Abelsche Gruppe bilden, lassen sich die
unabhéngigen Formen der Klasse ¢ iiberdies als normiert wahlen.

Normierte Formen derselben Klasse, aber von verschiedenem Charakter
hingen auf folgende Art zusammen:

Satz 36. Se:
W, 0) =F@)=ZFeMx' * ((N%)=1)
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die Potenzreihe evner normierten Form vom Teiler t, mit dem Charakter ¢ (n).
Es bedeute ferner y (n) einen Restklassen-Charakter mod. % Dann st

kG (0, 0,) =G (r) =X a(N)x(N)zg"
N

wieder eine normierte Form vom selben Teiler t mit dem Charakter ¢ (n) - x (n®).
2mT

Dabei ist wieder gesetzt zp = e @ .

Beweis: Zunichst ist G wieder von der Art (— &, @). Denn mit F
gehort auch F|U! fix [ = 1, 2, ... zur Stufe @, daher auch die Teilreihen
der Reihe ¥, deren Exponenten Nt nur eine feste Restklasse mod. @
durchlaufen, mithin auch die Linearkombination G. G ist offenbar vom
Teiler ¢. Aus ) -y

¢ =Flg ) tey@U C=e?)

!, amod. @

folgt dann

G

R, = %F‘ R,.-é' E=ta g (a) U = & (n) g (n?)-G.

Da man von G durch einen analogen ProzeB wieder zu F gelangt,
so erhélt man durch diese Methode aus der linearen Schar der Formen
mit demselben ¢, £(n) auch die volle lineare Schar der Formen vom
Teiler ¢ und dem Charakter &(n) y (n?).

§ 7.

Die Operatoren T, mit (m, Q) > 1.
Wir ziehen jetzt gewisse Operatoren W, heran, erklirt als lineare
homogene Substitutionen der ,, w, mit der Matrix

10

7= o) {r =00,

Fiir sie gilt die Grundformel
e b\ o, (0@ brt
) L (c d> Wk = <cr d )’
speziell
-1 _ (1 r

(9) WA UW,=(, )
Ist jetzt F eine Modulform der Stufe @ aus der Klasse ¢, so ist
(10) F|U4 =F (t‘ =%),

und daraus folgt leicht der
Hilfssatz 1. Wenn F zur Klasse ¢, so gehort F| W, noch zur Stufe Q,
falls g¢/t.
21*
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Denn in der Tat ist nach (8) W, L W' ganzzahlig, wenn L zu (@),
und ist mod.Q kongruent einer Potenz von Uh.

Hilfssatz 2. Fir die Formen der Klasse ¢ sind R, und W, ver-
tauschbar, falls g/t.

Denn W, R, W;'R;' ist ganzzahlig und kongruent mod.@ einer
Potenz von Ut.

Hilfssatz 3. Fiir die Formen der Klasse ¢ sind W, und 7, ver-
tauschbar, falls ¢/t.

Zum Beweise darf man sich nach § 5 auf den Fall beschrinken, daB
n = einer Primzahl p ist, die nicht in @ aufgeht. Nun ist aber

0
T, W, = pk—l-Rp(g 1)-Wq +ph B WU,

Hier sind die Bestandteile des ersten Summanden rechts vertauschbar,
und die Summe ist nach (9) und Hilfssatz 2

=W, X W, Ui =W, I W,Uey,
l

lmod. p
also
w,T,=T,W,.
Hilfssatz 4. Fir eine Form F der Klasse ¢ ist #|W,U'% nur von

dem Werte I mod. ¢ abhéingig, wenn ¢/¢ und ¢, der komplementére Teiler %9- -

Beweis folgt aus der Grundformel (8).
Fiir Formen F der Klasse ¢ werde jetzt der Operator 75, wo ¢ ein
Primfaktor von ¢ ist, durch folgende nach Hilfssatz 4 eindeutige Definition
erklirt: .
@ red” 3, WO L=

I mod. q t
Nach Hilfssatz 1 gehort dann F|T, wieder zur Stufe . Fir die in-
homogene Gestalt F (7) soll wieder F (7)| T die Bedeutung des Produktes
F (0, wy)| T mit of haben.
Hilfssatz 5. Fiir Formen der Klasse ¢ ist T, mit R, vertauschbar.
Denn nach Hilfssatz 1 und 2 ist der einzelne Summand in Tf, R,

W, U R, = W, R, Ulan = R, W, Utun®

und nach Hilfssatz 4 alse T, R, = R, Tfl.
Satz 37. Jede normierte Form F wvom Teiler ¢ geht durch den
Operator T; in eine mormierte Form vom selben Teiler und vom selben

Charakter viber. Geht die. Primzahl q iiberdies auch in Qt— auf, so 1st

F|T, = o.
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Beweis: Nach Hilfssatz 5 ist F| T, wieder normiert und vom selben
Charakter wie F. Weiter folgt aus der Potenzreihe fiir F

F(r)= 2 a(N)zgt

a2 FeIy =g Y PN - 2 a@gd.
tund ¢ (Nq, L =1
< wed @ t
Die Summationsbedingung (N q, %) =1 zeigt, daB F|T; identisch Null

Q

ist, wenn ¢ in - aufgeht, und daf im anderen Falle F|T) wieder den
Teiler ¢ hat.

Dieser Satz gestattet, Operatoren 7', mit gleichem ¢ hintereinander
auszufiihren. Fiir zwei Primfaktoren p und ¢ von ¢ (gleich oder nicht)

ergibt sich zunichst die Vertauschbarkeit von T, und 7 unmittelbar
aus der Potenzreihe (12) durch

T,=3 ¥ 1 Lkd L2
FIT,-T,= Za(Npg)d ”zm%qu( )
Und dann geben wir als Definition:
Geht jeder Primfaktor der natiirlichen Zahl m in ¢ auf, so definieren
wir durch Rekursion fiir jeden Primfaktor ¢ von ¢

Ty Ty = Tng = (mql—t 3 W, Ul

I mod. mq

Hilfssatz 6. Alle diese Operatoren T4, mit gleichem ¢ sind unter-
einander und mit allen T, vertauschbar.

Denn nach Hilfssatz 3 ist zunéchst fir die Primteiler ¢ von i:
I.,W,= W,T, und nach Satz 33 (§ 5) also

To-W, -Untts = W,. T, - Urtts = W,. Ut T,.
Durch Summation nach [ folgt wegen (n, @) =1
T, T =TT,
und daraus die Behauptung.
Endlich werde 7T, fiir eine beliebige zu 5} teilerfremde natiirliche

Zahl m definiert: Es sei n der groBte zu @ prime Faktor von m und
m==n-r, (m, %) =(n, Q) = 1.
r enthilt also keine anderen Primfaktoren als {. Dann setze man
(13) T =T, T'=T.T,; (also Tt =T, = T,; T.=T,).
Ein Analogieschluf nach Teil I a8t vermuten, daf zur Untersuchung
der Formen vom Teiler ¢ nur die Operatoren T gebraucht werden, wo m
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zu—Q[ prim ist. Das ist in der Tat richtig. Man konnte den Ope-

rator T durch (11) auch fiir Primteiler ¢ von Q definieren, die micht in ¢
aufgehen. Dann wiirde F|T; = 0 sein. Indessen brauchen wir eben
nur solche Primfaktoren von @, welche nicht in %, also in ¢ auigehen.

Als Schlufiresultat formulieren wir zusammenfassend:

Satz 38. Es sei ¢t ein Teiler von Q, t-t, =Q, (m, t,) =1 und wee
eben m = nr, dann gilt:

1. Die Operatoren T, mit gleichem t sind untereinander und mit
allen R, vertauschbar. Sie sind erkldrt fir alle Formen vom Teler t.

2. Die Schar der normierten Formen mit dem Charakier & (n) und dem
Teiler t geht durch alle T, in sich iiber.

3. Die Operatoren T, = T'(m) fiir die Formen unter 2. erfillen die
Regel :
(14) Tt(m)-TH(my) = X T¢(T52)e(d)d—.

ajmy, my
Hierber ist der Wert des Charakters e (d) wie wblich gleich O gesetzt, wenn d
mit dem Modul Q nicht teilerfremd ist.

4. Die Bedeutung von T fiir eine Form unter 2. tst
ab@Q, /11t .
s(a)F((O p )(O ,.1)“’1’ w2>

und nach Multiplikation mit % fir die inhomogenen Funkitonen

F(@)| T, = ”k:l Z g(a)F(MM_’)d-k,

¢
F (0w, )| Ty = mt—1 Y
ad=n
bmod. d
Imod. 7

rd
0,5 d,1
wofiir wir endlich kiirzer unter Beachtung der Festsetzung bei 3. schreiben
bt
(15) F3)|T, = mk—ladgn s(a)F(“j_l) -+,
b mod. d

a>0
Denn al + btr durchliuft bei festem 7, d ein volles Restsystem mod. 7 d.

e § 8.
Der Matrizenring der A (»¢) und das Euler-Produkt fiir die Formen
von festem Teiler und Charakter.

Nunmehr 148t sich dieim 1. Teil fiir die Stufe 1 entwickelte Theorie
auch fiir die Stufe ¢ -obhne¢' Schwierigkeit fibertragen. Beim Beweise des
Hauptsatzes werden -die Formen vom festen Teiler ¢ getrenut von den
tibrigen behandelt, und der folgende Beweis verlauft daher fiir den Fall
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= 1 auch nur unter Benutzung der 7, aus § 5, ohne die §§ 6 und 7
heranzuziehen. Die Kenntnis dieses Umstandes ist zur ersten Orien-
tierung niitzlich.

Das volle System linear unabhingiger Modulformen der Art (—%,Q)
denken wir uns in der Normalgestalt nach § 6 gegeben: jedes Individuum
normiert und zu einem bestimmten Teiler gehorig. Es sei fiir eine
Klasse ¢ und einen Charakter &(n): Fe(t)(o = 1, 2, ..., %) das volle
Formensystem und es seien

Fe(r)y = X at(N)zy
(5 9=
die Potenzreihen. Der Summationsbuchstabe N durchliuft in diesem

Paragraphen immer nur die zu 9 teilerfremden Zahlen = 0. Nach (15)

t
ist dann bei (m, -?—) =1

Fo(x)| T = mt=1 ) ao (N d)e(a)d* ™" 2™

N;d|m
= YT e@g a7 = Dotz
dim, N N
a6) @) = Y a("Me@a-r (m Y =(¥, ) =1 mz1
d|m, N

Andererseits wird die Schar der F¢(z) durch die Operatoren T4, nach
Satz 365und 38 in sich iibergefiihrt; es gibt also eine von 7 unabhingige
Matrix A (m) des Grades » mit den Elementen 4,,(m) (0,0 =1, ..., %),
so dal

Fo|Ty, = X Ayq(m) F7,
also nach (16)

D ae(l-\%gﬁ)e(d)d"“l = D Jyo(m)as(N).

d|m, N
Hier ist wie im 1. Teil, § 3,
(17 2 Ayo(m)a’(N) = )3 Aoo (N)a? (m)

und mit N =1 ( :
ae (m) = X Ayo(m)a’(1) m= 1.

Aus (17) folgt wie frither die Existenz von x konstanten Matrizen

B' = (b;a)
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mit
(18) A(m) = Z"a” (m) B m = 1.
Diese Gleichung soll auch fiir m = (; gelten und dient zur Definition der
Matrix 4(0), falls m = 0 mit der Bedingung (m, —?) = 1 vertriglich ist,
d. b. nur fiir ¢ = Q. Sonst sei

A(0) =0 fiir t <@ und A(m) = 0, wenn (m,%) > 1.
Die »? Funktionen

foo(¥) = Ao (0) + X Ay (m) 25"

m=1
sind dann linear dquivalent mit den » Funktionen Fe¢(r). Die Kom-
positionsregel der 75, nach (14) geht in die entsprechende fiir die Ma-
trizen 4(m) iiber:
(19) Amy) -Amg) = D) A(™2"™). & (@)-dr-.
dimlv mo

Die Matrix aus Dirichlet-Reihen (absolut konvergent fiir R (s) > k)

() = I A(m) (¢m)~*

hat dann eine Eulersche Produktentwicklung. Hier sind aber die Prim-
faktoren von @ fiir sich zu behandeln:
Geht die Primzahl p nicht in @ auf, so ist nach I, §3, Satz 14

¥o(s) = ,éo’l(p')p‘“ =(E—A(p)-p~*+e(p)pt—172-E)

Ist dagegen ¢ ein Primteiler von ¢, der nicht in g— aufgeht, so ist

A+ =)@ =A@+ r=012 ..
und daher

Yolo) = I ANt = E— Mg )
Und damit schlieBlich _
20) ® () = I (E~2@g~)~": [T (E~A(p)p~*+e(p)p~1=E)

P, Q=1

p, ¢ durchlaufen die Primzahlen mit den angegebenen Bedingungen®2).
Fiir (20) konnen wir offenbar auch das Produkt iiber alle Primzahlen p
schreiben:

(20a) b (s) = t“‘]p](E — A(p)p—* + e (p) pt—1—2e E)“l.

Q

2) A(g) ist 0, wenn ¢ in T aufgeht, und ¢(p) = 0, wenn p in Q aufgeht.
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Damit ist der zu I, Satz 15 analoge Hauptsatz bewiesen:

Satz 39. Das wvolle System von Modulformen der Art (— k, Q) wvom
Teiler ¢, die bet R, denselben Fakior €(n) annehmen, set Fe(7) (0 = 1, ..., %)
Es qibt dazu » konstante Matrizen B* des Grades x, welche die Basis eines
kommutativen Ringes vom Range » bilden, derart, daf dve Dirichlet-Rethen

?(s) = I at (m) (m1)=*
2u N

Fe(r) = X a¢(m)zg"

m=>0
die Matrix
Ps)=2¢()B = le(m)(mt)“

v m=
mat der Eulerschen Produktentwicklung (20) zusammensetzen.

Ebenso wie fiir die Stufe 1 im ersten Teil (Satz 17 und 19 in § 3)
ergibt sich hier, daB die B* die Symmetrie-Eigenschaft by, = bg , haben
und daB der Ring der Matrizen B’ maximal ist.

Der Satz 39 gilt sinngem&B auch fiir jede Teilschar der Formen

von festem Teiler ¢ und Charakter, welche durch alle Operatoren 7%, in
sich iibergeht.

§9.

Die charakteristischen Wurzeln der Matrizen B (7). Unmoglichkeit
anderer Euler-Produkte fiir Dirichlet-Reihen der Schar.

Wir verstehen wieder unter einer Eigenfunktion des Operatorenringes
der T¢, eine normierte Form der Art (— %, @) vom Teiler ¢, welche durch

alle 7%, bis auf einen konstanten Faktor in sich iibergeht. Dabei ist nun
folgendes zu beachten: Ist @, ein Teiler von @, aber <C @, so ist jede
Form der Art (— k, @,) auch von der Art (— %, @), aber als Form der
Stufe @ betrachtet, hat sie eine andere Dirichlet-Reihe und einen anderen
Teiler, und wenn sie Eigenfunktion auf der Stufe @, ist, ist sie im all-
gemeinen nicht mehr Eigenfunktion auf der Stufe @. Das sieht man etwa
fiir Q, = 1: Eine Form erster Stufe hat auf der Stufe @ den Teiler @,
weil- ihre Potenzreihe jetzt in 2o und nicht mehr in 2, anzusetzen ist.
Bleibt sie durch den Operator Ty der ersten Stufe bis auf einen Faktor
invariant, so folgt daraus nicht die Invarianz bei dem ganz anders de-

finierten Operator Tg, der dann auf der Stufe @ heranzuziehen ist.

_ Fir die Matrizen B (7) des vorigen Paragraphen lassen sich nun wieder
durch-. geeignete Wahl der erzeugenden Funktionen F¢ innerhalb ihrer
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linearen Schar gewisse einfachere Normalformen erreichen. Vor allem er-
gibt sich durch Reduktion auf Dreiecksgestalt:

Satz 40. Die charakteristischen Wurzeln jeder Matriz B (v) aus §8
gehoren der Schar der Fe selbst an. Jede dieser Wurzeln ist Eigenfunktion
des Operatoren-Ringes. Ihre Dirichlet-Reihe hat eine Eulersche Produkt-
entwicklung von der Gestalt (20), wo die A (m) durch Matrizen ersten Grades
zu ersetzen sind.

Um eine Umkehrung dieses Satzes zu beweisen, behandeln wir gleich
die viel allgemeinere Frage, welche Art von Ruler-Produkten iiberhaupt
bei Dirichlet-Reihen zu Modulformen mdéglich ist. Es wird sich das be-
merkenswerte Resultat ergeben, daf keine einzige dieser Dirichlet-Reihen
eine wesentlich andere Art von Eulerscher Produkt-Entwicklung aufweisen
kann als die charakteristischen Wurzeln der Matrizen & (s).

Dieses Ergebnis beruht auf folgendem allgemeinen Satz iiber Modul-
formen:

Satz 41. Wenn eine Modulform der Art (— k, Q) durch eine primitive
Transformation L von der Ordnung n (> 1) wieder in eine Form der Stufe Q
ubergeht, und (n, Q) = 1, so ¢st die Form F identisch Null.

Dabei beit wie iiblich L = (: 3) primitiv, wenn a, b, ¢, d ganze Zahlen

ohne gemeinsamen Teiler sind, und ad — bc = n heit die Ordnung.

Zum Beweise bedenken wir, daB man bekanntlich jede primitive Trans-
formation der Ordnung » aus einer beliebigen von ihnen, z. B. §, = (é 2),
in der Gestalt 48, B, wo 4 und B zu T (1), erzeugen kann; wir diirfen
daher ohne Einschrénkung der Allgemeinheit gleich voraussetzen, dafi L = S,,.
Ist nun F|S, wieder zur Stufe @ gehérig, so ist

F|S, U = F|S,; F\|S, UeS;* = F; F[(’g ?) = nt.F.

Die Potenzen dieser letzten Transformation sind nicht primitiv, deshalb
wihlen wir

I

4= (éx d1> aus [ ('Q) mit 1 = a, = ¢, (mod. n),

und mit

'V=A-(g g)EC}) g) (mod. n)

ist dann auch

F|\V = n*.F,
wiihrend alle Potenzen V" jetzt primitiv sind. Mit passendem B, C aus [ (1)
ist daher V! = BS2'(C, und wenn endlich ! =1 (mod. Q) genommen wird,
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ist V! kongruent der Identitit E (mod. ), also auch BC = E (mod. Q).
Das bedeutet aber: F|B indert sich bei S;' nur um den Faktor n*! und
muB} also offenbar identisch verschwinden.
Zwei Folgerungen heben wir besonders hervor: Es sei F (1) = Y a(m)zg
m

eine Form der Art (— %,Q). Dann gilt

Hilfssatz 1. Wenn fiir eine feste Primzahl p, welche kein Teiler
der Stufe @ ist, stets a (m) = 0, sobald m nicht durch p teilbar ist, so
ist die Form F identisch Null.

Denn in diesem Falle ist F (r + —?D ) = F (r) und da die Trans-

formation ( g g) primitiv ist, so ist Satz 42 anwendbar.

Ein erwahnenswertes Gegenstiick ist
Hilfssatz 2. Wenn fiir eine Primzahl p, die kein Teiler der Stufe ¢
ist, stets a (m) = 0, sobald m durch p teilbar, so ist die Form F iden-
tisch Null.
Denn nach Satz 32, § b, ist
FIT,=poiFiR, (D)) 49 2 PG )

1 lmod. p 0

eine Form der Stufe Q. Hier ist aber die Summe iiber [ wegen der Vor-

(1)) zur Stufe Q

aussetzung identisch Null, und daher ist bereits F|R, <§
gehorig, muB also nach Satz 41 verschwinden.

Um mit diesen Sidtzen die oben gestellte Frage nach den mdglichen
Euler-Produkten iibersichtlich erledigen zu konnen, fithren wir folgende

Bezeichnung ein: Wenn die Koeffizienten einer Dirichlet-Reihe
1) @ () = Za(m)m=*
fiir eine gewisse Primzahl p die Eigenschaft haben:
(22) a(mp) = a(m)-c(p’), wenn (m,p) =1, r=0,1,2,..,,
wobei ¢ (p’) von m unabhingig ist, so sagen wir, ¢ (s) ist ein Euler-Produkt
beziiglich der Primzahl p. Aus (22) folgt ja im Gebiete absoluter Kon-
vergenz die Produkt-Darstellung

(= 2 amm=* Zc(p)p~re . s

(m,p)=1 r=0

Der zweite Faktor rechts mag der p-Bestandteil heifien. Es gilt dann
der folgende wichtige Satz:

Satz 42. Die Primezahl p gehe nicht in Q auf. Damit die Dirichlet-
Reihe (21) einer Modulform F von der Art (— k, Q) ein Euler-Produkt be-
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ziiglich der Primzahl p tst. ist notwendig und hinreichend, daf F (w,, w,)
Eigenfunktion fir die beiden Operatoren R, und T, ist, also
F|R,= ¢ F, F|T,=0a-F
mit konstantem e, «. Der p-Bestandteil ist dann notwendig

(23) Dew)pr =

re0 C l—apifep

Beweis: DaB die Bedingung hinreichend ist, ergibt sich sogleich auf

dem fritheren Wege. Denn nach den Grundformeln (16) folgt aus (22)
a(mp) = a-a(m),

a(mp +l) + ea(mp )Pl =a-a(mp), r =1

k—1—2s"

(m, p) = 1.

Vollstindige Induktion nach r zeigt, daB eine Zerlegung
amp’)=a(m)-c(p’) r=0,1,2,... (mp) =1
gilt. Nach Hilfssatz 1 ist @ (m) nicht immer Null fiir (m, p) = 1, daher
aus (22)
¢(p) =« ¢(l) =1,
c(p)e(p) =clpr*) +e-prte@), r=1,
was mit (23) gleichbedeutend ist.
Um die tiefer liegende Tatsache zu erkennen, daB die Bedingungen
notwendig sind, bilde man zunéchst die Form der Stufe @

(24) F[T,,:p"“G[(ﬁ (1)>_|_ pi—1 Z FI((I) ;Q),

Imod. p
worin G (w,, w,) die Form G = F |R, der Stife Q bedeutet. Die Potenz-
reihe fiir die Summe iiber ! in (24) ist

L 559 = Samns

Wegen a(mp) = a(m)-c(p) ist also
22T —eFP @) = Y (amp) — c(p)a(m) g
] m

eine Potenzreihe in z,, deren simtliche Exponenten durch p teilbar sind,
ebenso wie bei G'(pt). Mithin ist nach Hilfssatz 1

"F|T,—c(@)-F=0
als Form der Stufe Q. F ist also Eigenfunktion von T,.
Weiter folgt aber' aus

p=10@I(§ )=o) 7o)~ 3 I F(E) = Sietpaem—oimm)zz,

daBl wegen a(m p’) = a(m)-c(p®) in der Reihe fiir
(25) . PTG (pT) — (e(@) — e (P*) F (p)
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alle Exponenten sogar durch p* teilbar sind. Schreibt man hier = an
r

Stelle von 7, so ist wieder nach Hilfssatz 1 die entstehende Reihe identisch
Null und wegen der Bedeutung von @

F|R,=¢-F
mit
e = C@P—c(p?)
plc~1 &

und F ist also auch Eigenfunktion von R,, womit alles bewiesen ist.

Ein analoger Satz gilt mit trivialen Ab#nderungen im Beweis auch,
wenn man als Koeffizienten der Reihen nicht Zahlen a(m), sondern
kommutative Matrizen zuldBt.

Fir Euler-Produkte beziiglich einer Primzahl ¢, welche in der Stufe
aufgeht, besteht ein ebensolcher ‘Satz nicht, wie sich aus den nachher
vorkommenden Beispielen bei den Eisenstein-Reihen ergibt. Die ¢-Bestand-
teile solcher Dirichlet-Reihen konnen auch noch andere Gestalt haben als
in den Matrizen @ (s).

Jedoch ergibt sich als Umkehrung von Satz 40

Satz 40a. Damit eine Modulform charakteristische Wurzel einer
Matriz B (7) ust, ist notwendig und hinreichend, daf vhre Dirichlet- Reihe
ein Euler-Produkt von der Form (20) ist, oder auch, dafi sie Eigenfunktion
des Operatoren-Ringes der R,, Ty mit passend gewdhltem t ist.

§ 10.

Das System der Eisenstein-Reihen und der Spitzenformen. Beispiel fiir
nicht-voll-reduzible Systeme.

Wenn es vom Teiler ¢+ und einem Charakter ¢(n) Formen gibt, die
nicht in allen Spitzen verschwinden, so zerfillt wie bei der Stufe eins das
System dieser Formen in zwei Teilscharen, die Spitzenformen und die
Eisenstein-Reihen. Denn zunéichst besteht das System aller Formen der
gleichen Art (— k, @) aus der Schar der Eisenstein-Reihen und den Spitzen-
formen. Jede dieser Teilscharen geht ferner durch alle Substitutionen
aus [ (1) in sich iiber. Durch Anwendung von U und R, kann man
daher aus beiden Systemen je die Schar der Formen vom Teiler ¢ und

dem Charakter ¢ (n) isolieren.
- Bezeichnen wir nun mit Z (¢, ¢, Q) bzw. S(t,&,Q) die lineare Schar

der Eisenstein-Reihen und Spitzenformen der Stufe @, vom Teiler ¢ und
Charakter &(n), so folgt zunichst

Satz 43. Jede der Scharen E (t,¢,Q), S (¢, & Q) geht durch alle Opera-
toren T., in sich diber.
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Beweis: Fiir jeden Operator L (Transformation hoherer Ordnung),
der als Summand in der Definition von T% auftritt, gilt:

Durch L geht jede Spitzenform wieder in eine Spitzenform (eventuell
von hoherer Stufe) iiber.

Durch L geht jede Eisenstein-Reihe in ein lineares Aggregat von
Eisenstein-Reihen (eventuell von hoherer Stufe) iiber. Letzteres folgt un-
mittelbar aus der Definition dieser Reihen, auch noch fiir ¥ = 1, 2, wenn
man hier die von mir vorgeschlagene modifizierte Definition mit Hilfe
der, absolute Konvergenz erzeugenden Faktoren benutzt?®).

Auch durch 7, geht daher jede Form aus S(t, &,@) wieder in eine
solche iiber, weil der Begriff Spitzenform unabhingig von dem Wert der
Stufe ist.

Aber auch jedes Individuum E aus E (¢,¢,Q) geht durch T, wieder
in ein solches iiber. Denn E | T4, ist nach dem Vorangehenden eine lineare
Kombination von Eisenstein-Reihen einer gewissen Stufe K, andererseits
nach §8 zur Stufe @ gehorig, also gibt es pach §1, Satz 1 eine Kom-
bination von Reihen der Stufe @, etwa F (z,Q), derart, daB E| T}, — F(z,Q)
eine Spitzenform ist. Diese aber ist, aufgefaBt als zur Stufe KQ gehérig,
nach Satz 2 identisch Null.

Satz 44, Die Dirichlet-Reihen zur Schar aller Eisenstein-Reihen der
Stufe Q sind linear dquivalent mit den Reihen

(26) (tl t’)—s'L(S, xl)'L(s - k+ 1) X2)'

Hierin bedeuten ¢, ¢, zwei positive Teiler von @; yx,, %, sind Rest-
charaktere mod. 'tQ_ bzw. tg’ ferner
L 1 2

H(=Dt(=D=(=1F Len= ) L=
Fir £ = 2 darf auBerdem mer

(27) nicht gleichzeitig x, der Hauptcharakter mod. ;Q— und Q =t¢,
sein. '

Beweis: Die Potenzreihen, welche in der Schar der Fisenstein-Reihen
der Stufe @ auftreten, lassen sich — abgesehen vom konstanten Gliede, das
fiir den Ubergang zu Dirichlet-Reihen belanglos ist — nach I, Gleichung (4),
§ 1 folgendermaBen beschreiben: Man bilde mit einem beliebigen Paar a,, a,

von Restklassen mod. Q

(28) g(a,, a,) j%‘ljz—* (sgn NYC2 Y 2@ ¥ = (— 1) g(—a,, —a,); C =e9).

m= a; (mod. Q)

8) E. Hecke, Theorie der Eisensteinschen Reihen, Abh. Mathem. Sem. Ham-
burg 6 (1927).
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Die genannten Potenzreihen sind dann beliebige lineare Verbindungen
(29) 2 cla,a)-9(a,a,)

ay, a; mod. @
mit konstanten ¢ (a,, @,) mit der einzigen Bedingung:

(30) fiir ¥ = 2 muB sein: ¢(e,, a,) = ¢(— a,, —@,) und 2 c(a,, a;) = 0.
ay, az

Nun ist die Schar (29) ohne diese Bedingung (30) offenbar linear aqui-
valent mit

fla, ) = %— 2 —atg(ay,a). (@,,! mod. Q)
Hier ist amed- @
f(a'nl) = [al’l] + (_' l)k [_' Qg — l]:
(31) [0, 8] = X 25 ™ ms~"  (mi=a; (mod. Q), m; > 0).
Die Dirichlet-Reihen dazu sind

1 1
{ay, @} = 2, i =g (mod. @), m; > 0).
1 2

Sind jetzt t,,t; zwei positive Teiler von @ und y,, y, Restcharaktere

mod.—?— bzw. %, so folgt durch Summation nach b; mod. %
1 T
k—1
B 2 1B xb) (bitu bt + (= 1 (= bt — b))
Q
b,’mOﬂ.T

=0t Xy (b)) X2 (By) {by 2y, byty)

b‘i mod, —
t

=0 (t) " L(s, 2) - L(s —k+ 1, 2),
D (=D (=D
0= 2 .
Hieraus folgt die Richtigkeit von Satz 44 fiir k & 2. Fiir &k = 2 ist (31)
auf die g (a,, a,) umzurechnen und die Bedingung (30) anzusetzen. Man
findet fiir x,, x, die Bedingung
2 21(by) 25 (b)) M2tz = 0,
b, mod. ——
2 e
Imod. @
und das ist gleichwertig mit der in Satz 43 genannten Forderung (27).
Die Reihen (26) sind nicht alle linear unabhéngig. Die zugehérigen
Modulformen sind jedenfalls nach Satz 41 des vorigen Paragraphen alle
normiert, vom Charakter

wo

&(n) = £, (n)- x5 (n)
und sind Eigenfunktionen aller Operatoren T',. Denn die Dirichlet-Reihen
gind Euler-Produkte beziiglich jeder Primzahl p, welche nicht in @ aufgeht.
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Was den Teiler betrifft, so sieht man sofort, daB Formen vom Teiler
t = 1 nur aus Linearkombinationen mit ¢,-t, = 1, d. h. ¢, = f, = 1 ent-
stehen konnen und alle Reihen mit ¢, = ¢, = 1 auch umgekehrt zum
Teiler ¢ = 1 gehoren. Daraus folgt

Satz 46. Die Matriz B (t) der Schar der Eisenstein-Rethen E (1, €, Q)
mit t = 1 ist auf reine Diagonalform reduzierbar.

Denn die Anzahl der linear unabhingigen Elemente in der Schar ist
nach dem Obigen gleich der Anzahl der linear unabhingigen, d. h. ver-
schiedenen, charakteristischen Wurzeln der Matrix B (7).

Eine kleine Rechnung zeigt, daB fiir Q = Primzahl ¢ oder Quadrat
einer solchen auch die Scharen E(t, & @) mit t = g oder ¢ = g* eben-
soviel verschiedene charakteristische Wurzeln in den Matrizen B (7) wie
unabhingige Elemente enthalten, daB also auch hier B(z) auf Diagonal-
form transformierbar ist.

Dagegen ist bereits fiir die Stufe Q = ¢° diese volle Reduzibilitét
nicht mehr vorhanden:

Satz 46a. Die Matriz B () zum System der Etisenstein-Reihen der
Stufe @ = ¢°® vom Teiler t = ¢* = Q und dem Charakter €(n) st nicht
auf Diagonalgestalt transformierbar, falls ¢ < 2.

Zum Beweise geniigt .es, eine bei allen 7%, invariante Schar von
zwei Erzeugenden anzugeben, die nur eine einzige Eigenfunktion des
Operatorenringes enthélt. Wir bilden die Reihe (26) mit

Q=¢ ti=t,=4¢,
%1> Xy Charaktere mod. ¢ mit x, (— 1) g (—1) = (— 1),
PG) =g *L(s,2) L(s—k+ 1, x,)

Der g-Bestandteil dieser Reihe ist ¢—*2. Die zugehorige Modulform ist
bis auf eine additive Konstante

F(r) = const. + X a(n)zg®

=1
und F (v) ist Eigenfunktion aller T,, R,, vom Teiler { = ¢* und dem
Charakter ¢(n) = y,(n)- g3 (n). Wegen

F(r+%) = F (1)

29=¢- 3 (g lq)

! mod. ¢

liefert der Operator

die Form vom selben Teiler

(32) F(o)| T8 = %12’ F(EE) =F (1) = H@)
mod. q
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und

(38) H(v)|TY = % H(";H) = 0.

Es sind also F, H Eigenfunktionen aller T,, R,; sie haben dabei die
gleichen Multiplikatoren. Die Matrix A(q) fiir den Operator T? lautet

fir F, H nach (32), (33)
0
1@=(y o)

mit der einzigen Wurzel 0. Daher hat auch die Matrix B(7) zu der
Schar (F, H) nur eine einzige charakteristische Wurzel, namlich H (7).

!mod. ¢

§ 11.

Weitere Reduktion der Matrizen mit Hilfe der irreduziblen
Darstellungen von Mt (Q).

Die Reduktion der Matrizen B (7) li8t sich nun im allgemeinen noch
weiter treiben. KEs zeigt sich, daBl die A(n) fiir die verschiedenen ¢, ¢
sich auf die mit ¢ = 1 zuriickfilhren lassen und daf8 diese entsprechend
den irreduziblen Darstellungen von I (Q) in Teilmatrizen zerfallen. Die
Quelle dieser S#tze ist die Vertauschungsrelation Satz 32, § 5.

Bedeutet zunédchst Fe (¢ = 1,..., x) ein volles System von Formeun
der Art (— k, Q), so gibt es zu jedem n mit (n,Q) = 1 eine konstante
Matrix des Grades x, 4(n) = (45, (n)), so daB

Fe|T, = X %y, (n) Fe.
Andererseits geht aber auch durch jede Substitution L aus T (1) die Schar
der Fe in sich iiber, daher ist mit konstanten c,, (L)
Fe|L = X cyq (L) Fe,
wo die Matrizen ’
C(L) = C([L)) = (g0 (L)

offenbar eine Darstellung G = & (k, @) der endlichen Modulargruppe I (Q)
mod. @ bilden. Die Vertauschungsrelation

(34) T,-L=[8,LS']-T,
hat dann die Matrizengleichung
(35) A(n)-C(L) = C([S, LS;"])- A (n)

zur Folge. Wir haben in den fritheren Paragraphen eine Zerfillung der
S =G (k,Q) und damit der Schar der F¢ vorgenommen, durch Ein-
fithrung von Teiler und Charakter, die sich ungefihr mit der Zerfillung
der Darstellung & nach den irreduziblen Darstellungen der Untergruppe
M, (@) deckt. Fiir diese Bestandteile war dann die Definition der Ope-
Mathematische Annalen. 114, 29



338 E. Hecke.

ratoren 7% mit (m,Q) > 1 moglich. Das exakte Zuriickgehen auf die
irreduziblen Bestandteile von G ist deshalb eigentiimlich kompliziert,
weil sich zeigt, daB im allgemeinen die Darstellung & von MM (Q) mit
der Darstellung C ([S, LS;']) nicht #quivalent ist. Und bei der hier zu
konstatierenden Verkniipfung verschiedener irreduzibler Darstellungen tritt
dann merkwiirdigerweise die Klassenzahl definiter bindrer quadratischer
Formen aller Diskriminanten auf, welche Teiler der Stufe @ sind.

Zur Diskussion dieser Beziehungen sei jetzt F; (¢ =1,...,f) ein
System von f Formen der Art (— k, @), das sich bei T (1) nach einer
irreduziblen Darstelluing ® der Gruppe MM (Q) vom Grade f umsetzt.
Wenn dann fiir L aus [ (1) mit konstanten c, (L)

FiL= Zeu(DF,  CI) = (r (D),

r=1

so setzen sich fiir festes » die f Formen

(36) G, =F,|T, E=1..50
bei der Substitution L aus [ (1) wegen (34) nach den Matrizen

37) C([S.LSz")

ura. Diese bilden wiederum eine irreduzible Darstellung von M (Q),
welche aus D durch den Automorphismus

(L]~ [8, LS:"]
hervorgeht. Sie sei mit &, D bezeichnet. Der Automorphismus &, héngt
offenbar nur von # mod.Q ab, und die &, bilden ersichtlich eine end-
liche Abelsche Gruppe.

Es kommt nun weiterhin darauf an, wie viele unter den Darstellungen
&, D fiir die verschiedenen # nicht édquivalent sind. Der Automorphismus
ist ein innerer und ® also mit &, D dquivalent, wenn n quadratischer
Rest mod. @ ist, n = ¢* (mod. @). Denn dann ist
g O

By =8; = (0 g) - R, (mod. Q),

[S.LS;'] = R, L R;' (mod. Q),
wo nun R, zu T (1) gehort. Es gibt also unter den &, D hochstens so-
viel nichtéquivalente, als es verschiedene Arten von quadratischen Nicht-
resten mod.Q gibt. Nennen wir zwei Darstellungen D,, D, verwandt,
wenn D, = &, D, mit irgendeinem # (,,verwandt® ist offenbar symmetrisch
und transitiv), so wellen wir zuerst den einfachsten Fall untersuchen:
(38) I. Alle mit D verwandten Darstellungen seien dquivalent.
Ein solches: D. heie von erster Art.

Alsdann 148t sich bekanntlich die Darstellung D zu einer irreduziblen

Darstellung vom selben Grade f fiir diejenige Gruppe erweitern, welche
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aus © durch Hinzunahme der Automorphismen &, entsteht. Das ist die
2) mod. @ (wo ad — bc eine be-
liebige zu @ teilerfremde Zahl sein darf), innerhalb welcher M (Q) ein
Normalteiler vom Index ¢ (@) (= Eulerscher Funktion von Q) ist mit
Abelscher Faktorgruppe. Wir brauchen diese Tatsache nicht in vollem
Umfang und geben fiir den erforderlichen Teil gleich den Beweis: Wegen (88)
gibt es zu n eine Matrix 4, vom Grade f, so daB fiir alle L aus T (1)

(39) C([SaLS8;']) = 4,-C(L)- 45"
Wegen der Irreduzibilitit von D ist 4, hierdurch eindeutig bis auf einen
skalaren Zahlfaktor bestimmt. Diesen wahlen wir nun in bekannter Weise
so, dafl die 4, eine mit den &, isomorphe Gruppe bilden mit
A'n] : An2 = Anl “ng
A4, = 429 = E, = Einheitsmatrix vom Grade .

Die aus den Produkten der A, und C(L) bestehenden Matrizen bilden
offenbar eine endliche Gruppe. In ihr ist die Untergruppe der C(L)
mit L aus M, (Q) mit allen 4, vertauschbar, weil fiir ihre Erzeugenden
C(U), C(R,) gilt:

(40) C(R,) mit 4, vertauschbar, ((a,@) = 1).

(41) ' 4,-C (U -4 = C(U).

Wir wollen nun eine bestimmte Normalform dieser Gruppe erreichen. Zu-
nachst nehmen wir wie in § 6 an, daB jede der Formen F,; zu je einem
bestimmten Teiler #; geh6rt. Das bedeutet, daB in der Schar der F,|U*
fiir festes ¢ und ! = 1,2, ..., Q nur Eigenfunktionen von U auftreten,

Gruppe der ganzzahligen Matrizen <Z

deren Multiplikatoren primitive -?—-te Einheitswurzeln sind. Das ist sicher

dann der Fall, wenn die in D enthaltene Darstellung von I, (Q) bereits
in ihre irreduziblen Bestandteile zerlegt ist. Wegen (40), (41) zerfallen
dann die Matrizen 4, ebenfalls in den Teilern entsprechende Teilmatrizen,
und jede dieser (Abelschen) Teilmatrizen wollen wir sodann noch auf
Diagonalform gebracht denken. Dann haben auch die Matrizen C(R,)
schon Diagonalform, weil wegen der Irreduzibilitdit von D aus (39) folgt

(42) C(R,) = A% ().
Der skalare Faktor y (n) mul offenbar ein Restcharakter von » mod. @ sein.
Eine Darstellung D heile nun im Falle I. normiert, wenn
1. Die Darstellung von 9%, (@) in D zerlegt ist in solche mit je einem
Teiler; .

2. Die Matrizen 4, Diagonalform bhaben, 4, = (x;(n) &;:z)..
22%
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Damit ist dann bewiesen:

Satz 46. Jede irreduzible Darstellung D von M (Q), welche mit allen
verwandten Darstellungen dquivalent ist, ist mit einer normierten Darstellung
dquivalent.

Wir setzen weiterhin D als normiert voraus. Dann folgt endlich
das erste Resultat:

Satz 47. Die f Formen F; (i = 1,2, ..., f) migen sich bei T (1) nach
ewner irreduziblen normierten Darstellung D von M (Q) der ersten Art um-
setzen. Fiir jedes n erfahren damn die f Funktionen

2i(n)-Fi| T, t=1,..,0

bei T (1) dieselben linearen Tramsformationen wie die F;.

Dabei bedeutet y;(n) das i-te Diagonalelement in A47’.

Denn nach dem Vorangehenden setzen sich die F;|T, nach den
Matrizen 4,-C (L) A;' um, das System A4;'(F,|T,, ..., Fy|T,) also eben-
falls nach den Matrizen C (L) wie die F;.

Endlich sei nun © = & (%, Q) die endliche Gruppe linearer homo-
gener Substitutionen, welche ein volles System unabhéngiger Modulformen
der Art (— k, Q) bei T (1) erfahrt. Diese Darstellung von 9t (Q) denken
wir in ihre irreduziblen Bestandteile zerlegt. Die Darstellung D von der
ersten Art aus Sabz 47 sei in & genau x»-mal enthalten. Es gibt daher
genau x Systeme von Formen (F3,...,F}) (o =1,...,%), deren jedes
sich bei T (1) nach derselben (normierten) Darstellung D umsetzt.
Aus der Irreduzibilitit von D folgt dann der Hauptsatz der Reduktions-
theorie:

Satz 48. Zu jedem n gibt es eine konstante Matriz o (n) = (%, (n))
des Grades x, so daf fir alle v = 1,2,...,f

(43) : Zi(n)- F3| T, = 2 %q (m) F; te = Lo s )

Hierbei ist wichtig, daB die Matrix « (n) von ¢ unabhéngig ist. Man
sieht, daB jedes der f Systeme (F", ..., Fy) (i=1,...,{) eine bei allen T,
invariante Schar vom Range » bildet. Jede Schar hat einen gewissen
Teiler ¢;, und der Charakter ist nach (42)

&;(n) = x:(n?)- 2 (n).
Die Matrizen x;(n)-o(n) fiir festes ¢ setzen sich nach (43) isomorph mit
den Operatoren T, zusammen. Aus Satz 34, § 5 folgt also

Satz 49.
o (n,) x(n,) = Z o (n]‘.Z':"g) ¥ (d)- dF—1.

d|ny, ne

Bei denjenigen F;, welche den Teiler ¢ = 1 haben, ist nach § 8 nun
die Heranziehung weiterer Operatoren nicht erforderlich, und da sie eine
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bei den T, invariante Teilschar bilden, so gilt die Theorie der in § 8
mit A(n) bezeichneten Matrizen fiir diese A(n) = y;(n) « (n). Es ist da-
mit bewiesen:

Satz 50. Die Schar der Modulformen wom Teiler 1 enthilt mehrere,
gegentiber den T, wnvariante Teilscharen, welche den trreduziblen Dar-
stellungen D der Modulargruppe M (Q) von erster Art entsprechen. Der Grad
der einzelnen Teilschar und damit der Grad der nach § 8 zugehirigen
Matriz B (t) st gleich der Vielfachheit x, mat welcher D in der Dar-
stellung S = S (k, Q) enthalten st

Komplizierter liegen die Verhéltnisse bei den F; mit {; > 1. Denn
nach der Theorie aus § 8 muB man wissen, wie sich diese F; bei den
Operatoren Tﬁ;; verhalten. Im allgemeinen gehen aber hierbei die ¥ in
Formen iiber, welche zu andern irreduziblen Darstellungen von Mt (Q) ge-
horen. Eine abgeschlossene Aussage dariiber scheint erst nach genauerer
Kenntnis der einfachen Charaktere der Gruppe M (Q) moglich zu sein.
Fiir Primzahlstufe wird die Theorie in den nichsten Paragraphen voll-
stédndig erledigt werden.

II. Sind unter den mit D verwandten Darstellungen genau 7 nicht-
dquivalente, D, ..., D, (D heife dann von »-ter Art), welche aus D = D,
durch die Automorphismen

fnlbl‘:‘bl (l=1""ir)
hervorgehen, so gelangen wir durch folgende Abénderung des Gedanken-
ganges zu einem iihnlichen Resultat: Wir ziehen die Untergruppe % der-
jenigen Automorphismen &y heran, welche D, in eine dquivalente Dar-
stellung iiberfithren. Zu jedem = gibt es dann genau eines der obigen n;,

SN n = N-n (mod.Q) (v c ).
Die Darstellung D, setzen wir wieder als normiert voraus, d. h.

1. Die in D, enthaltene Darstellung von M, (@) soll in solche von je
einem Teiler zerlegt sein. i

2. Die Matrizen Ay mit &y c U, welche die Automorphismen &y
von D, vermitteln, sollen eine mit U isomorphe Gruppe von Diagonal-
matrizen 4y = (x;(N) 0,;) sein.

Aus den Matrizen C, (L) von D, definieren wir dann die Matrizen
C, (L) aus D, durch
(44) Ci(L) = C: ([’SnlL‘S;;])
Die D, sind also auch sémtlich normiert. Und analog zu Satz 47 folgt

Satz 47a. Die [ Formen F; (3 =1, 2,...,f) mbgen sich bes T ()
nach der irreduziblen mormierten Darstellung D; von r-ter Art umsetzen.
Fiir jedes n erfahren dann die f Funktionen

i:(N)FIITn (i=1:~-"f)



342 E. Hecke.

bei T (1) die linearen Transformationen C, (L) aus D,. Dabei bestimmen
sich v, N aus:
51\' = fu'fnl'fv:: U ‘QI; V= 'U(n, l).

Seien ferner die Darstellungen D; in der Da.rste]lung S =G(k0Q)
genau mit den Vielfachheiten x, enthalten. Diese s, sind im allgemeinen
voneinander verschieden.

Durch T, gehen nach Satz 47a die Formen von 9, in die von Dy
itber; und die vermittelnden linearen Substitutionen haben also im all-
gemeinen rechteckige Matrizen. Man betrachte daher das volle System
der F; mit festem ¢ fiir sémtliche mit D, verwandten Darstellungen D,,
das aus

x =% 4+ K%+ ...+ 2%,

Elementen besteht. Es geht durch alle 7, in sich iiber, hat einen be-
stimmten Teiler und den Charakter

&, (n) = X (“2)'7{(”),
go daB fir den Teiler £, = 1 die Theorie von § 8 anwendbar ist. An
Stelle von Satz 50 tritt dann

Satz 50a. Jede der Matrizen B(v) mit ¢t = 1 aus §8 zerfdllt in
Teilmatrizen, welche zugeordnet sind den Mengen miteinander verwandter
irreduzibler Darstellungen. von IM(Q). Der Grad jeder dieser Teilmatrizen
tst gleich der Summe der Vielfachheiten, mit der diese verwandten Dar-
stellungen im S (k, Q) enthalten sind.

Die Abhéngigkeit dieser Matrizen vom Index 7 besteht dann aber bei
den Darstellungen héherer Art nicht nur in dem Awuftreten eines skalaren
Faktors g;(n). Die Untersuchung der hier vorliegenden GesetzmiBigkeiten
bietet gerade ein besonderes Interesse und soll im folgenden fiir Prim-
zahlstufe vollsténdig durchgefiihrt werden.

§ 12.

Durchtiihrung der Theorie fiir Primzahlstufe g.
Es sei jetzt die Stufe @ eine ungerade Primzahl g. Hier kennt man
fir die Gruppe Mi(g) alle irreduziblen Darstellungen &, vom Grade f.
Thre Charaktere sind von Frobenius berechnet worden. Tabellen fiir I (q)
und M (g) finden sich in den angegebenen Arbeiten*); ich stelle hier die
notigen Angaben zusammen:

4) G. Frobenius, Berliner Akad. 1896, S.985. I. Schur, Crelles Journal {. d.
r. u. angew. Math. 182, S. 128; E. Hecke, Abh. Math. Sem. Hamburg 6 (1928),
S. 235; H. Feldmann, Abh. Math. Sem. Hamburg 8 (1931), S. 331
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Aus der Struktur der Gruppe M (g) folgt, indem man die Matrizen
(a 2) mod. ¢ mit ad—bc = 1 mod. ¢ als Elemente von I (¢) wihlt, daB
c

die einzelnen Klassen konjugierter Elemente in M (g) vollstindig durch
ihre Spur @ -+ ¢ bestimmt sind, auBer wenn die Spur kongruent + 2mod. ¢
ist. Die verschiedenen Klassen mit diesen Spuren werden dann reprisen-

tiert durch
+ U, +0 (v ein quadratischer Nichtrest mod. g)

und noch durch 4+ E (E = Einheitsmatrix).

AuBer inneren Automorphismen gibt es unter den &, wesentlich einen
einzigen anderen, namlich fiir n = quadratischer Nichtrest mod. ¢. Dieser
Automorphismus vertauscht die beiden Klassen U, U” und ebenso — U,
— Ur, wihrend alle anderen Klassen bei &, fest bleiben. Die Dar-
stellingen der ersten Art von M(g) sind daher diejenigen, wo die
Charaktere y (U), x(U*) gleich sind, die anderen Darstellungen sind von
zweiter Art. Es gibt irreduzible Darstellungen &, nur von den Graden

—_ g+1 ¢g—1
f=¢¢+Lg¢-1 5= 5
und dazu noch die identische Darstellung. Aus den Tabellen ersieht man
Satz 81. Die Darstellungen der Grade q—;—'—l, —q—%—l— (es gibt je zwer

davon) sind von zweiter Art, alle ibrigen von erster Art.

Zur Durchfithrung der Theorie aus §11 miissen wir noch die
charakteristischen Wurzeln der Matrizen C (U) und C (R,) in den einzelnen
®, kennen. Fiir die Spuren y (U) und y (R,) in den einzelnen irreduziblen

Darstellungen &, entnimmt man aus den Tabellen folgende Werte: Es sei
g—1

g eine Primitivzahl mod. ¢, R = R, = [g—l O], ferner ¢ = (—1) 2 ,
ani _211 g
g=e""1 g lduft mod. ¢ —1, { =e 9.
R
2 2 2 2
2(0) |03+ 3Veq |3 —2Veq| — 2+ 4Veq| — 3 —3Veq 1 —1
2003 —4Veq | §+3Veqg| —4—4Veq| —3+3Veq| 1 —1
WBY[1 (=1 | (=1 0 0 o®+o7| 0

Eine kleine Rechnung ergibt dann

Satz 62. Die Matriz C (U) in der irreduziblen Darstellung &, hat
folgende charakteristische Wurzeln.:

1. f=q—1: alle & mit (1, 9) = 1.

2. f=gq:alle ! mitl=0,1...q—1.
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3. f=q-+1: alle ' mit (I,9) = 1 als einfache Wurzel, iiberdies 1
als Doppelwurzel.

4, f= g—-;—l: Ctmat (I,q) = 1 und zwar fir die eine dieser Dar-

stellungen alle quadratischen Reste | mod. g, fir die andere alle Nichtreste
l mod. g.

_ g+1 :
5. f=5— 10 mzt(
als einfache Wurzel.

SchlieBlich ziehen wir noch die irreduziblen Darstellungen 2, vom
Grade r von M, (g) heran. Aus der Relation

RUR}'=0

folgt sofort, daB r nur die Werte 1 und q;1

Denn hat die dem Element U zugeordnete Matrix in %, als charak-
teristische Wurzel 1, so sei ¢ eine bei U invariante Verbindung der
Variabeln: ¢|U = ¢. Auch fiir jeden Restcharakter yx (n) bleibt
g(x) = 2 @|R,-x (n) bei U invariant und ist Eigenfunktion bei R,. Nicht

n

l

?) = + 1 bzw. — 1 wie unter 4., dazu noch 1

haben kann.

fiir alle ¥ kann g () = 0 sein, weil sonst auch ¢ = 0 wire, also ist ein
g(x,) =0 und erzeugt eine Darstellung ersten Grades von M, (g), daher
ist r = 1, wenn ¥, irreduzibel.
Hat aber jene Matrix zu U in U, als charakteristische Wurzel {2 = 1
und ist
(Pl U= ga ‘@,
21 Verbindungen ¢ | B, = fo(n=1,2,...,25). Da

R_, mit allen Elementen in I, (g) vertauschbar ist, so ist fiir irreduzible

A, die R_, entsprechende Matrix notwendig bis auf den Faktor + 1 die
Einheitsmatrix. Die q:1 Verbindungen f, setzen sich daher bei allen L

aus M, (¢) untereinander um und sind unabhéngig, weil sie bei U ver-

schiedene Faktoren annehmen. Fiir irreduzible 2, ist daher r = -q2;l.

Der Charakter y(R;) in dieser Darstellung ist offenbar Null, wenn
I+ +1 (mod. g).

Vergleicht man diese Ergebnisse mit den Tabellen fiir die Charaktere
der ®,, so erhilt man folgende Ubersicht: ’

Satz 63. Irreduzible Darstellungen U, von M, (q) sind in den ©,
folgendermafen verteilt:

1l f=gq—1: Jede Gy, enthdlt zwes Wy—,.

2
2. f = q: ®, enthdlt die identische Darstellung von M, (q) und auper-
dem zwei qy—.
2

go bilde man die
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3. f=q+1: Gyy, enthdlt zwei verschiedene (komjugiert-komplexe)

Darstellungen U, und zwet W .. Verschiedene ©g .y, enthalten nie die-
2

selben A, .
4. f = g—;—lz Beide ®,_, enthalten je eine W,_,, aber nicht dieselbe.
2 R
B. f== Uz—lz Beide Gg+1 enthalten die von der Identitit verschiedenme

2
reelle Darstellung U, wnd noch eine Wq—,, aber nicht dieselbe.
2

Damit 1a8t sich nun die im vorigen Paragraphen skizzierte Reduktions-
theorie durchfiithren. Wir denken uns zunéchst die Darstellung G = S (%, g),
welche von dem vollen Formensystem zur Dimension — % geliefert wird,
in die irreduziblen Bestandteile ®, zerlegt:
(46) G=e-(ﬁ+x(ﬁq+y1(5&+y, &

2

+w1®g)__} +w2(5&+);'u,(5§°+1+2v.~(5§'1.1.
2 q 1 1

Hierbei sind die verschiedenen &, vom selben Grade durch obere Indizes
unterschieden. € ist die identische Darstellung, die e, z, ¥, 4, v, w sind
die Multiplizititen. Wir merken gleich an, daB einige Darstellungen bei
allen geraden k, andere bei allen ungeraden % fehlen, weil jede Form
durch den Operator R_, sich mit (— 1)* multipliziert. Unter anderem
hat das zur Folge:

I. k gerade: y, = y, =0 fir ¢ =3 (mod. 4),
w,=w, =0 fir ¢g=1 (mod. 4),
II. & ungerade: e =0, z = 0,
y, = 9, =0 fir ¢g=1 (mod. 4),
w, = w, =0 fir ¢=3 (mod. 4).
Die Aussagen iiber die verschiedenen @, der Fille 1 bis 5 formulieren
wir nun der Reihe nach in den S#tzen:

Satz 64, f=gq— 1. Jedes GO, enthilt kein U, also nur Funk-
tionen vom Teiler 1. Fiir jedes in G vertretene ®F-, gibt es daher ¢ — 1
Matrizen ®,(s) = &P (s,6,) (6 =1,...,q — 1) vom Grade v,, deren Ele-
mente die Dirichlet- Rethen zu den Funktionen F; aus (5;”_ 1 vom Charakter & (n)
sind, mat
(46) D;(s) =pgq(E — A(p)p~*+ & (p)pt—1—E)L
Man erhilt die ®, fiir die verschiedenen + aus einer von thnen, indem man

p~* durch y, (p)p—* ersetzt, wobeir x,(n) ein belichiger Restcharakter
mod. ¢ <st.
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In der Tat ist ja nach Satz 36 in § 6 mit X a (n) 2y vom Cha-
n
rakter & (n) auch "'a (n) %, (n) 24 wieder eine Eigenfunktion von R, und

gehért zur selben Darstellung 6( _, wie jene, und man erhalt daher durch
den Ubergang von 2 (p), & (p) zu A (p) x, (p)s & (p) 7, (¢*) auch eine
Matrix ®. Andererseits hingen nach Satz 48, 49 alle Matrizen ®,
fir die verschiedenen ¢ auch wirklich stets auf diese Art zusammen. KEs
kommt also ein Charakter ¢, (n) entweder zweimal vor — wenn némlich
¢ (— 1) = (— 1)* — oder garnicht.

Die beiden Matrizen ® (s), welche zu den Funktionen mit demselben
Charakter & (n) gehoren, sind ersichtlich die beiden

® (s) = # IT E—A(p)e @ p*+e(p)pt—12E)

wo o (n) einer der beiden reellen Charaktere mod. ¢ ist (Hauptcharakter
oder quadratischer Restcharakter).

Satz 55. f=gq. (Also k gerade.) Fiir die Funktionen zu ®&, vom
Teler 1 gilt die 2u Satz 54 analoge Aussage wber die Matrizen ®;
(¢=1,2,...,9 — 1) vom Grade z. Dagegen bilden die Funktionen vom
Teiler q aus G, (welche tbrigens ja alle den Charakter (n) = 1 haben)
erst zusammen mit denen aus € ewn bei allen Operatoren T3, invariantes
System vom Range e + x. Die zugehdrige Matriz @ vom Grade e + x hat
die Gestalt

() =g (E— (g g ¥(s),
worin ¥ von dem Typus (46) (ohne q-Bestandteil) ist.

DaB die Funktionen vom Teiler ¢ und Charakter 1 (d. h. die In-
varianten von [,(g)) ein bei allen Operatoren I7, invariantes System
bilden, folgt aus dem Satz 38. Aus Satz 53 erkennt man, daB solche
Funktionen nur bei den Darstellungen G, und € vorkommen konnen.

Die Matrix Y (s) zerfallt ersichtlich wegen Satz 48 in zwei Matrizen:
Y, (s) vom Grade e und ¥, (s) vom Grade z; W, (s) ist eine der (beiden)
im ersten Teil von Satz 55 erwdhnten Matrizen zu den Funktionen vom
Charakter 1, aber Teiler 1 aus ®,, wihrend ¥,(s) die fiir die Funktionen
der Stufe 1 defmlerte Matnx ist, in welcher der g¢-Bestandteil fort-
gelassen ist.

Eine ausgezelchnete ﬁ’cellu:ng haben h1erbe1 der Wert ¥ = 2, wo be-
kanntlich ¢ = 0 ist, und, wenn man sich auf Spitzenformen beschriinkt,
. auch die Werte % = 4, 6, 8, 10, wo ebenfalls e = 0 ist.

Satz 56. | = ¢+ 1.'. Bet den Funktionen aus (5q+1 liefern wieder
die vom Teiler 1 eine amaloge Rethe von q — 1 Matrizen ®;(s) wie bes
Satz 54, vom Grade w,. Weiter seien in der normierten Darstellung G2, ,
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aus Satz 47 F,(tv) und F,,,(v) die beiden Funktionen vom Teiler q; sie
haben mach Satz 53, 3. verschiedene komjugiert-komplexe Charaktere, etwa
& (n), &, (n). Damn sind in der Bezeichnung von Satz 48 (mit x = w,)
die beiden Scharen (F,(”, o B (5 = ¢, ¢ + 1) imvariant ber allen Ope-
ratoren 1%, und zu jeder von thnen gehort mach dem Hauptsatz 39 eine
Matriz ®;(s) von der Gestalt
(ba (s) =gq° (E - la (9) 9 8)%l (Dro (3)’
D1 (s) = ¢ *(E— A+1(9) g9 Dy, (5).

®,, (s) st jedesmal eine der beiden zu Anfang erwihnien Matrizen zum
Charakter &, bzw. €,.

DaB jede der beiden Scharen auch bei dem Operator T in sich
tibergeht, folgt aus dem Zusatz in Satz 53, 3. Und dieser beruht auf der
Kenntnis aller einfachen Charaktere der Gruppe M (g). Die Mehrdeutig-
keit in der SchluBaussage von Satz 56 stellt wieder ein bemerkenswertes
transzendentes Problem von der Art der Vorzeichenbestimmung der
GauBschen Summen.

Hiermit sind alle Darstellungen erster Art von It (q) erledigt.

Satz 67. [ =1 :2t ! Fir die beiden Paare von verwandten Dar-

stellungen (@fi’j_ 15 (5&), ((Bg)ﬂ, (5&), die man im allgemeinen in den
2 2 2 2

Ewuler-Produkten nicht tremnen kanmn, gellen die Aussagen wvon Satz 47a

und 508 mit dem Zusalz, dafl, wenn f = g—;—l, nur Funktionen vom Tedler 1

in Frage kommen, dafi aber fir f—= !—1%1 die zu den beiden Darstellungen

gehirende Schar vom Teiler ¢ durch denm Operator T] in sich iibergeht.

§ 1.

Zusammenhinge mit der Theorie der bindren Thetareihen
und der imaginir-quadratischen Korper K (Y — g).
Charakteristische Eigenschaften der Zetafunktionen dieser Korper.

Bei den Darstellungen zweiter Art sind nun, wenn ¢ = 3 (mod 4), be-
merkenswerte Zusammenhénge mit der Theorie der imaginir-quadratischen
Zahlkorper und den biniren Thetareihen vorhanden. Ich habe sie. in
einer fritheren Arbeit iiber Dirichlet-Reihen schon in den Grundziigen
besprochen ®).

8) E. Hecke, Uber die Bestimmung Dirichletscher Reihen durch ihre Funk-
tionalgleichung. Mathem. Anpalen 112 (1936), S.694.
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Die Bestimmung der Darstellung S (%, ¢), d. h. die Berechnung der
Multiplizititen z, y, 4, ... in (45) ist fiir Primzahlen ¢ im wesentlichen
geleistet, sobald ¥ > 2*). (Fiir k¥ = 1 treten besondere Schwierigkeiten
auf, welche mit dem Riemann-Rochschen Satz zusammenhéngen.) Das
Ergebnis ist, daB in & alle algebraisch-konjugierten irreduziblen Dar-
stellungen dieselbe Vielfachheit haben, insbesondere auch die in Satz 57
genannten Darstellungen, sobald ¢ =1(mod. 4). Ist dagegen ¢ = 3 (mod. 4),

8o haben die beiden verwandten Darstellungen G7°, G (f = L;—l fiir

gerade £, und f = q—;—l fiir ungerade k) nicht die gleiche Vielfachheit,

und der Charakter von & ist eine nichtreelle Zahl aus K (Y —g). DaB
die konjugierten algebraischen Zahlen in bezug auf das, scheinbar durch
rationale Angaben bestimmte algebraische Gebilde [ (g) nicht gleich-
berechtigt sind, hat seinen Grund darin, daf die einfachen Charaktere
von M(g) zwar fir ¢g=1(mod.4) alle reell sind, nicht aber fiir
¢ =3 (mod. 4), wo gerade nur die Charaktere der beiden ®, nicht reell
sind. Die positiv imagindren Zahlen sind dann durch die Existenz der
Modulfunktionen nur in der oberen Halbebene ausgezeichnet.

Die Differenz der Multiplizitaten
Yy, — ¥y, tir gerade k; w, — w, fiir ungerade %

erweist sich nun®) bis auf den Faktor 4-1 als die Klassenzahl
h=h(Y—¢q) des Korpers K (Y—gq) und zwar positiv, wenn die Be-
zeichnung der Indizes 1, 2 so gewdhlt wird, daB die charakteristischen
Wurzeln der Matrix G5 in den C'(U) die Zahlen {* mit n — quadratischer

Rest mod. ¢ (und eventuell noch die Wurzel 1) sind. Es gibt also genau

h Funktionen-Systeme zu den G{° mehr als zu G .

Andererseits kann man aus bindren Thetareihen, in deren Exponenten

die bindren quadratischen Formen der Diskriminante — ¢ vorkommen,

sich genau % Systeme von je f Modulformen zur Darstellung G’ bilden.

Ihre Dirichlet-Reihen sind in der Theorie von K (V_——E) bekannt als
»letafunktvonen mit Grofencharakieren’ und besitzen eine Eulersche
Produktentwicklung. Die Thetareihen sind daher charakteristische Wurzeln
der Matrix B (7), die nach Satz 50a zu diesen Darstellungen G + G
gehort. Dadurch sind sie also endlich-vieldeutig bestimmt.

8) E. Hecke, Uber das Verhalten der Integrale 1. Gattung ..., Abh. Math.
Sem. Hamburg 8 (1931), S.280. Hier ist die Rechnung fiir ¥ — 2 durchgefiihrt,
vgl. auch H. Spies, Die Darstellung der inhomogenen Modulargruppe mod. gn ...
Mathem. Annalen 111 (1935), S.346.
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Im einzelnen liegen die Verhiltnisse so: Die GroBencharaktere?) der
Zahlen u des Korpers K (Y — ¢) sind die Potenzen
k—1
M=1(y) = (IZ_‘) k=1,2..)
(Die iibliche Bezeichnung ,,A (4)* wird wohl keine Verwechslung mit den
Matrizen A(n) erzeugen). Fiir Ideale a werden in bestimmter Weise
damit zusammenhingende GréBencharaktere mod. ng erklirt von der
Form
A1 (a) - y(a),
wo y(a) ein Klassencharakter mod. Y—gq ist. Fiir Hauptideale a = (u)
sind sie von der Gestalt
A1 () -y ()
mit einem Restcharakter v (u) mod. Y=¢ mit y(—1)=(— 1}
Wegen der Multiplikationseigenschaften der A(a) besteht fiir R(s) > 1
die Gleichung

(47) g(s’ k— 1, ",U) = ?Ak-q (Cl)' Y (G)N(G)—"
= Ip](l ~ L1 (P) P (P)N (p)=9)~2

a durchlsuft die ganzen Ideale == 0, p die Primideale aus K V=19)
Fiir ¥ = 1 und v = 1 kommt die Dedekindsche Zetafunktion des Kérpers
beraus, die anderen Funktionen sind ganze Funktionen. Die Funktional-
gleichungen aller dieser Funktionen werden bekanntlich durch Zuriick-
gehen auf die Potenzreihen bewiesen, die sich als Modulformen der
Att (— k, g) herausstellen. Man bilde némlich zunichst die Teilsummen
der Reihe (47), die durch die Ideale a einer (absoluten) Idealklasse, re-
présentiert durch das Ideal b, (=12, ..., %), entstchen. So kommt
man auf die Reihen

(48) £ (s Ag—y, v, By) = N (b)) Py M= () y () N (0)—2

BL=0 (mod.bl)

k—1
NGy E w—tp@N@ .

#=0 (mod. b;)
Die Potenzreihen zu C(s — k——2——-1, M—1, ¥ bl) sind endlich die binéren
Thetareihen ©)
2miT N @)
(49) Selr, p, ) = X plype P

#=0 (mod. by)

7) E. Hecke, {Uber eine neue Art von Zetafunktionen ... II. Mathem.

Zeitschr. 6 (1920), S.43.
8) E. Hecke, Zur Theorie der elliptischen Modultunktionen. Mathem.

Annalen 97 (1926), § 3, S.222.



350 E. Hecke.

B ist die Norm von b,. Diese Reihen fiir festes k, [ und variables v (u)
bilden ein System von f Modulformen von der Art (— k, g), welches sich
nach der Darstellung ®{° umsetzt. Das Verhalten bei dem Operator
( _01' (1)) ergibt dann das System von Funktionalgleichungen fiir £ (s, A).
Die Kombinationen

k—1
C(S = T, }'k—l: W)
mit festem %k und variablem Bestandteil 9 sind linear &quivalent mit (48)

fir s — % 5
§ 8 betrachteten Art. Also sind sie nach Satz 42 charakteristische Wurzeln

der betreffenden Matrizen @ (s). Damit ist bewiesen:
Satz 58. Fir k = 2 sind zu der esnen Darstellung ®5" h verschiedene
Systeme von je f Bigenfunktionen des Operatorenringes der T, bew. der Tt

vorhanden. Fir k = 1 sind unter den Funktionen (49) dagegen nur h-é—l

! und haben eine Eulersche Produktentwicklung von der in

verschiedene Systeme vorhanden.

Der letzte Teil folgt daraus, daB bei k¥ = 1 eine jede Idealklasse im
wesentlichen dieselben Funktionen wie die reziproke Klasse liefert.

Nun werden nach dem allgemeinen Satz 47a die Funktionen von (i
durch den Operator T, in Funktionen von Gf iibergefiihrt, falls n qua-
dratischer Nichtrest mod. g ist. Der scheinbare Widerspruch mit der
Eigenschaft ,Eigenfunktion aller 7, findet seine Erklérung durch

Satz 59. Fir jede der in Satz 58 genannten Eigenfunktionen F gilt
F|T, =0,

wenn n quadratischer Nichirest mod. q 1st.

Es geniigt, den Satz fiir Primzahlen n = p zu beweisen. Da folgt
er aber aus der Gestalt des p-Bestandteiles in dem Euler-Produkt fiir die
Primideale zweiten Grades durch die Anwendung von Satz 42, § 9.

Bei k = 1 sind, wie erwihnt, die fraglichen Anzahlen w,, w, noch
nicht bestimmt :wlordel;. Immerhin 148t sich hier wenigstens fiir die
Dedekindsche Zetafunktion eine charakteristische Eigenschaft angeben. Thre
Potenzreihe ist charakteristische Wurzel der Matrix B () zu den verwandten
Darstellungen & 4 6. Ihr konstantes Glied ist von Null verschieden,
weil die Dirichlet-Reihe bei s = 1 einen Pol hat. Also muB nach
§ 10 diese Wurzel zu der Schar der Eisenstein-Reihen gehéren. Aus
meiner allgemeinen Theorie der Eisenstein-Reihen®) folgt aber, daB nur

9) Vgl. die in 3) zitierte Arbeit, S. 214.
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zur Darstellung G’)(ql)ﬁ, nicht aber zu (5@_1 solche Reihen gehdren. Und
2 2

zwar gibt es nur ein einziges System, das zu dieser Darstellung gehort.

Also gibt es dafiir auch nur eine einzige Bigenfunktion vom Teiler ¢, und

da die Eigenfunktionen vom Teiler 1 bei = = o offenbar verschwinden

miissen, so folgt

Satz 60. Die Zetafunktion von K(V— q) ist die Dirichlet-Reihe der-

jenigen eindeutig bestimmten Modulform von der Art (— k, q), welche charak-

teristische Wurzel der Matrizen B (1) zu den Darstellungen 6&_1 + (55,_2)4.1
2_

2
st und bei T = oo micht werschwindet.

Beispiele und Anwendungen der allgemeinen Theorie auf die Theorie
der quadratischen Formen von mehr als zwei Variabeln sollen in einer
spateren Arbeit behandelt werden.

Hamburg, 20. Januar 1937.

(Eingegangen am 20. 1. 1937.)
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