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Zu den Entwicklungen nach Eigenfunktionen linearer
symmetrischer Integralgleichungen.
Von
Otto Blumenthal in Aachen.

E. Schmidt?) hat mit Hilfe einer klassisch gewordenen Schlufireihe
die Entwickelbarkeit einer quellenmiBig dargestellten Funktion nach den
Eigenfunktionen einer linearen Integralgleichung mit symmetrischem Kern
unmittelbar auf die Tatsache der Existenz der Eigenwerte gegriindet. Die
folgende Darstellung benutzt ein schirferes Hilfsmittel, nfimlich eine obere
Grenze fiir den n-ten Eigenwert, und kommt dadurch zu einer expliziten
oberen Schranke fiir den Rest der Entwicklung, in welche der Stetigkeits-
grad des Kerns als wesentliches Element eingeht. Diese Verbesserung
wird erméglicht durch Kelloggs®) schones Iterationsverfahren zur Berechnung
eines Eigenwertes. — Da die neue Anordnung auch sonst Vorteile zu
haben scheint, gebe ich sie liickenlos, ohne fiir bekannte Schliisse auf
Literatur zu verweisen.

1. Von dem symmetrischen Kern K (s,?) ®) setzen wir voraus, daB
fK” (s,2)ds fiir alle ¢ des abgeschlossenen Intervalls existiert und be-
schrinkt ist und daf auflerdem j (K (s,t) — K (s,¢,))*d s mit |t —¢,| gegen
Null geht*). Unter diesen Bedingungen gelten Kelloggs Resultate, von
lenen wir folgende gebrauchen: Ausgehend von einer Funktion f, () mit
mdlichem und von Null verschiedenem jf& (s)ds wird gebildet:

74 — /0 (t) = 1K 7 ¢
L Vit@as - ho = [E@eok@ds:
£, 00

fut) = ——,
1o U

fin® = [E(s,0fi0)ds;

1) Math. Ann. 63 (1907). .

2) Math. Ann. 86 (1922).

8) ¢ und ¢ sind ein- oder mehrdimensionale Variable, wir bevorzugen aber im
dlgenden die eindimensionale Sprechweise.

4) Die Konvergenz gegen Null ist gleichmdpig in ¢, d. h. es existiert bei ge-
sbenem ¢ eine GroBe d, so daf fir alle ¢

(B t)—K(s,t)ds < ¢ fir |t—1t] < 6.

lies zeigt man leicht mit einem dem Beweis des Satzes von der gleichmiBigen
tetigkeit nachgebildeten Verfahren.
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Falls f, (f) nicht identisch verschwindet, ist
J’/f(s)dsgjff+1(s)ds (=1,2...)
und
lim ({2 (s)ds = _2,

7 —>o00
wo 1 ein Eigenwert ist. Das Gleichheitszeichen in < gilt nur, wenn
fi—1(s) bereits Eigenfunktion ist, und wird im folgenden weggelassen.

Insbesondere ist also J' ffs)ds < % Diese Ungleichung verwenden

wir, indem wir f,(t) = K (t,7) mit festem 7 wihlen. Dabei ist 7 der

Einschrinkung unterworfen, daB '[K” (s,7)ds nicht verschwindet. Dann
wird

ht) = — jK(s,t)K(s,r)ds S

Vg2 (s,7)ds Vig2(s,7)ds

wo also J (t,7) eine Abkiirzung fiir den sonst K@ (¢, 7) genannten iterierten
Kern ist:

1.1) J(t7) = jK(s,t)K(s,t)ds.

Unter unseren Voraussetzungen iiber K (s,t) [man beriicksichtige Fuf-

note*)] ist J(,7) eine stetige Funktion beider Verénderlicher. Sie ist
auBerdem nicht identisch Null, weil J(7,7) = _‘.K2 (s,7)ds > 0.

Also fo
lgt K2(s,7)ds

s _§
(1-2) o [J2 (8, 7)d s

mit von Null verschiedenem Nenner ®).

2. Wir bezeichnen mit K, (s,7) den ,,verarmten” Kern
CRY Ey(s7) = K(s,7)— ) 2070
1 v

[@, (s) orthogonale, normierte Eigenfunktionen],

dessen absolut kleinster Eigenwert 4,4, ist, und finden als seinen
Tterierten

(2.2) T (s,7) = J (5,7) — 2% a)%(r),
_ insbesondere
2
(2.21) SK?;(&t)ds:J,,(z',z) = jKa(S T)ds_z 9, (r).
5) Natiirlich 1aBt sich auch aus E. Schmidts Verfahren zur Berechnung der

Eigenwerte mittels der iterierten Kerne eine obere Grenze fiir den Eigenwert ge-
winnen, diese ist aber weniger einfach und fiir das folgende unhandlich.
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Die Ungleichung (1.2), auf K, (s,7) angewandt, ergibt
[Ka(s,7)ds [K%(s,7)d 8

2
(2.3) A< (78 (0. x) ds 7 e de [wegen (2.21)]
und daher '
(2.4) lim IJ’ s,T)ds = 0°).

n —>»

3. Hilfssatz aus der Reihenlehre. Ist Xa} konvergent, so ust

-die Reihe } a, ipﬁ absolut und gleichmifig konvergent.

V

Denn aus (2.21) folgt die Konvergenz von Z

s‘/j«ﬂ £ VZ ‘/2 RS
o p ' p

< qu’ae- VI (5,9).
p

@2 (8)

. Demnach ist

®,(3)

J (s, s) ist beschrinkt, daher bleiben die Reste fiir alle s unter einer allein
durch die Giite der Konvergenz von Y a; festgelegten Schranke.
Insbesondere konvergiert

(3.1) (5:7) = 2 ?, (8) <Py (7)

fiir jedes v absolut und glelchmaL’ug in s und stellt daher eine stetige
Funktion von s dar.

4. Infolgedessen laBt sich in (2.4) das lim-Zeichen unter das Integral
ziehen, und wir erhalten

I[J (s,7) — L(s; 7)]*ds = 0.
Daraus folgt aber wegen der Stetlgkelt von J (s,7) und L(s; 7) in s

(4.1) L J(s,7) = Lis;7) _2""(") L 8
insbesondere also

oY 3 (7)

3 (Parsevalsche Gleichung).

(4.11) jK’(s,t)ds =J(r,7) =

1

%) Diese Limes-Gleichung gilt erst recht auch in dem oben ausgeschlossenen
Fall, daB [ K3(s,7)ds, oder allgemeiner ein IK:O (8, 7)d 8 verschwindet. Denn
dann verschwindet nach der Schwarzschen Ungleichung Jﬂo (8, 7). fiir alle 8 und
nach (2.21) verschwinden alle ¢, (7)(» > n,).
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6. Zum Beweis des Entwicklungssatzes betrachten wir in bekannter
Weise eine quadratisch integrierbare Funktion A(s) und das Integral
(5.1) R, (r) = fh(s) K, (s,7)ds.

Wegen
Rg(r)gjhﬂ (s)ds[K:(s,7)ds
und (2.21) und (4.11) geht R, (z) mit wachsendem n gegen Null, also ist

(5.2) [hE (s,1)ds = ng(t)-%fh(s)qa,(s)ds.

Hiermit ist die Konvergenz der Entwicklung bewiesen; es fehlen aber
noch die Angaben iiber Unbedingtheit und Gleichmifigkeit der Konvergenz.

Diese erhdlt man aus dem Hilfssatz in 3., indem man a, = jh(s)q;,(s)d.e
setzt, weil 3 [fk () @y (s) d s]* nach der Besselschen Ungleichung konvergent
ist. Damit ist dann die Schmidtsche Theorie der Entwicklung nach den
Eigenfunktionen vollstindig wiedergewonnen.

Die erhaltene Schranke fiir die gleichmiflige Konvergenz ist aber
unbefriedigend, denn sie héngt in uniibersichtlicher Weise von der Funktion
h(s) ab. Es ist z. B. nicht zu iibersehen, ob fiir eine Klasse von Funk-
tionen % (s) mit beschrinktem Quadratintegral die GleichmaBigkeit der
Konvergenz auch gleichartig ist. Die folgenden Entwicklungen verschirfen
die bisherigen Resultate und beantworten unter anderem die eben auf-
geworfene Frage.

6. Dazu leiten wir aus der Ungleichung (1.2) eine obere Grenze
fiir ng (s,7)ds ab. Sei also dieser Ausdruck, d.h. J(z,7), von Null
verschieden. Dann ldBt sich wegen der Stetigkeit von J (s,7) um den
Punkt s = 7 eine s-Umgebung von der GroBe & abgrenzen, in der
J(s,7) =14J (r,7) ist. Daher ist

jJ*(s,r)ds >3 75,7 = %” (s, 7)ds],
und also folgt aus (1.2) die Existenz eines Eigenwertes, fiir den

4 1 2 41
<= (B ds oder j.K (s,7)ds << T B

Das ist die gesuchte Abschitzung’).

(6.1) A

7) Die obere Grenze (6.1) fiir A ist von gleicher Bauart wie die aus der
Neumannschen Reihe erhaltliche untere Grenze [vergl. Goursat, Cours d’Analyse III
(1915), S. 346] . ;

R T _ SO
2> S mx (K 0 m)ds (8 = Lange des Integrationsintervalls).
Man darf aber nicht vergessen, daB & noch von 7 abhangig ist, weil in seine Defi-
nition der Wert J (r, v) eingeht. Diese Schwierigkeit macht die Hilfsbetrachtungen
in 7. notwendig.
Mathematische Annalen. 110. 47
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7. Hilfssatz iiber die Stetigkeit der verarmten iterierten
Kerne. Die iterierten Kerne J,, (s, 7) sind gleichartig stetig, d. h. es besteht
ber gegebenem & eine von s,v und n unabhingige Grofie A, so dafp

|Jn(s,7) — Iy (0,8)] < &, wenn (s — o)+ (t—1) < 4°

Wir brauchen den Satz nur in dem Sonderfall ¢ = v (wenn also
nur s variiert) und beweisen ihn deshalb der Einfachheit halber nur
unter dieser Annahme.

Nach (4.1) ist

Ju(s,7) — Ju(o,7) = th (p”(s) %(U)

und daher
92 3 (9,6)— 9,()°
[ (8,7) — (o, )P < 275-.2a 13
n+1 n+1
el () (9,00 — 0, @)
g - )3"_ Z }3 =

19! (8) % (0) ?, (8) %(U)
= J(, 1)-[ R —2 _5_ ]
1 1

= J(z,7):[J (s,8) + J (0,0) —-2J(s,a)].

Die Klammer [ ] ist aber von # unabhingig und hat fir |s —¢| < 4
als Funktion von s ein mit A gegen Null gehendes Maximum.

8. Vermége des Hilfssatzes konnen wir die Ungleichung (6.1) in
folgender Weise auf die verarmten Kerne anwenden. Wir fragen: Fiir
welche Werte » kann es bei gegebenem ¢ Werte © geben, fiir die

j'K?.(s,r)ds__>__ 2¢ ist?

Sei 4, die von n und v unabhiingige Linge des Intervalls, in dem
|0 (8, 7) — Jy(7,7)| < & ist. Ist dann fiir ein 7

_“K‘;‘,(s, 7)ds = 2¢,
so lafBt sich A4, fiir § in (6.1) eintragen, und es folgt

8.1 i S N
( ) 7+ 1 <A _{Kg 3,'()d8 — SAG

Daher: Fiir alle n oberhalb der durch (8.1) bestimmten Grenze ist °
fiir alle »
(8.2) jK,,srds<2€,

d. h. diese Integrale gehen gleichmiBig in v gegen Null.
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Dasselbe Resultat liBt sich auch so formulieren: Man bestimme En
aus der Gleichung

(8.31) b+ Ay, = 13—2;
dann 1t
8.32) jK,“}z (s, 7)ds < 26, fiir alle v und fiir m = n.

Damit haben wir auch den gesuchten Satz iiber den Rest der Ent-
wicklung einer quellenmiBig dargestellten Funktion nach den Eigenfunk-
tionen. Dieser Rest war durch (5.1) gegeben, kann aber auf Grund von
(5.2) durch Anwendung der Restabschitzung in 3. noch genauer ein-
gegrenzt werden:

(8.4) R< Xal [Kis,1)ds<2¢ X al,

n+1 n+1
wo

g'ai‘ = jk“(s)ds.

Diese Ungleichung beantwortet u. a. die am Ende von 5. aufgeworfene
Frage in bejahendem Sinne.

Insbesondere zeigt (8.4), daB die Entwicklung (4.1) des iterierten
Kernes gleichmafiig in s und v komwvergiert, ein Resultat, das in der
Schmidtschen Theorie erst nachtriiglich durch gewisse Zusatzbetrachtungen
herauskommt 3).

9. Unter recht allgemeinen einschréinkenden Annahmen iiber den
Kern 188t sich die Bestimmung von ¢, noch weiter durchfithren. Dazu
geben wir zunéchst (8.1) eine schirfere Fassung. Ist nédmlich die Inter-
vallgroe A" dadurch definiert, da8

0.1) [Ju(s7) —Ju(o7)| < & fiir [s—o| < 4 und alle m = n,
so laBt sich diese Grole an Stelle von A, in (8.1) eintragen:

4 1

2 B S
9.2) nda 47 [Ei(s0)ds

Jetzt moge der Kern K (s,t) als Funktion von s einer Lipschitz-
Bedingung geniigen. Sei ndmlich a () eine positive, quadratisch integrable
Funktion, so sei
(9.3) |K (s,t) — K (0,8)] < a(t) |s—o|°).

8) Am direktesten nach einer von Szész angegebenen SchluBweise [siehe Enc.
Math., Wiss. II, 3 (Artikel C 13 Hellinger-Toeplitz), S.1522, FuBin. 428].
9) Die Bedingung ist z. B. fiir den Kern der schwingenden Saite (Fourier-
reihen) erfiillt.
47%
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Dann wird

: ’ ’ —2 ’
9.31) J(s,8) + J (0,0) J (s,0)

= j(K(s,t)—K(a,t))’dt<(s—a)“-ja‘(t)dt = A?(s — o).

Eine leichte Abénderung des Verfahrens der Nr. 7, ergibt dann fiir
m = n:

q»,(r) Z(«p, )~cp,(a))

m+1 v m+ 1

2 tp?(r) 2 (¢, (8 13%(0))2

n+1
= J‘Kn ST dS'[J(S,S)+J(G,G)—2J(8,0’)]
< [Ki(s,7)ds-4%(s — o).

m(s7)—dno1) <

IA

Wihlen wir also
E

(9.4 —o|=dP = o
. T AV(E (s v)ds

so erfiillt dieses Af,:) die gestellten Anforderungen. Diésen Wert tragen
wir in (9.2) ein. Dann folgt

3,
(9.5) By = it 28 1
enVSKfl(a,z)da €n’
oder
2.4°0
(9- 6) &, < ;fT-’
n+1

und also gilt fiir die Reste der Reihenentwicklungen nach den Eigen-
funktionen die Abschitzung

9.7) |R.(v)| < 241131/2a, .

2
Skl ;‘nlll

Z. B. verschwindet hiernach bei Fourierreihen, wo 4, = n»’ ist, der
Rest der Entwicklung jeder quellenmifBig dargestellten Funktion von

héherer Ordnung als %a Setzen wir speziell A (s) als stiickweise stetig
n
und differenzierbar mit einer endlichen Anzahl von Sprungstellen voraus,

so wird Z‘ a; von der Ordmmg 1 und im ganzen ergibt sich also fiir
n+1

den Rest die Mindestordnung “I Genau gesagt, bezieht sich diese Ab-
schitzung auf die Restsumme, in der jedes Glied durch den absoluten
Betrag ersetzt ist. Da die wirkliche Ordnung dieser Restsumme —3 1 5 ist, 8o
ist das Resultat auffallend genau. Mit Beriicksichtigung der Vorzexchen
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ist die Ordnung des Restes allerdings %, das eben gesagte zeigt aber,

daB man diesem auf speziellen Eigenschaften der sinn v beruhenden Er-
gebnis durch allgemeine, auf die Schwarzsche Ungleichung gegriindete
Abschitzungsverfahren nicht nahekommen kann.

10. Zum Mercerschen Satz. Die SchluBweise der Nummern 3,
und 4. empfiehlt sich auch zum Beweise des Mercerschen Satzes.

Ist der Kern K (s,¢) stetig und hat nur positive Eigenwerte, so auch
die verarmten Kerne. Daher sind (bekannte SchluBweise) die verarmten
Kerne s@mtlich positiv definit, daher (wieder bekannte SchluBweise)

K,(,t) >0, d. h.
n 3 t)
QI YA
1 v

. @7 (t) L .
Daher ist Z 7— konvergent, und daraus folgt wie in Nr. 3. die Kon-

vergenz von

> @, (8) @, (1)
Fs.g) = D) 2
1

v

glescchmifig in der Variablen s bei festgehalienem t. Es ist zu beweisen,
daB diese Reihe den Kern darstellt. Das folgt aber aus der Parsevalschen
Gleichung (4.11), die sich schreiben laf8t:

.[[K(s,t) — F(s,0)2ds = 0.

Da F (s,¢) wegen der gleichméBigen Konvergenz in s eine stetige Funktion
von s ist, wird )
K (s,t) = F (s,1t), w. z. b. w.

t
Zum Beweise schlieBlich, daB die Reihe 2 Lot B (8; %@

in s und t konvergiert, braucht man, wie iiblich, den Satz von Dini.

gleichméBig

(Eingegangen am 5. 6. 1934.)
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