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Zum Hilbertschen Aufban der reellen Zahlen.

Von
Wilhelm Ackermann in Gottingen.

Um den Beweis fiir die von Cantor aufgestellte Vermutung zu er-
bringen, daB sich die Menge der reellen Zahlen, d. h. der zahlentheoretischen
Funktionen, mit Hilfe der Zahlen der zweiten Zahlklasse auszihlen 1a8t,
benutzt Hilbert einen speziellen Aufbau der zahlentheoretischen Funktionen.
Wesentlich bei diesem Aufbau ist der Begriffi des Typs einer Funktion.
Eine Funktion vom Typ 1 ist eine solche, deren Argumente und Werte
ganze Zahlen sind, also eine gewdhnliche zahlentheoretische Funktion. Die
Funktionen vom Typ 2 sind die Funktionenfunktionen. Eine derartige
Funktion ordnet jeder zahlentheoretischen Funktion eine Zahl zu. Eine
Funktion vom Typ 3 ordnet wieder den Funktionenfunktionen Zahlen zu,
usw. Die Definition der Typen 148t sich auch ins Transfinite fortsetzen,
fiir den Gegenstand dieser Arbeit ist das aber nicht von Belang?).

Siamtliche Funktionen werden durch Rekursion nach einer gewGhn-
lichen Zahlenvariablen definiert. Z.B. ist

U4 (a3 O) =0,
lp(d, n+1) == ‘P(a, n) +a
ein Beispiel einer Definition einer Funktion vom Typ 1. ¢(a, b) stellt

offenbar die Funktion a@-b dar. Die folgende Rekursion definiert eine
Funktion vom Typ 2.

o.(flc),a,0)=a,
o, (f(e), a,n+1)=f(o,(f(c), @, m)).

e.(f(€), @, n) stellt die n-malige Iteration der Funktion f, genommen fiir
das Argument @, dar. (Der Index ¢ von g soll bedeunten, daB g, (f(¢), a, »)
von f abhingt und nicht von ¢.) Neben der Rekursion ist natiirlich auch

1) Siehe des niiheren D. Hilbert, Uber das Unendliche, Math. Annalen 95 (1926).
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die Bildung von Funktionen durch Einsetzung zulissig. Sind z. B. ¢(a, b)
und y(a, b) zahlentheoretische Funktionen von zwei Variablen, so ist auch
¢(¢(a,a), y(a, b)) eine derartige Funktion.

Der Aufbau der zahlentheoretischen Funktionen geschieht nun in der
Weise, dal man sie in gewisse Gruppen ordnet. In die erste Gruppe kommen
diejenigen Funktionen, bei deren Definition nur der Typ 1 gebraucht wird,
in die zweite die Funktionen, bei deren Definition die Benutzung einer
durch Rekursion definierten Funktion vom Typ 2 wesentlich ist, wahrend
sich ein hoherer Typ umgehen 1i8t, usf.. ’

Damit der geschilderte Aufbau wirklich alle zahlentheoretischen Funk-
tionen liefert, ist es wesentlich, daB jede Gruppe auch eine Erweiterung
des Funktionenbestandes bringt. Es wire ja z. B. denkbar, daf man alle
Funktionen, bei deren Definition man den ersten und zweiten Typ braucht,
auch mit Hilfe des ersten Typs allein erhalten kann.

Wir stellen nun im folgenden eine Funktion auf, von der wir be-
weisen, daB sie nicht ohne den zweiten oder einen héheren Typ definiert
werden kann. Mit Hilfe der dabei benutzten Methode wird man aunch fiir
andere Gruppen unschwer den Beweis fithren konnen, daB sie den Funk-
tionenbestand erweitern %).

Es sollen iibrigens die Rekursionen sdmtlich nur nach einer Variablen
gehen. Simultane Rekursionen sind ausgeschlossen. Eine Funktion, die
durch simultane Rekursion definiert ist, 148t sich auch durch gewdhnliche
Rekursion darstellen, falls man eventuell hohere Typen benutzt.

1.

Wir wollen die erwdhnte Funktion zunichst angeben. Bei dem Auf-
bau der Funktionen vermittels Rekursion muB die Funktion a1 als be-
kannt vorausgesetzt werden und kann nicht wieder durch Rekursion
definiert werden. Die Funktion @ 4- b wird dann durch die Rekursion

at+0=a,
a+(b+1)=(a+d)+1
definiert. Der Einfachheit halber wollen wir noch zwei weitere Funktionen
als bekannte Ausgangsfunktionen nehmen, ndmlich 1(a, b) und ¢(a, b).

i(a,d) ist gleich 1, falls @ = b, und gleich 0, fallsa =+ b. Bei ¢(a, b) ist
es umgekehrt. Man kann aber auch 2 und ¢ durch Rekursion definieren.

%) Eine Arbeit, die mit der vorliegenden manche Beriihrungspunkte hat, wird von
Herrn G. Sudan publiziert werden. Es handelt sich bei ihr um die Definition von
Zablen der zweiten Zahlklasse, die man in #hnlicher Weise klassifizieren kann wie die
Definitionen der reellen Zahlen.
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(@, n) soll fiir ¢(n,1)-i(n, 0)-a+ 4(n,1) geschrieben werden. Hierbei
ist @-b definiert durch
a-0=a,

a-(b+1)= a-bta.
¢(a, n) ist also immer gleich @, ausgenommen fiir =0 und n=1.
Esist ¢(a,0)=0 und e(a,1)=1. ¢ bedeute die schon vorher erwihnte
Tterationsfunktion. Endlich wird eine zahlentheoretische Funktion ¢ mit
drei Variablen gegeben durch:

¢(a,b,0)=a+0b,
¢p(a, b, n+ 1) == Qc((P(a, c, n)’ “(aa n)i b)'

Wie man daraus erkennt, ist @ (a@,b,1) mit a-b identisch. ¢(a,b,2)
stimmt mit a? iiberein. ¢(a, b, 3) ist die b-malige Iteration von a?,
genommen fiir @, usw. Unsere gesuchte Funktion erhalten wir nun, wenn
wir in ¢(a, b, ¢) alle drei Argumente gleichnehmen. Wir behaupten also,
¢ (a, a, @) kann nicht ohne Benutzung des zweiten Typs definiert werden?).

Die AusschlieBung von simultanen Rekursionen ist fiir unsere Be-
bauptung wesentlich. Es gelten namlich die folgenden Formeln:

¢(a,b,0)=a-b,
p(a,0,n+1)=e(a,n),
p@,b+1,n+1)=9¢(a, ¢(a b n+1), n).

(Diese Formeln werden iibrigens gleich bewiesen.)

2.

Der Beweis fiir unsere Behauptung wird darin bestehen, dal wir
zeigen, daB die Funktion ¢(a, a, @) schneller wiachst als jede Funktion,
bei deren Definition man nur den ersten Typ benutzt. Um das zeigen zu
konnen, miissen wir eine Reihe von Eigenschaften und Formeln fiir unsere
Funktion beweisen.

I. ¢(a,0,n+1)=c(a,n).
Beweis.
p(a, 0,n+1)= o, (p(a, ¢, n), «(a,n), 0)=«(a, n).
II. ¢(e,b+1,n+1)=¢(a, ¢(a,b,n+1), %).
Beweis.
@(a,b+1,n+1)=0,(p(a, ¢, n), «(a, ), b+1),

3) Diese von mir aufgestellte Funktion ist schon in der Hilbertschen Abhandlung
»Uber das Unendliche“ erwihnt; vgl. S. 185 dort.
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o.(pla,c,n),e(a,n),b41)=¢ (a, o,(p(a, ¢, n), a(a,n), b), n) 5
o.(p(a,c,n),a(a,n),b)=¢(a,b,n+1),
woraus die Behauptung ersichtlich ist.
Wir brauchen ferner gewisse Monotonitdtseigenschaften von ¢.
1. Falls a>2, ist ¢(a,b+1,7)>¢(a,b,n).
Beweis. Fiir n =0, 1 ist diese Behauptung richtig; denn
a+2+b+1>a+2+0
(a+2)-(b+1)>(a+2)-b.
Es bleibt zu beweisen:
A) p(a+2,b+1,n+2)>¢(a+2,b,n+2).
Wir beweisen diese Formel zusammen mit
B) ¢(a+2,b,n+2)>0
durch Induktion nach =,
pl@a+2,0+1,2)>¢(a+2,b,2),

und

denn
(a+2)""" > (a+2)),
o(a+2,b,2)=(a+2)">b.
Fiir n seien beide Formeln schon bewiesen. Wir beweisen zundchst B) fiir
n+ 1 durch Induktion nach b. Fiir 5= 0 und » + 1 ist B) richtig, denn
es gilt’ fiir jedes n:
pla+2,0,n+3)=a+2>0,
pla+2,0+1,2+38)=¢(a+2,p(a+2, b,n+8),n+ 2).
Wenn also @(a+2,b,7243)=>b+1, so ist wegen der Giiltigkeit von
A) fiir n:
pla+2,9(@+2,b,n+3),n+2)29(a+2,b+1,n+2),

also

pa+2,b+1,2+8)>¢(a+2,b+1,n+2),
p(a+2,b+1,n+2)>b+1, )
pla+2,04+1,n4+3)>b+1.
B) ist damit fiir » 1 bewiesen.
pla+2,b+1,n+8)=¢(a+2,p@+2,b,0+3),n+2) :
>g@(a+2,b,n-3) (nach B).
Damit sind die Formeln A) nnd B), also auch III bewiesen.
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In dhnlicher Weise beweisen sich die beiden Formeln

IV. ¢(a+1,b,2)=>9¢(a,b,n),

V. pla+2,0+3,n+1)>¢(a+2,b+3,n).

Beweis von IV. Man iiberzeugt sich leicht, daB die Formel IV fiir
a=0 und a=1 gilt. Fir n=0,1, 2 148t sich das leicht nachpriifen.
Fiir » > 3 gelten die Formeln:

(0,5, ”’) g 1,
p(1,b,n)=1,
?(2,5,0) =1,
die man durch Induktion nach n und Unterscheidung der Fille =0 und
b 4 0 beweist. Wir miissen, um IV zu beweisen, noch zeigen, daf
¢la+38,b,n)=>¢(a+2,b,n).
Fiir n =0 stimmt das, desgl. fiir 5= 0. Fiir kleineres » sowie fiir das-
selbe #» und kleineres b sei es schon gezeigt.
pa+38,b+1L,n+1)=9p(a+3,9(a+3,b,n+1),n),
p(a+3,p(@+38,5,n+1),n)2¢(a+2,¢(@+3,b,2+1),n),
pla+3,b,n+1)=¢(a+2,b,n41).
Aus IIT folgt dann:
pla+2,9(a+38,b,n+1),n) > p(a+2,p(a+2,bn+1),n).
@(a+2,p(a+2, b, n41), n) ist aber dasselbe wie ¢ (¢ 42, b-+1, n41).

Beweis von V. Fir =0 und n=1 stimmt die Formel. Es

bleibt zu zeigen:

pla+2,b+3,n+3)>¢(a+2,b+3, n+2).
Nehmen wir statt dessen die allgemeinere:
pla+2,b+1,2+3)>¢la+2,b+1,2+2).
Fiir b= 0 ist das richtig, denn
pla+2,1,n+3)=¢(a+2, ¢(a+2,0,n+38), n+2)
=g¢(a+2, a+2,n+2),
pla+2,a+2,n+2)>¢p(ea+2,1, n+2) [nach II].
Fiir n =0 ecbenfalls. Es sel nun fiir kleineres » sowie fiir dasselbe n
und kleineres b schon gezeigt.
p(a+2,04+2,n+4)=9(a+2, p(a+2,0+1,n+4),n+3),
pla+2,b+1,n+4)>9a+2,b41,0+8),
pla+2,b-+1,2+3)=2b+42.
(Nach Formel B), S.121.)
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pla+2,9(a+2,b+1,n+4+4),n+3)>¢p(a+2,0+2,n+38),
9(@+2,0+2,n+4)>9(a42,b+2, n43).
Damit ist auch V bewiesen.

Die folgende Eigenschaft ist die wichtigste, die bei unserem Beweis
gebraucht wird.

VI. Von den beiden Formeln
Qc(‘P (c, ¢, m),a, a)é ¢(a,a,n+ 3)>
e (p(c,c,n),a,a) <2
ist mindestens eime richiig.
[Die erste der beiden Formeln gilt iibrigens immer, ausgenommen
fir a=1 und n=0.]
Wir brauchen hier eine Reihe von Hilfsformeln.

Formel 1: Wir beweisen zunichst:
p(pla+2,¢,3), p(a+2,¢,8),1)<p(a+2,¢+1,3)

durch Induktion nach ¢. Fiir ¢= 0 ist diese Formel richtig, denn die
linke Seite wird gleich ¢ (a + 2,2+ 2,1), d.h. (a+2)-(a+2), und
die rechte (@4 2)“*®. Benutzt man, da8 fir ¢=1,2, 3 die Funktion
¢(a, b,c) die bekannten Funktionen darstellt, so ergeben sich leicht die
folgenden Formeln:

2<p(a+2,¢,3),
p(pla+2,¢+1,8), p(a+2,¢+1,8),1)
=g¢(a+2,¢+1,8)0°= (a4 2)2-¢(a+2,c,3)
< (a + 2)¢(a+2,c,3)¢(a+2,c,3)
é(a+ 2)‘P(a+2,c+1,3),
(a+ 2)¢(¢+2,c+1,a)= lp(a +2, 042, 3).
Formel 2: ‘
p(p@+2,5,3), pla+2,¢,3),2)<p(a+2,¢c+2,8),
falls ¢ > b.
Beweis. a) Es sel b=0.
p(a+2,0,8)=a+2,
p(a+2, plat2,¢,3),2)

=(a+2)""*Y=pa+2,¢c+1,8) < g(a+2,6+2,3)
(nach TII)
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b) b>1.

o(p(a+2,8,8), pa-+2,¢,3),2)
= 9 @+2,5-1,8)-9(@+263) ?(@+2,0.3)9@+20,3)
=(a+2) <(a+2)

< (a + 2)¢(G+2;0+1, 3)
(nach Formel 1)

(d+2)¢(a+2’°+1’3)=q)(a,+2, c+2’3)_

Formel 3:

Fiir alle ¢ >2, ¢>b und b4 0 und fiir ein festes » moge die
Beziehung gelten:

o(pla,b,n+38), p(a,c,n+3),n+2) < p(a,c+2,n+3).
Wir behaupten dann, es gilt die Beziehung:
o(p(@,b,n+4),mn+3)<ople,pla,b—1,n+4)+2m,n 4 3]
fiir alle derartigen a, b, ¢ und fiir beliebiges m.

Fiir m = 0 sind die rechten und linken Seiten gleich.
¢(p@, b,n+4), m+1,n+3)

=¢{p(a,b,n+4), p[p(a,b,n+4), m, n+3], n+ 2}.
Gilt die Behauptung schon fiir kleineres m, so folgt mit Hilfe von
Formel III, daB die rechte Seite nicht groBer ist als
p{p(a,b,n+4), pla,p(a,b—1,n+4)+2m, n+ 3], n+ 2},
p(a,b,n+4)=¢la, ¢(a,b—1,n+4), n+3].
Aus der Voraussetzung ergibt sich dann, dafl der vorletzte Ausdruck kleiner
oder gleich
ola, p(a,b—1,n+4)+2m+2, n+ 3]

ist. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Formel 4:

Es sei ng und ¢ >b. Dann ist

o(p(a,b, n+3), p(a,c, n+3),n+-2) < p(a, c+ 2, n43).
Fiir » = 0 stimmt diese Formel mit Formel 2 iiberein. Wir beweisen
sie nun fiir » +1, unter der Voraussetzung, daB sie fiir » gilt. Zunichst
sei b von 0 verschieden. Nach Formel 3 ist
p(p(a, b, n+4), p(a,c, n+4), n+3)
Lola,p(a,b—1,n+4)+2¢(a,c, n+4), n+ 3]
Lo¢la,3-9(a,c, n+4), n+3].
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Durch Induktion nach ¢ 148t sich fiir ¢ > 2 leicht beweisen
3¢ <@ (2,¢,3).

Da ferner ¢(a,c,n+4)=>2, weil a > 2, so ist
3-@(a,c,n+4)< (2, p(a,6,n+4),8) < ¢(a, ¢(a,¢6,n+4), n+3),
p(a,pla,e,n+4),n+3)=9p(a,c+1,n+4),

qo(qo(a, b, n 4 4)9 lp(a, c, n-+4), n+3)

Zola,pla,c+1,n+4),n+3),
p(a, 9@, c+1l,n+4),n138)=9p(a,c+2,n+4).
Damit ist die Formel fiir b= 0 bewiesen.

?(¢(a,0,2+3), p(a,¢,n+3),n+2)
=e¢(a,p(a,c,n+3),n42)
=¢@(a,c+1,n+3) <L p(a, e+ 2,04 3).

Fiir b= 0 ist sie also ebenfalls richtig.
Formel 5:
o, (p(c,e,m+2),a+2,0) L p(a+2,2b0,n43).
Beweis durch Induktion nach b. Fiir b= 0 bedeutet die Formel
at+2<ZLa+2
e, (plc,e,n+2),a42,b41)
=@{o.[o(c.c,n+2),a+2,b], o [p(c, ¢, n+2), a+2,B], n+ 2}.
Der letzte Ausdruck ist nach Formel IV und III
<o(p(a+2,2b,n43), p(a+2,2b,n+3), n+2).
Nach Formel 4 ist der letzte Term wieder
<g(a+2,2b+2, n+3).
Damit ist Formel 5 bewiesen.
Beweis fiir VI. a) a=0.
e.(¢(c,c,m),0, 0)=0<¢(0,0,3).
b) a=1.
e.(¢(c,6,n), 1, 1)=p(1,1,n),
9(1,1,0)=2,
e(l,1,n+1)=1.
Das letztere beweist sich leicht durch Induktion nach n.

¢c) a>2. Fir n=0 und n=1 ist VI leicht zu verifizieren. Es
bleibt fiir beliebige @ und n zu beweisen:

o.(c,e,n+2),a+2,a+2)<p(a+2,a+2,2+5).
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Ersetzen wir in Formel 5 b durch a -2, so erhalten wir:

o.(ple,e,n+2),a+2,a+2)<p(a+2,2:(a+2),n+3),
2(a+2)<(a+2)"" =p(a+2,1,3),
p(a+2,1,3)<p(a+2,a+1,n+4),

o (¢(c, c,n+2),a+42,a+2)
Loa+2,9(a+2,a+1,n+4+4),n+38),
p(a+2,9(@+2,a+1,n+4),n+38)=9¢(a+2,a+2,n+4),
pla+2,a+2,n+4)p(a+2,a+2,n45),
e.(p(c,e,n+2),a+2,a+2)<p(a+2, a—+2,n+5),

w. z. b. w.

3.

Die angegebenen Formeln werden uns den Beweis ermdglichen, daf
¢(a, @, a) nicht ohne Benutzung des zweiten Typs definiert werden kann.
Bezeichnen wir zur Abkiirzung die Aussage, daB die zahlentheoretische
Funktion f(.) von einem gewissen Argument an nicht kleiner ist als g(.),
mit R,(g(a), f(a)), so ist der Gang des Beweises der folgende:

Sei y(a) irgendeine zahlentheoretische Funktion, die ohne Benutzung
des zweiten Typs definiert ist. Wir werden dann zeigen, dal es ein 2
gibt, so daB R, (v (a), @ (@, @, n)), oder, wie wir zur Abkiirzung schreiben,
wir zeigen, daB ®&,, (v (a), ¢ (@, a,n)) der Fall ist. Damit wire der
Beweis gefithrt, da ©,,(¢(a,a, @), ¢(a, a,n)) nicht zutrifit, wie sich
aus Formel V ergibt.

Unsere Ausgangsfunktionen 1, ¢, a +1 haben die Eigenschaft ®. Aus
diesen Ausgangsfunktionen gewinnt man sukzessiv neue Funktionen, indem
man die schon gebildeten Funktionen wieder bei den Rekursionen ver-
wendet. Wir werden durch Induktion beweisen, daf die neugebildeten
Funktionen immer wieder die Eigenschaft & haben.

Genauer gesagt beweisen wir die folgenden Sitze: Wir mogen einen
endlichen Bereich’ von Funktionen, von einer, von zwei und mehreren
Zahlenvariablen haben mit den folgenden Eigenschaften:

1. Wenn w(a,,a,, ..., a,) eine Funktion unseres Bereiches ist, so
enthilt der Bereich auch eine in bezug auf alle Variablen monoton stei-
gende Funktion y’(a,, ..., a,) (Monotonie hier mit Einschluf der Gleich-
heit verstanden), so daB fiir beliebige a,, a,, ..., q

”

w'(alﬁ a%’ s o=y an) .2_ "/’(ap a’z: sy a,,)
gilt. Bs darf natiirlich auch 4’ mit ¢ identisch sein, wenn y schon
selbst monoton ist.
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2. Fiir jede Funktion y(a,,a,,..., a,) des Bereiches gilt

®aﬁ(l/)(a, Ay eey a), q’(a, a, n)).
Unsere beiden Sitze lauten dann folgendermafen:

Satz 1. Figt man unserem Bereich eine neue Funkiion hinzu, die
man durch Einsetzung aus den Funktionen unseres Bereiches gewimni, so
hat der neue Bereich entweder wieder die beiden Eigenschaften, oder man
kann thn durch Hinzufigung noch weiterer Funkiionen wieder in einen
solchen Bereich verwandeln.

Satz 2. Bildet man unter Beniitzung der Funktionen unseres Be-
reichs durch Rekursion eine neuwe Funkiion vy, wwd figt man diese
Punktion und eventuell noch andere dem Bereich hinzu, so treffen auf
den mneu entstehenden Bereich wieder die beiden Eigenschaften zu.

Da unsere Ausgangsfunktionen die Eigenschaften 1. und 2, haben, so
ist mit dem Beweis dieser beiden Sitze alles erledigt.

Beweis von Satz 1. Man habe eine neue Funktion durch Einsetzung
gebildet. Falls die Funktionen, aus denen man die neue Funktion kom-
binierte, alle monotone Funktionen waren, so ist auch die neue Funktion
monoton in bezug auf simtliche Variablen (monoton hier immer im Sinne
von monoton steigend mit EinschluB der Gleichheit verstanden). Dann ist
also die erste Eigenschaft erfiillt. — Sind bei der Zusammensetzung der
neuen Funktion nicht lauter monotone Funktionen verwandt, so ersetzt
man in dieser Kombination jede Funktion durch die zugehdrige monotone,
und fiigt auch die so entstehende Funktion noch dem Bereich hinzu. Die
erste Eigenschaft ist dann erfilllt. — Was die zweite Eigenschaft anbelangt,
so geniigt es zu zeigen, daB sie fiir alle Funktionen gilt, die man durch
Einsetzung aus den monotonen Funktionen unseres Bereiches erhilt. Ferner
kann man sich darauf beschrinken zu zeigen, da8, wenn y(a,, a,,...,a,,)
eine Funktion unseres Bereiches ist, die 7 Argumente hat, und wenn
%, (@)s - - -5 2, (@) m Funktionen mit den Eigenschaften

6,,.(1:(a), (a,a,n)) @,, sind, (Qp(zl (@)s «ees 2 (@))s qo(a,a,n))

der Fall ist. Der allgemeine Fall ergibt sich nimlich daraus durch In-
duktion nach dem Grade der Ineinanderschaltung der aus den Funktionen
unseres Bereichs durch Einsetzung entstehenden Funktion. Da nun fiir
n>m R, (¢(a,a,m), p(a, a,n)) und da y monoton und fiir ein belie-
biges ¢ &, (x:(@), ¢(a,a, n)) richtig ist, so hat man

@i‘"‘ ("{) (Zl (a)’ ces Xm (a))’ W(¢(a, a, n), sy ¢(a: a, n)))'

Da ferner 5
8, (v, a,...,a), ¢la,a,n),
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so ist auch
Bun (v (12 (9); - - s 2 (@), ¢(9(a; a, ), ¢(a,a,n),n)),

b o(pla,a,n), p(a,a,n),n)=0,(p(c,c, n),a,2).
a

2Rav (90 (¢ (G’ c, n)’ a’ 2)? Qc(¢ (03 c, n), a, a))
und wegen Formel VI ergibt sich schlieBlich:

G, (¥ (22(@)s -0 20 (@), @(@; 0, 7)), q. 6. d.

Beweis von Satz 2. a) Der Beweis von Satz 2 ist bei weitem
komplizierter als der von Satz 1 und wird den Rest der Arbeit aus-
machen. Zunachst wird eine nihere Erorterung des Rekursionsschemas,
das den zweiten Typ nicht benutzt, notwendig. Bei einer Funktion einer
Variablen sieht die Rekursion folgendermaBen aus:

y(0)=aqa,
y(a+1)=Db(a, y(a)),
a ist hier ein Funktional, das keine Variablen enthilt. b eine eventuell
durch Ineinanderschachtelung mehrerer Rekursionsfunktionen entstehende
Funktion zweier Variablen. In a und b darf keine Rekursionsfunktion
vom zweiten Typ und nur bereits definierte Funktionen vorkommen. Analog
lautet das Schema bei Funktionen zweier Variablen:
v (a, 0)=a(a)
p(a,b+1)=0,(a,b, v(c b)).
Hier gelten dieselben Bemerkungen. Es ist besonders zu beachten, daB
die Funktionenfunktion b,(a, b, f(c)) ohne eine Rekursionsfunktion vom
zweiten Typ gebildet sein muB. Man kann natiirlich auch ohne Rekursion,
durch bloBe Ineinanderschachtelung Funktionenfunktionen bilden, z. B.
f(f(a)), f(a)+ f(b), usw. Die folgende Rekursion ist aber verboten:
y(a,0)= a(a)’
v(a, b+1)=¢,(y(c, d), b, a).
Dagegen ist diese erlaubt:
Yy (a’ 0) =a + 1 E]
v,u(a,, b+1)= 1+"P["/’(a+b, b)9 b]-
Entsprechend hat man fiir Funktionen von n Variablen das Schema:
v(@,b,...,m,0)=a(a,b,...,m),
‘V’(a, b: ceey My M + 1) = bu,b,...m,<a, b’ cees M, N, 1[)(01, ey My, n)).
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Wir konnen hier annehmen, da8 sich a(...) und H(...) aus lauter
monotonen Funktionen zusammensetzen. Hat das Schema fiir 3 nicht
direkt diese Eigenschaft, so moge a’(a, b, ..., m) aus a(a, b, ..., m) da-
durch entstehen, daB man alle in a(ae,b, ..., m) vorkommenden Funk-
tionen durch die zugehdrigen groBeren monotonen Funktionen ersetat.
Ebenso gelangen wir von b(...) zu 6°(...). Die folgende Funktion

v (a,b,...,m,0)=aqa’(a,b,...,m),
yv'(a,b,...,m, n+1)=04 . m(a ....m,n, pia,..., m,n))

ist dann von der gewiinschten Art. Sie kann an Stelle von v betrachtet
werden, da sie niemals einen kleineren Wert hat als 9. 1w’ ist monoton
in bezug auf a, b, ..., m, wie man sich leicht durch Induktion nach n
iiberzeugt. Bei allen folgenden Uberlegungen denken wir uns immer still-
schweigend den Ubergang von wu zu y’ schon vollzogen. Den Strich
lassen wir der Einfachheit halber fort.

b) Wir zeigen nun, da man statt unseres allgemeinen Rekursions-
schemas ein spezielleres der Betrachtung zugrande legen kann. Wir machen
iibrigens die folgenden Uberlegungen nur fiir Funktionen von zwei Variablen.
Zum SchluB werden wir zeigen, dafl diese Einschrinkung unwesentlich
ist. Wir betrachten also das Schema:

y(a,0)=a(a)
y(a,b+1)=05.(a, b, y(c, b)).

Wir diirfen hier annehmen, da8 b,(a, b, yw(c, b)) wirklich das Zeichen y
enthilt, sonst handelt es sich ja um bloBe Einsetzung und wir kommen
auf den Satz 1 zuriick. Nehmen wir zundchst an, daB in b (a, b, v (c, b))
kein vy vorkommt, das in der zu einem anderen y gehdrigen Klammer
steht. In diesem Falle enthilt jedes v von b in seinem ersten Argument
eine Funktion e;(a@,bd), die durch Einsetzung von Funktionen unseres
Bereiches zustande kommt, die also die beiden Eigenschaften unseres Be-
reiches hat. Diese Funktionen « seien «,(a, b), ..., , (a, b). Es sei Eigen-
ferner «(a, b) = Max (e, (a, d), ..., @, (a, b)). Offenbar hat auch « die
schaften der Funktionen unseres Bereiches, Setzen wir nun in b, (e, b, v (¢, b))
in die ersten Argumente aller y statt 'der ¢, (@, b) die Funktion «(a, b) ein,
und bilden wir hiermit eine Rekursion, so erhalten wir eine Funktion, die
fiir kein Wertepaar kleiner ist als y(a, b). Hat aber in b, (a, b, v (¢, b))
die Funktion 1 als erstes Argument immer «(a,b), so. kamm man
b,(a, b, y(c, b)) auch in der Form schreiben (a, b, y(«(a, b), b)), wo '@
eine Funktion ist, die zu unserem Bereich gehort bzw. durch Einsetzung
Mathematische Annalen. 99. 9

-
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aus den Funktionen unseres Bereiches zustande kommt. Wir konnen uns
also auf die Betrachtung des folgenden Schemas beschrinken:
W(a’ 0) =a (a)’
p(a,b+1)=w(a,b, v(«(a,b),d).

Nun komme in b,(a, b, v (c, b)) eine zweimalige Ineinanderschachte-
lung der y vor. Die innersten y in b enthalten dann im ersten Argu-
ment wieder Funktionen «;(a,bd), die wir wieder durch eine einzige
Funktion «(a, b) ersetzen konnen. Die nichstinnersten iy haben als
erstes Argument Funktionen u, von @, b und y(e«(a, b),b). Ebenso wie
wir vorher das Maximum der «¢;(a,b) nahmen, konnen wir jetzt das
Maximum der p,(a, b, ¢) benutzen. Falls also in b, (a, b, v (¢, b)) das
hochstens zweimal ineinandergeschachtelt vorkommt, so diirfen wir das
folgende Rekursionsschema betrachten:

'P(aﬁ O) == a(a))

"P(as b +1) =m{aa b, "P[“(a: b), bl, v (:u(a9 b, '/’[“(a’ b), bl)’ b)}
Entsprechende Uberlegungen konnen wir anstellen, falls es sich um eine
n-fache Ineinanderschachtelung handelt. Hier geniigt es, das folgende
Schema zu betrachten:

v(a,0)=a(a),
p(@a,b+1)=w(a,b,...).

Hier hat die Funktion ® auBer @ und b noch 7, also im ganzen
(n+2) Argumente. Diese Argumente sehen folgendermaBen aus: Das
dritte Argument hat die Gestalt y [e(a, b), b]. Sind ferner die ersten n
Argumente von @ ¢, Cy, ..., C,, S0 lautet das (n 4 1)te Argument:

w(p(cys Gy -nns C,), b),
Hier ist u eine Funktion, die unserem Bereich angehdrt bzw. sich aus den
Funktionen unseres Bereiches zusammensetzt.

¢) Wir miissen nun zeigen, daf die Funktion vy (a, b) oder aber eine
groBere, auch bei festgehaltenem a in bezug auf b monoton steigt, und
da8 &,,(v(a,a), ¢(a,a,n)) der Fall ist. Wir geben zunichst die
gréBere monotone Funktion an. Wir ersetzen in der Rekursion «(a, b) durch
die Funktion ¢’ (a, b) = Max(a, ¢(a, b)). Statt jeder Funktion x benutzen
wir p' (@, b, ..., k)=Max(u(a,b,..., k), k) und statt w(a,,..., e, ,)
nehmen wir @’(a,, ..., a,,,) =Max(w(a,,...,0a,,,), a,,,). a(a) wird
ersetzt durch Max(a, a(a))=o(a). Die neue Funktion ist natiirlich
wieder monoton in bezug auf @, da alle die Funktionen w’, o, @’ und die
Funktionen x’ monoton sind. Diese Funktion ist aber auch monoton in
bezug anf b. Wir beweisen zunichst: Wenn fiir alle @ y(a, b)>a, so
ist fiir alle o y(a,b+1)=>vy(a,b) und y(a,b+1)>a.



Aufbau der reellen Zahlen. 131

Unter der Voraussetzung gelten namlich die folgenden Uberlegungen:
y(a,b+1)=ow'(a, b, y[d (a,b),b],...).

Fiir das dritte Argument ist v [¢’(a, b), 8] = @ und y [0’ (a, b), ] = v (@, b).

Da piamlich v (a, b) monoton ist in bezug auf das erste Argument und

da ¢'(a, b) = a, soist y(e¢’(a, D), b) = v (a, b) und y[a’(a, ), b] > a. —

Es sei fiir ein Argument ¢ von o’ schon gezeigt: ¢ =y (@, b) und ¢ > a.

Es gelten diese Beziehungen dann auch fiir das nichste Argument . Denn

d=vy[u(a,b,...,c),b)
y(u(a,b,...,¢),0l=y[pn(a,b,...,y(a,b)),b],
ula,b,...,p(a,bd)=>v(a,bd),

ylu(a,b,...,y(a, b)), b] = v(y(a,b), b],
y(a,b)=a; v[y(a,b)b] = vw(a,b) (nach Vorauss.)
also D > y(a,b) und b > a.
Da nun w’(a, b, ...) grofer oder gleich dem letzten Argument von e’
ist, so ist auch
y(a,b+1)=>vy(a,b) und wy(e,b+1)=a, w.zb w
Nun ist y(a,0)=o0(a)>a. Infolgedessen gilt allgemein

v(a,b+1)=v(a,b).
Damit ist gezeigt, daB die Funktion y die erste Eigenschaft unseres
Bereiches hat.

Es bleibt jetzt noch zu zeigen, daB ©,,(v(a,a), ¢(a,a, n)).
Solange bei v (a,b) b < a bleibt, geniigt es, wenn wir eine vereinfachte
Rekursion betrachten:

y(a, 0)=o0(a),
p(@,b+1)=0'(a,a,...).
Hier ist iiberall fiir b @ eingesetzt, ausgenommen, wenn b in dem zweiten
Argument von y steht. Daf diese Funktion nicht kleiner ist als die
frithere, folgt einfach aus der Monotonitit aller auftretenden Funktionen.
Wir bezeichnen nun w’(a, a, ..., @) mit o”(a), ¢’(e,a) mit «”(a) und
ui(a, ...,a)mit u'(a). In der Formel y(a,b+1)=w'(a,a,...) sind
die Argumente von o’ alle kleiner als das letzte Argument. Zunichst ist
namlich y (¢’ (a), )=y (a, b) > a. '

Es sei schon gezeigt, daB die Argumente bis zum %-ten nie fallen. Das
k-te Argument sei . Das (k4 1)-te Argument hat dann die Gestalt:
y(p(a,a,...,d),d). Nunist u(a,a,...,d)=0

p(p(a, ....0),8) =y, 0)=d. .
Wir erhalten also keine kleinere Funkiion, wenn wir alle Argumente von @’
9#
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gleich dem letzten nehmen. Das letzte Argument ist y(up-1(@, ..., D), d),
wenn jetzt d das vorletzte ist. Da alle Argumente von gy <D sind,
so ist

Y (pa=1(a, ..., D), b) Sy (un-1(D), b).
b ist wieder kleiner oder gleich v (us-o(e), ), wo e das vorangehende
Argument ist. SchlieSlich erhalten wir keine kleinere Funktion, wenn wir
die folgende Rekursion nehmen:

y(a,0)=o0(a),
y(@, b+1)=0" (tp{,u{.’..l s w[/té'(w{y{’[w(a"(a), b)],8}), b], S b}) :

Wir miissen nun feststellen, aus einer wievielfachen Ineinanderschachte-
lung der Funktionen w”, uf, ¢” und o yw(a, b+ 1) besteht, falls die
Rekursion aufgelost wird. Man sieht, da, wenn y (a, b) aus einer z-fachen
Ineinanderschachtelung besteht, y(a, b+ 1) aus einer ((n)(z+1)-4-1)-
fachen Ineinanderschachtelung besteht. Die’ Ineinanderschachtelung wvon
w(a, b) ist also gleich 2(n?+n®-1+4...41)—1. Statt dieser Zahl
konnen wir die nicht kleinere 2(b-+1)n? nehmen. Ferner gibt es ein m,
so daB alle die Funktionen u”, »”, ¢”, 6’ von einem gewissen ¢ an kleiner
sind als ¢ (@, @, m). Es gilt also
G,n(v(a;a), e.(p(c;c, m), @, 2(a+1)n%).

2(a +1)-n¢ ist eine Funktion von @, die durch Einsetzung aus Funk-

tionen entsteht, die die Eigenschaften unseres Bereiches haben. Folg-

lich ist:
®,.(2(a+1)ns, ¢(a,a, k).

Fiir jedes m und k ist ferner

R, (e.(@ (¢, ¢, m), a, 9(a, a, ), o, (9 (¢, ¢, m), p(a, a, ), ¢ (a, a, k).
Weiter hat man nach Formel VI:
e, (plc, e, m), p(a,a.k), ¢(a,a, k) Lo(p@,a, k), ¢(a, a, k), m+3)

bzw.
o.(p(c,c,m), p(a,a, k), p(a,a, k)<L 2.

o(p(a,a, k), p(a,a, k), m+ 3) ist aber eine Funktion, die die Eigen-
schaften unseres Bereiches hat, da sie durch Einsetzung aus derartigen
Funktionen entsteht. Wir haben also

®au (‘P(“, a’), (P(a, a, n)), q. e. d.

d) Fiir Funktionen von zwei Variablen ist damit der Satz 2 bewiesen.
Auf die Funktionen .einer Variablen brauchen wir nieht besonders einzu-
gehen. Eine Funktion y(a) einer Variablen kann als Spezialfall y(a, 0)
einer Funktion zweier Variablen aufgefat werden. Nun moge die nen
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definierte Funktion mehr als zwei Argumente haben. Dieser Fall 148t sich
auf den fiir zwei Variablen zuriickfithren. Es sei

y(a,b,...,m,0)=d(a,b,...,m),
w(@b,....m,n+1)=D04, . m(ab,....,mmn,(a,...,m,n)).

In b,,....m (-..) stehen in den Argumenten der innersten y Funktionen
von @, b,..., m. Die y haben also eine folgende Gestalt

(e, (@b, ...,m,n), ..., a(a,....,m,n),n).

Hier kann man in alle Argumente von y mit Ausnahme des letzten das
Maximum aller dieser Funktionen einsetzen. Auf dieselbe Weise kann
man erreichen, daB bei den nichstinnersten wy alle Argumente, mit Aus-
nahme des letaten, gleich werden, usw. Nun betrachten wir die Rekursion

y(a,...,a,0)=o0(a,a,...,a),
v(@ @y @ b+1) =g 5,...m (2 @, ..., @, b, 9 (ay, ..., my, ).

Das ist jetzt ein Rekursionsschema fiir eine Funktion v’(a, b) von zwei
Variablen. Es gilt also ®,,(y(a,qa, ..., a), ¢(a,a,n)). Auch die zu y
gehorige monotone Funktion 148t sich angeben. Die Monotonitdt in bezug
auf a, b, ..., m ist schon dadurch gegeben, daB man statt ¢ und statt der
in b vorkommenden Funktionen immer die zugehérigen monotonen nimmt.
Nun hatten wir ein ¢’ (a, b) gefunden, so daB v (a, @, ..., @, n) < v’ (a, n).
Es ist v’(a,n)<v”(a,n), wo jetzt y” auch in bezug auf » monoton
ist. Die zu w(a,b,...,m,n) gehorige monotone Funktion ist nun
v»”(Max (@, b,...,m), n). Denn

p(a,b,....,m,n) Ly(Max(a, b, ..., m), Max(...), ..., Max(...), )
Ly”(Max(a,bd,..., m),n).

(Eingegangen am 20. 1. 1927.)
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