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Eliminationstheorie und allgemeine Idealtheorie.
Von

Emmy Noether in Gottingen

Es handelt sich im folgenden um eine Einordnung der Eliminations-
theorie — in der arithmetischen Fassung, die ich der Hentzeltschen Dar-
stellung gegeben habe') und die sich als eine Idealtheorie im Polynom-
bereich bezeichnen 188t — in die allgemeine Idealtheorie®), zugleich um
eine Neubegriindung der auf die Nullstellen beziiglichen Teile. Die Grund-
begriffe beider Theorien sind in §1 kurz zusammengestellt, ebenso die
der Korpertheorie®), so dafi ich mich hier darauf beziehen kann.

Einordnung und Neubegriindung gruppieren sich um vier Frage-
stellungen: Arithmetische Fassung des Dimensionshegriffes; Theorie der
Nullstellen; Zusammenhang der Zerlegungssiitze fir Normen und Ele-
mentarteiler mit denen der allgemeinen Idealtheorie; Charakterisierung
der Primideale und Primirideale durch Norm und Elementarteilerform.

Die arithmetische Fassung des Dimensionsbegriffes (§4) geschieht
darch Ketten von Primidealen, das arithmetische Aquivalent dafiir, daB
es auf Flichen Kurven, auf Kurven Punkte gibt. Diese arithmetische
Fassung, die mit der Parameterdefinition der FEliminationstheorie als
identisch nachgewiesen wird, 148t sich mit leichter Modifikation auf be-
liebige Ringbereiche iibertragen und gibt dort zusammen mit der Uber-
tragung gewisser Teile der iibrigen Fragestellungen eine genaue Einsicht
m den Aufbau der Ideale, wie ich an anderer Stelle zeigen werde.

Die Frage der Nullstellen wird bei H.-N. wie iiblich fiir das gegebene
Ideal direkt in Angriff genommen, und zwar durch Zuriickgehen auf suk-

*) Hentzelt, Kurt: Zur Theorie der Polynomideale und Resultanten. Bearbeitet
von E. Noether. Math. Ann. 88 (1922), S. 53—79; zitiert H.-N.

2) Noether, E.: Idealtheorie in Ringbereichen, Math. Ann. 83 (1921), S. 24—66;
ztiert Idealtheorie.

3) Steinitz, E.: Algebraische Theorie der Korper, J.f. M. 137 (1910), 8. 167-309;
zitiert Steinitz.
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zessive Elimination, wobei der Charakter des Verifizierens nicht ganz ver-
mieden wird. Im Gegensatz dazu steht der fiir Polynome einer Ver-
dnderlichen stets begangene Weg; man stellt das gegebene Polynom als
Produkt von Potenzen von Primfunktionen (Primérfunktionen) dar und
konstruiert fiir jede einzelne Primfunktion den Nullstellenkérper als einen
dem Restklassenkorper isomorphen Kérper. Der Grad der Primfunktion
gibt den Grad dieses Korpers; der Grad der Primirfunktion aber, deren
Nullstellen mit denen der Primfunktion iibereinstimmen, gibt den Grad
des Ringes der Restklassen nach dieser Primirfunktion. Geht man bei
jeder Primfunktion zum Galoisschen Korper iiber, so kommt die Zerlegung
in Linearfaktoren; und damit ist fiiv das urspriinglich gegebene Polynom
die Frage der Nullstellen, Zerlegung in Linearfaktoren und Multiplizitit
erledigt. Ganz entsprechend wird hier (§ 3) das System der Restklassen
nach einem Primideal durch Quotientenbildung zum Restklassenkorper
erweitert und ein dazu isomorpher Nullstellenkorper konstruiert. Dieser
Nullstellenkorper enthilt einen durch Adjunktion von Unbestimmten
© — etwa 2., ..., x, — erzeugten Teilkérper; der Grad der Norm gibt
den Grad in bezug auf diesen Teilkérper; zugleich ergibt sich durch Uber-
gang zum Galoisschen Korper die Zerlegung der Elementarteilerform und
damit der Norm in Linearfaktoren. Fiir das zugehorige Primérideal aber
sind die Nullstellen die gleichen; die Zerlegung ist ebenfalls mitgegeben,
da die Norm eine Potenz der Elementarteilerform des Primideals wird (§ 2);
der Grad der Norm gibt den Grad des Ringes der Restklassen nach dem
Primirideal in bezug auf den aus den Unbestimmten abgeleiteten Teil-
kérper.

Damit ist aber die Frage der Nullstellen eines beliebigen Ideals zu-
riickgefiihrt auf den Zusammenhang der Zerlegungssiize fiir Normen und
Elementarteiler mit denen der allgemeinen Idealtheorie (§5). Der Tat-
sache, dafl die Nullstellen des Ideals sich aus denen seiner einzelnen zu-
gehorigen Primideale zusammensetzen, entspricht die Zerlegung der Norm
in groBte primére Faktoren, die gleich Potenzen der Elementarteilerform
der einzelnen zugehdrigen Primideale werdent); damit ist die Zerlegung
in Linearfaktoren fiir die Norm allgemein geleistet. Die Multiplizitit aber
findet bei H.-N. ihre Deutung vermége der Grundideale und ihrer Kom-
ponenten; es wird der Grad eines groften primédren Faktors der Norm
gleich der Anzahl linear unabhingiger Restklassen — bei Adjunktion von
Z; 4> ---» T, — des Grundideals (7 — 1)-ter Stufe nach einer Komponente
des Grundideals ¢-ter Stufe. Nun wird das Grundideal (¢ — 1)-ter Stufe als

%) Dieses Parallelgehen der Eliminationstheorie mit der allgemeinen Idealtheorie
ist bei der Kroneckerschen Eliminationstheorie nicht erfiillt; vgl. dazu H.-N., Anm. ¥).
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identisch nachgewiesen mit der isolierten Komponente der Zerlegung, die
eindeutig definiert ist durch alle Primideale von hoherer als der (n — 7)-ten
Dimension; eine Komponente des Grundideals 7-ter Stufe aber als identisch
mit der isolierten Komponente der Zerlegung, die definiert ist durch das
dem Faktor der Norm entsprechende Primideal und alle Primideale hoherer
Dimension. Und der Grad des entsprechenden Faktors der Norm wird
— bei Adjunktion von z;.,, ..., z, — gleich dem Grad desjenigen Teil-
ringes der Restklassen dieser Komponente, der nur aus Klassen des Grund-
ideals (¢ — 1)-ter Stufe besteht.

Die Charalkterisierung der Primideale und esgentlichen Premdrideale (§ 6)
ergibt sich als direkte Folgerung der Betrachtung der Restklassenkorper
Ist der urspriingliche Koeffizientenbereich ein vollkommener Korper, so
entsprechen den Primidealen als Norm und Elementarteilerform Prim-
funktionen, den eigentlichen Priméridealen eigentliche Primérfunktionen.
und umgekehrt. Bei unvollkommenem Korper als Koeffizientenbereich
lassen sich nur Bedingungen angeben, die entweder notwendig oder hin-
reichend sind; es kann, wie an Beispielen gezeigt wird, die Norm eines
Primideals eigentlich primar werden, die Elementarteilerform eines eigent-
lichen Primérideals eine Primfunktion. Genauer wird hier bei Charakte-
ristik p die Norm eines Primideals die p¢-te Potenz (g > 0) seiner Ele-

mentarteilerform; wiahrend bei eigentlichen Priméaridealen, deren Elementar- -

teilerform eine Primfunktion ist, die Norm eine beliebige Potenz werden
kann, wie wieder Beispiele zeigen. Es werden schlieBlich noch absolute
Primideale betrachtet (§7), d.h. solche, die Primideale bleiben bei Er-
weiterung des Koeffizientenbereiches zu einem algebraisch abgeschlossenen
Kérper. -Bei absoluten Primidealen mit Koeffizienten aus einem (endlichen '
algebraischen Zahlkorper fithrt die Charakterisierung zur Ubertragung eines
zuerst von A. Ostrowski fiir absolute Primfunktionen aufgestellten Satzes:
Es bleibt die Eigenschaft, Primideal zu sein, erhalten modulo jedes Prim-
ideals des Zahlkérpers, hochstens mit endlich vielen Ausnahmen.

Es sei noch auf die Analogie der letzten Fragestellung mit der Ideal-
theorie in algebraischen Zahlk6rpern hingewiesen. Als Elementarteilerform
eines solchen Ideals ist die kleinste durch das Ideal teilbare ganze ratio-
nale Zahi aufzufassen (Anm. %)), die also fiir ein Primideal stets Prim-
zahl wird, wihrend umgekehrt ein Ideal Primideal wird, sobald seine
Norm Primzahl ist; auch die Beweise laufen ganz parallel. Die oben
angefithrten Beispiele zeigen also, daB bei unvollkommenem Kérper das
Analogon zu Primidealen hoheren Grades und zu Verzweigungsidealen
auftritt, wihrend es bei vollkommenem Korper nur Primideale ersten
Grades und keine Verzweigungsideale gibt.
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§1.

Grundbegriffe der Eliminaiionstheorie, allgemeinen Idealtheorie
und Korpertheorie.

1. Der Bereich. Es bezeichne & den Integrititsbereich aller Poly-
nome 1in ¥, ..., y, mit Koeffizienten aus einem abstrakt definierten
Korper P. Die y seien einer Transformation mit Unbestimmten u,, als
Koeffizienten unterworfen ®):

(1) Yo =Un &y — ... F UgnZn; <o Yn="Up1 Ty ... = UgnZy
mit der Umkehrung
(1’) 1= ta¥rt o ar¥Yns - Tn= bip¥Y1t ... tpn¥n,

und die u,, oder — was wegen der gegenseitig rationalen Ausdriickbar-
keit damit gleichbedeutend ist — die #,, zu P adjungiert, so dafl der
Koeffizientenbereich P (%)= P(¢) entsteht; J bezeichne den Integritéts-
bereich aller Polynome in 2, ..., z, mit Koeffizienten aus P(u). Die
Bereiche & und & liegen der Eliminationstheorie zugrunde; es werden
Ideale a,b,... in S und @, b, ... in § betrachtet. Ein Ideal in einem
beliebigen Ring ist dabei wie iiblich dadurch definiert, da es neben «
und B auch « — f enthilt, neben « auch A, unter 1 ein beliebiges Ring-
element verstanden; p bedeute stets das aus allen Elementen bestehende
Einheitsideal.

2. Transformierte Ideale. Ein Ideal m in § heifit transformiert,
wenn es aus einem Ideal m in § vermége (1) bei Adjunktion der u,,
oder f,, entsteht. m besteht also, wenn f(y) oder g(y) alle Polynome
aus m durchlaufen, aus allen linearen Verbindungen

f(e)=2U(u)f,(y) = 2V, (w)f,()
g(x) =T (1)g,(y) = =T,(t)g,(2);

hierin sind insbesondere alle f,(z)= f,(y) enthalten, oder, was auf das-
selbe hinauskommt, alle g,(2z)=g,(y). Da f(z) bzw. g(«) nur bis auf
GroBen aus P(u)=P(2) festgelegt sind, diirfen die U;, 7, ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit als Potenzprodukte der % bzw. ¢ angenommen
werden. f(z), g(z) gehen wieder in Polynome aus m iiber, wenn U, T
durch irgendwelche anderen Potenzprodukte ersetzt werden, also insbesondere
¢ durch Vertauschen der Spalten von (1) bzw. der Zeilen von (1'); somit
" enthélt m neben irgendeinem Polynom auch alle durch Vertauschung der =

oder auch

3) Die Transformation ist im Hinblick auf § 3 usw. etwas allgemeiner als bei
H.-N., wodurch alle dortigen Resultate um so mehr erhalten bleiben.
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daraus entstehenden, sofern nur in den von u bzw. ¢ abhingenden Ko-
effizienten die entsprechendenmhungen voggenommen werden. Alle
im folgenden auftretenden Ideale sollen — wenn nicht ausdriicklich das Gegen-
teil bemerkt ist — als transformiert angenommen werden. Nichttransformierte
Ideale gehen durch Zusammensetzen von (1) mit z;=v;,2,+ ...+ v;, z,
in transformierte im Polynombereich der z mit Koefﬁzxenten aus P(u, )
iiber, wahrend dieses Zusammensetzen bei transformierten Idealen nur auf
ein Ersetzen der w,, durch bilineare Verbindungen der u, » herauskommt.

3. Bezeichnung. Unter f®, g®, ..., a®, b®, ... seien durchweg

. ; Do
Polynome in & verstanden, die von z,, ..., 2, , frel sind.

4. Grundideale. Jedem Ideal m sind n Grundideale g, g, ..., g,_,
zugeordnet durch die Festsetzung: Das Grundideal (7 — 1)-ter Stufe g, ,
enthalt alle und nur die Polynome G (z), fiir die es ein — im allgemeinen
mit G () sich inderndes — Polynom 5® = 0 gibt, derart, daB 5 G (z)= 0 (m)
wird. Aus der Existenz der Idealbasis folgt daraus auch die Existenz
mindestens eines fiir alle G(z) festen B®, so daB also

(2) . BY _.=o0(m), BY+0

wird. Die Grundideale transformierter Ideale werden selbst transformierte
Ideale (H.-N. Satz VI). Das Grundideal ¢-ter Stufe g, ist auch definiert
als das Ideal, in das m bei Adjunktion von z;_ ,, ..., z, zu P(u) iiber-
geht, wenn man sich — was dann keine Beschrinkung der Allgemeinheit
bedeutet — auf in ;,,, ..., z, ganze Polynome beschriinkt; g wird stets
gleich dem Einheitsideal o.

5. Moduldarstellung der Ideale, Elementarteiler und Einzel-
normen. FaBt man jedes Polynom f(«) auf als Linearform in den
Potenzprodukten & von z,, ..., #;_,, mit Polynomen a® als Koeffizienten,
so geht das Ideal m iiber in einen Modul 9, , aus Linearformen in
bezug auf den Bereich der a®@; d.h. 9, , enthilt neben irgend zwel
Linearformen auch ihre Differenz, neben einer Linearform /(&) auch a®l(£)
bei beliebigem a®. Als Grundmodul eines solchen Moduls 3¢ wird die Ge-
samtheit der Linearformen g (£) bezeichnet, fiir die 5¥g (&) = 0(M), bP+ 0
wird; das Grundideal g,_, geht also bei der Moduldarstellung in den Grund-
modul ®,_, von M, _, iiber. M, , und @, , hingen von unendlich vielen
Unbestimmten & ab, derart, daB in jeder einzelnen Linearform nur endlich
viele dieser Unbestimmten auftreten. 9R;_, hat die charakteristische Eigen-
schaft, bei Adjunktion von z,. ., ..., z, zu P(u) nur endlich viele von
der Einheit verschiedene Elementarteiler zu besitzen; d. h. &, _, und M, _,
lassen bei dieser Adjunktion eine Basisdarstellung zu — unter [ neue
Unbestimmte verstanden, die mit den & durch umkehrbar lineare, in ;

Mathematische Annalen. 90. 16
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ganze Transformation zusammenhéngen, derart, da in {; = r,(&), &, = 5,(¢)
nur jeweils endlich viele dieser Unbestimmten auftreten —

@57;—1 = (Coa 4-1’ sey Cﬂ: C«H—l: cv ey €d+v’ 4 ');
g-n,'_l = (E(i)é(h E{i)cla ALy Ea(i)é-a; Zo’+1, ceey Za+v> . -),

wo jedes E.” im vorangehenden aufgeht (H.-N. (24) und (28)).

Der hochste Elementarteiler E® ist auch definiert als groBter gemein-
samer Teiler — im Polynomsinnd-— aller in (2) auftretenden B®; er
kann als ganz und primitiv in =, ,,..., 2, angenommen werden und
wird dann regulir in z;, d.h. E® enthilt den Term z} mit von Null
verschiedenem Koeffizienten, wenn es vom Grade 1 in den z ist.

' Das Produkt R aller in (8) auftretenden Elementarteiler. wird als

Norm von ®,_, nach %, _, oder auch als Einzelnorm des Ideals m be-
zeichnet; in Zeichen und unter Beriicksichtigung, daB m bei der Adjunktion
.., x, in g, iibergeht:

(3)

von z, ., .

R°=EE"... B = N(®;_, ;) =N(g;-,18)-

Wie (3) zeigt, wird R™ bei Adjunktion von z,,, ..., z, gleich der De-
terminante der Ubergangssubstitution von &;_, nach M, _,, und der Grad
von R gibt die Anzahl der in bezug auf P(u, z,,,,...,2,) linear un-
abhéingigen Restklassen von &, , nach 9, _,, also von g, , nach g; an;
R® kann als ganz und primitiv in ,,,, ..., #, angenommen werden und
wird dann regulir in z,. R 1iBt sich berechnen als groBter gemein-
samer Teiler — im Polynomsinn — aller p-reihigen Determinanten irgend-
eines stets existierenden Moduls 9%, vom Range ¢ von der Eigenschaft,
daB das Restklassensystem ®&;%, ' 0¥ ; isomorph wird zu &,_, | M;_, , unter
®,*, den Grundmodul von %, verstanden (H.-N. Satz VII und §5).

6. Elementarteilerform und Norm (Resultantenform) der
ldeale. Das Produkt E,=E“E®...E™ aller hochsten Elementar-
teiler wird als Elementarteilerform, das Produkt R, = RPR® . .R™ aller
Einzelnormen als Norm (Resultantenform)®) von m bezeichnet. Elementar-
teilerform und Norm werden durch das Ideal teilbar; die Norm wird durch
die Elementarteilerform, eine Potenz der letzteren durch die Norm teil-
bar. Allgemeiner gilt noch:

) E%g_,=0(g); E™...E%q,_,=0(m) und folglich
R, _,=0(g); BR™...R%g,_,=0(m), (H-N. Satz VIII),
und weiter: Ist m teilbar durch n, und stimmen die Normen By und R,

%) Bei H.-N. wird nur die Bezeichnung Resultantenform gebraucht; die Bezeich-
nung Norm entspricht den arithmetischen Eigenschaften.
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iiberein, so stimmen auch die Ideale m und n dberein (H.-N. Satz IX).
Beachtet man, da8 fiir einen Teiler von m aus dem Ubereinstimmen von
R™, R® ... das Ubereinstimmen der Grundideale g,, g, ... folgt und daB
stets g, =0 ist, so kommt ganz entsprechend: Ist n ein echier Teiler
von mt, so wird die erste Einzelnorm von n, die von der entsprechenden
_~von m verschieden ist, ein echter Tez'ler;)./'/Enthdlt m ein Polynom G® = 0,

” so werden nach Definition Gps Gys - -» §,—, gleich dem Einheitsideal; und

somit werden R™, ..., R*"" nach der in 5. angegebenen KEigenschaft
der Einzelnormen, die Anzahl linear unabhingiger Restklassen zu be-
stimmen, gleich der Einheit; folglich werden auch EY, ..., B%Y gleich
der Einhest.

7. Zerlegung der Einzelnormen und Elementarteiler; Kom-
ponenten der Grundideale. Unter einer Primfunktion wird ein in
bezug auf P(u) irreduzibles Polynom verstanden, unter Primirfunktion
die Potenz einer Primfunktion; eine eigentliche Primirfunktion ist eine
solche, die nicht zugleich Primfunktion ist, wo es sich also um hdhere
als erste Potenz handelt. Eine Zerlegung eines Polynoms in gré8te primire
Faktoren ist eine solche, wo jeder Faktor Primarfunktion ist, das Produkt
irgend zweier Faktoren aber nicht mehr primir®). Der Zerlegung der
Einzelnorm R®” = N(g,_, |g,) in groBte primire Faktoren Q. entspricht eine
Darstellung von g; als kleinstes gemeinsames Vielfaches g, = [1,, 15, ..., L],
derart, daB Qf’=N (@;-4|7;) wird; v, besitzt dabei g, , als Grundideal
(¢ —1)-ter Stufe, und stimmt mit seinem Grundideal ¢-ter Stufe iiberein;
die r; werden als die Komponenien der Grundideale bezeichnet. Der
hochste Elementarteiler von t, wird gleich dem grofiten gemeinsamen
deiler — im Polynomsinn — von Qlf_ﬂ und B?, also gleich einem griBten
primiren Faktor von E®. Die r, sind eindeutig bestimmt durch ihr
oben angegebenes Verhalten in bezug auf die Grundideale und durch die
Forderung, da8 entweder Einzelnorm oder héochster Elementarteiler ein
groBter primirer Faktor von R bzw. E® werden soll (H.-N. Satz X).

8. Dimensionsbegriff. Dem Ideal m wird die Ho6chstdimension
n — 7 zugeschrieben, wenn R® die erste von der Einheit verschiedene
Einzelnorm ist — oder was nach 6. damit gleichbedeutend ist, wenn g;
das erste vom Einheitsideal verschiedene Grundideal ist; dem FEinheits-

) Dagegen konnen spitere Faktoren von R Vielfache der entsprechenden
Faktoren von R, werden; z. B. immer, wenn m Primideal ist und n nicht das
Einheitsideal.

%) Die Definition von Primfunktion und Primirfunktion lieBe sich auch in
genauer, Analogie mit 11. fassen, indem man nur das Wort Ideal durch Polynom
ersetzt. Die groSten primiren Faktoren sind das Analogon zu den griSten primaren
Komponenten der Zerlegung in 12.

16*
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ideal p wird die Dimension — 1 zugeschrieben. Ist nur esne von der Ein-
heit verschiedene Einzelnorm R ® vorhanden, wird also =0y =...=M,
so wird die Hochstdimension auch als Dimension von m bezeichnet. Ent-
hilt m ein Polynom G 0/40 ist es hochstens von der Hochstdimen-
sion n — 4, wie die Bemerkung am SchluB von 6. zeigt. Ist m von der
Hochstdimension n — 2, n ein Teiler m, so ist n also héchstens von der
Hochstdimension » — 3.

9. Norm (Resultantenform) und Nullstellen. Unter Nullstellen
eines Ideals m werden alle einem geeigneten algebraischen Erweiterungskdrper
von P (u; x;,_,, ..., «,) angehorigen Wertsysteme von z,, ..., z; verstanden
(1=1,2,...,n), fur welche — unter Adjunktion von z;,,...,x, zum
Koeffizientenbereich — alle Polynome aus m verschwinden. Jedem
Faktor R¥ der Norm (Resultantenform) entsprechen bei dieser Adjunktion
so viele Nullstellen von m, wie der Grad von R angibt; und es laBt
RY, geschrieben in bilinearen Verbindungen w,, der w,, und weiterer
Unbestimmten v, die explizite Zerlegung zu:

RY = H{z — (T — V1 Ty 10— 'Uiii,»}l"’,

WO Fyy, ..., Fin ein System zusammengehoriger Nullstellen bedeutet
(H.-N. Satz XIII; eine neue Begrimdung wird in § 3 gegeben werden).
Unter den Nullstellen eines Ideals von der Hochstdimension n — ¢ gibt
es also solche, die von (n — ) Parametern abhingen, aber keine die von
mehr Parametern abhiingen; damit ist aber die Ubereinstimmung des
unter 8. gegebenen Dimensionsbegriffs mit der gewdhnlich iiblichen Fassung
gezeigt.

10. Der Ringbereich der allgemeinen Idealtheorie. Der
zugrunde gelegte Bereich sei ein kommutativer Ring, in dem der Safz von
der endlichen Kette gilt: Jede Kette von Idealen a,a,,...,@,,..., WO
jedes a; ein echter Teiler — Teiler im Idealsinn — des unmittelbar voran-
gehenden ist, bricht im Endlichen ab. Diese Forderung ist &quivalent
mit der anderen, daB jedes Ideal eine Idealbasis besitzt (Idealtheorie,
Satz 1), ist also insbesondere fiir den Polynombéreich erfiillt. In den
folgenden Nummern 11., 12., 13. wird dieser allgemeine Ringbereich zu-
grunde gelegt.

11. Primideale und Priméirideale. Ein Ideal p heiBt Primideal,
wenn aus der Teilbarkeit eines Produktes durch p die Teilbarkeit min-
destens eines Faktors folgt; q heiBt Primarideal — oder primir —, wenn
aus der Teilbarkeit eines Produktes durch q die Teilbarkeit eines Faktors
oder einer Potenz jedes Faktors folgt. In Zeichen:

sus a==0(p), b==0(p) folgt ab=£0(p);
aus a==0(q), b"==0(q) fir jede Potenz » folgt ab==0(q).
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Zu jedem Primirideal q gibt es ein und nur ein zugehoriges Primideal p,
das Teiler von q ist und von dem eine Potenz Adurch q teilbar wird;"
9= 0(p); pe=0(q); dabei besteht p aus allen Ringelementen, von denen
eine Potenz durch q teilbar wird. Wie die Definition zeigt, ist jedes Prim-
ideal zugleich Primirideal; unter eigentlichen Primaridealen werden solche
verstanden, die nicht zugleich Primideal sind, fiir die also ¢ >1 wird.

12. Der Zerlegungssatz. Eine Darstellung a = [q,...., qo] eines
Ideals als kleinstes gemeinsames Vielfaches heifit eine kiirzeste, wenn kein g
im kleinsten gemeinsamen Vielfachen der iibrigen — in seinem Komple-
ment — aufgeht; sie heilt eine solche durch gréBte primére Komponenten,
wenn jedes g primér ist, aber das kleinste gemeinsame Vielfache irgend
zweler  nichtprimir ist. Jedes Ideal lifit eine kiirzeste Darstellung
durch endlich wviele grofte primdre Komponenien zu; bei zwei verschie- .
denen solchen Darstellungen stimmen die Anzahl der Komponenten und
die zugehorigen Primideale, die alle voneinander werschieden sind, iberein.
Die derart eindeutig bestimmten Primideale sollen als die Primideale oder
zugehorigen Primideale des Ideals bezeichnet werden (Idealtheorie, Satz IX).

13. Isolierte Komponenten der Zerlegung. Ein Ideal
r=[q;,---,q;] wird isolierte Komponente der Zerlegung von a genannt,
wenn die a;, in mindestens einer kiirzesten Darstellung von a durch
groBte primire Komponenten auftreten und die Bedingung erfiillen, daf
keines ihrer zugehorigen Primideale in einem der iibrigen Primideale von a
aufgeht. Die ¢solierten Komponenten der Zerlegung sind eindeutig durch
thre Primideale bestimmit; insbesondere sind also die isolierten groBten
primidren Komponenten eindeutig bestimmt (Idealtheorie, Satz XIIT).

14. Charakteristik, vollkommene und unvollkommene
Koérper, Erweiterung erster Art. Ein Kérper Q heiit von der
Charakteristik Null, wenn der in © enthaltene, aus der Einheit abgeleitete
Primkorper vom Typus des Korpers der rationalen Zahlen ist; von der
Charakteristik p, wenn dieser Primkorper vom Typus des Restklassen-
systems nach einer Primzahl p ist. Ein Kérper 2 heifit vollkommen,
wenn jede Primfunktion mit Koeffizienten aus 2 in einem geeigneten Er-
weiterungskérper in getrennte Linearfaktoren zerfillt, im entgegengesetzten —
Falle unvollkommen. Jeder Korper von der Charakteristik Null ist voll-
kommen; ein Korper von der Charakteristik p aber dann und nur dann,
wenn er neben jedem Element auch dessen p-te Wurzel enthalt. Eine
Primfunktion in einem unvollkommenen Kérper ist eine ganze Funktion
r-ten Grades von x?’, und zerfillt in einem geeigneten Erweiterungs-
korper in p/-te Potenzen von r verschiedenen Linearfaktoren; 7 wird als
Exponent bezeichnet. Eine Primfunktion heiBt von erster Art, wenn sie
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in einem geeigneten ErweiterungskOrper in getrennte Linearfaktoren zer-
t31lt, der Exponent f Null wird; eine Erweiterung heiBt erster Art, wenn
jedes Element erster Art, d. h. Nullstelle einer Primfunktion erster Art
wird. Jede Erweiterung, die durch Adjunktion eines Elementes erster
Art entsteht, ist erster Art; bei vollkommenen Koérpern gibt es nur Er-
weiterungen erster Art (Steinitz, § 11 und § 13).

15. Reduzierter Grad und Exponent einer endlichen Er-
weiterung. Ist & eine endliche Erweiterung eines unvollkommenen
Korpers 2, so ist in £ ein Teilkérper €, vom Grade r enthalten, der
erster Art in bezug auf 2 wird und der aus allen und nur den Elementen
erster Art aus € besteht. Die pf-te Potenz jedes Elementes ans & ge-
hort zu &), und es gibt Elemente in €, die genau vom Grade rp/ sind.
r wird als reduzierter Grad, f als Exponent der endlichen Erweiterung be-
zeichnet (Steinitz, § 14, 1 und § 14, 5).

§ 2.
Elementarteilerform und Norm der Primideale und Primirideale.
Teiler der Primideale.

Es handelt sich von jetzt an durchweg um den in § 1, 1. definierten
Polynombereich. Vorerst ist zu zeigen, daB man sich auch bei Prim-

idealen und Priméaridealen auf transformierte Ideale beschrinken kann,
nach

Hilissatz I. Das transformierte Ideal p eines Primideals P 5
wird Primideal, das transformierte q eines Primdrideals q in § wird
Primérideal. M. a. W. die Eigenschaft, Primideal oder Primdrideal zu

sevn, bletbt bei Adjunktion der w,, 2u P erhalien.

Sei namlich vorausgesetzt: a==0(p), 6==0(p), wo a und b nicht
notwendig transformierte Ideale zu sein brauchen; sei etwa a(z)==0(p),
b(z)==0(p), wo a(x) und b(z) Polynome aus a und 6 bedeuten. Durch
Umkehrung von (1) nach (1’) kommt — unter’ 7 ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit Potenzprodukte der 7, verstanden —

a(2) =3 T,5(y); ba)=ZT,5(y),

und es mufl mindestens ein @;(y) und ein Zj(y) nicht durch p teilbar
sein. Seien etwa @, (y)==0(p); b,(y)==0(p) die jeweils hochsten Glieder
bei irgendeiner lexikographischen Anordnung der 7; dann wird auch
a,(%) b,(y)==0(p) und somit kommt a(2)b(2)==0(p) und also a H==0(p),
womit p als Primideal nachgewiesen ist. Der Beweis beruht offenbar
darauf, daB das System der Restklassen nach einem Primideal einen Ring
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ohne Nullteiler bildet, eine Eigenschaft, die bei Adjunktion von Unbe-
bestimmten erhalten bleibt.

Sei entsprechend a==0(q), b"==0(q) fiir jede Potenz »; dann folgt
aus der Existenz der Idealbasis, daB wieder ein a(z) aus a und ein b(x)
aus b existieren maB, so daB a(x)==0(q), b(x) ==0(q) fiir jede Potenz »
wird; denn bei der entgegengesetzten Annahme wiirde eine Potenz ven b
durch q teilbar.

Setzt man a(z)b(x)=c(z), so mogen a*, b* ¢* die bzw. aus den
Koeffizienten a,(y), b;(y), ¢;(y) von a(z), b(z), ¢(x) abgeleiteten Ideale
bedeuten. Dann wird 6*“==0(g) fiir jede Potenz x, da sonst b(x)”
durch q teilbar wiirde; wegen a*==0(g) mul daher auch a*b*/"J:—O(c_;)
fiir jede Potenz /i werden. Nun existiert aber nach dem Dedekind-
Mertensschen Satze?) ein Exponent % derart, daf S wird ;
also muB ¢*==0(q) werden. Das ergibt aber c¢(z)==0(q) und somit
ab==0(q), womit g als primir nachgewiesen ist.

Auch bei der Darstellung eines Ideals als kleinstes gemeinsames
Vielfaches kann man sich auf transformierte Ideale beschrinken. nach

Hilfssatz II.  Aus einer Darstellung W= [¢,, ..., ] in S folgt
eine Darstellung m = [c,, ..., ¢:| in §, wo ¢; die transformierten von t;
bedeuten. Insbesondere kéonnen also in jeder kiirzesien Darstellung durch
gropte primdre Kemponenten (§ 1, 12.) diese als transformiert angenommen
werden.

Es wird nimlich m durch [c,, ..., ¢.] teilbar, da jedes Polynom f(z) -
aus m — eventuell nach Multiplikation mit einer geeigneten Potenz von
%y, — von der Form 3 U,f;(y) ist, wo jedes f;(y) als Polynom aus in
nach Voraussetzung durch alle ¢, teilbar ist. Ist umgekehrt f(z) durch
jedes ¢; teilbar, so wird es von obiger Form, und somit durch m teilbar.
Geht man also von einer Zerlegung in grofte primire Komponenten in J§
aus, so ergibt dies eine Zerlegung m = [a,, ..., g.] in §; hier sind die g
als transformierte von primiren Idealen nach Hilfssatz I primir, und
zwar handelt es sich um gr68te primire Komponenten, da verschiedenen
zugehérigen Primidealen p in § auch verschiedene p in & entsprechen.

Es handelt sich jetzt um eine erste Charakterisierung von Primidealen
und Priméiridealen durch Elementarteilerform und Norm, noch ohne voll-
stindige Trennung von prim und priméir, und zwar gilt in genauer Ana-
logie zu der Idealtheorie in algebraischen Zahlkérpern )

9) Vgl. H.-N.,, 8. 63 und Anm. 3).

1) Als hochsten Elementarteiler der Ideale in algebraischen Zahlkdrpern hat
man die kleinste durch das Ideal teilbare ganze rationale Zahl aufzufassen, also ins-
besondere die durch ein Primideal teilbare Primzahl oder die durch ein Primirideal



240 E. Noether.

Satz 1. Die Elementarteilerform eines Primideals wird gleich eimer
Primfunktion, die Norm gleich einer Potenz dieser Primjumkiion. Bei
Primdridealen. werden Elementarteslerform und Norm gleich Primdrfunk-
tionen, und zwar gleich Potenzen derselben Primfunktion, die selbst Ele-
mentarteilerform des zugehorigen Primideals ist. Bei Primidealen und
Primdridealen fillt die Hochstdimension mit der Dimension schlechthin
zusammen; diese Dimension stimmt fir Primdrideal und zugehoriges
Primideal tiberein.

Satz I ist offenbar erfiillt fir das Einheitsideal, dessen Elementar-
tetlerform und Norm gleich der Einheit werden. Sei jetzt das Primideal p
von der Hochstdimension (# — 2); nach (4), § 1, 6. kommt

E™. . E¥Vg =0(p); aber E™... B -tq(p),

da p sonst nach §1, 8. hochstens von der Héchstdimension n — 7 — 1
wiirde. Somit wird g,= 0(p), also p mit seinem Grundideal ;-ter Stufe und
folglich auch mit g; _,, g;,,...identisch. Eswerdenalso R“™" — N (8;,8;+1)
R%® . gleich der Einheit, mithin auch E®™Y, B als Teiler von
R*™P, R*™ .. .; und somit wird die Elementarteilerform gleich £, das
gleich einer Primfunktion P werden muB. Denn nach § 1, 5. und unter
Beriicksichtigung, daB g;_, gleich dem Einheitsideal wird, ist E® definiert
als groBter gemeinsamer Teiler — im Polynomsinn — aller durch p teil-
baren BY; aus B = 0 0" = 0(p) wiirde also folgen, daB £ in einem
seiner Faktoren O,¥ oder o aufgehen muB. Da aber eine Potenz von
E® durch R teilbar wird, wird B gleich einer Potenz — die auch
die erste sein kann — dieser Primfunktion P, zugleich wird R Norm
von p. Da nur eine von der Einheit verschiedene Einzelnorm R @ auf-
tritt, stimmt schlieBlich die Hochstdimension von p mit der Dimension
schlechthin iiberein.

Sei entsprechend das Priméarideal q von der Hochstdimension n — 7
dann kommt wie oben

E®. BV g =0(a); (B™...B“Vy=o(q)

fir jede Potenz x; und folglich wird wie oben g = g;, seine Elementar-
teilerform gleich £, seine Norm gleich R, die Héchstdimension gleich
der Dimension schlechthin. Diese Dimension stimmt mit der des zuge-
hérigen Primideals iiberein; denn aus pe=0(q); q=0(p) folgt, daB

(Primidealpotenz) teilbare Primzahlpotenz. In der Tat ist ja jedes Ideal a¥* zugleich
ein Modul %* aus Linearformen in den Elementen @y, ..., », einer Korperbasis,
(@, .., wy) Grundmodul von %™ ; die kleinste durch a* teilbare ganze rationale Zahl
wird also der hichste Elementarteiler dieses Moduls %*; die Norm von a* aber wird
das Produkt aller Elementarteiler von %™,
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die Dimension (n — z) von p héchstens gleich der von q, die von g hochstens
gleich der von p¢ ist; aus (P*)2=0(p?), wo P die Elementarteiler-
form von p bedeutet, ergibt sich letztere Hochstdimension als héochstens
n —¢, und somit wird n —¢ die Dimension von p und q. Aus
(P¥)?=0(q) folgt ferner, daB E ®__ als groBter gemeinsamer Teiler
aller B® aus q — eine Potenz von P wird, die auch die erste sein
kann, und daB somit das gleiche fir R® gilt, womit Satz I in allen
Teilen bewiesen ist.

Eine Charakterisierung der Primideale vermoge des Dimensionsbegriffs
wird gegeben durch

Satz II. Ein Primideal besitzt keinen echten Teiler gleicher Hichst-
dimension; und wmgekehrt wird jedes solche Ideal Primideal.

Der Beweis beruht auf

Hilfssatz I11. Besiizi esn Primideal p aus Polynomen mit Koeffizienten
ous ewnem Korper 2 nur endlichviele in bezug auf 2 linear unabhdingige
Restklassen, so hat p keinen vom Einhestsideal verschiedenen echten Tezler;
m. a. W. das Restklassensystem nach p bildet esnen Korper.

Die Voraussetzung besagt, daB es eine endliche Zahl % gibt derart,
daB zwischen je (k1) Restklassen eine lineare Abhingigkeit mit
Koeffizienten aus {2 besteht — genauer mit Koeffizienten aus dem durch
alle Elemente von Q reprisentierten Restklassenkéorper (), daBl aber
mindestens ein System von k£ in bezug auf (£2) linear unabhingigen
Restklassen existiert; daraus folgt sofort, dafl sich alle Restklassen
linear durch ein beliebiges System von % linear unabhingigen aus-
driicken lassen. — Sei jetzt a ein echter Teiler von p, a(z)==0(p) ein
Polynom aus a; aus ¢,f,(2)4 ...+ ¢.f,(2)==0(p) folgt dann auch
c,a(2)f (2)+ ... +c.a(z)f.(2) == 0(p); das heilt aber, dal neben den
Restklassen von f,, ..., f, auch die vonaf,, ..., af, ein System von £ linear
unabhingigen bilden, durch die sich also insbesondere die Einheitsklasse
linear darstellen 188t. Es wird also a gleich dem Einheitsideal; anders
ausgedriickt, das Restklassensystem bildet einen Korper, da es zua(z)==0(p)
immer ein f(z) gibt, so daB 1 =a(z)f(z)(p) wird.

Zum Beweise des ersten Teiles von Satz II ist jetzt nur zu bemerken,
daB jedes Primideal vor der Dimension (n — ¢) — allgemeiner jedes Ideal
von der Hochstdimension (n —¢) — nur endlich viele in bezug auf
P(u; %;,,, ..., x,) linear unabhangige Restklassen besitzt, nimlich (§ 1, 5.}
so viele wie der Grad von R angibt, da g, , hier gleich dem Einheits-
ideal wird. Jeder echte Teiler a von p geht also bei Adjunktion von
Z; y5---» %, zu P(%) in das Einheitsideal iiber; anders ausgedriickt, das
Grundideal ¢-ter Stufe von a wird gleich dem Einheitsideal; das heifit
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aber, daf§ die Hochstdimension von a héchstens gleich n — 7 — 1 wird. Damit
die Aussage auch fiir ein nichttransformiertes Ideal a als Teiler gilt, hat
man nur nach § 1, 2. zu einem neuen transformierten Bereich iiberzugehen.

Besitze jetzt umgekehrt p keinen echten Teiler gleicher Héchstdimension
n—¢; und sei a==0(p), b==0(p), wo a und b wieder als transformierte
Ideale angenommen sind. Dann kommt nach Voraussetzung, da (a, p)
and (b, p) als groBte gemeinsame Teiler — im Idealsinn — echte Teiler
von p werden:

G(i+l) zO(a,p); H“H'UEO(b;D); G(iq—l)+0; H(i+1)=l=0.
Das ergibt aber
G(QH*I) H(‘i*rl) — 0 (ab, p); G(‘i+1) H(‘I:“rl) + O;

und somit folgt notwendig ab == 0(p), da sonst p von geringerer Hochst-
dimension als » — ¢ wire. Da a, b transformierte Ideale sind, ergibt sich
also p und nach Hilfssatz I auch p als Primideal, womit Satz II be-
wiesen ist.

§ 3.
Nulistellen der Primideale und Primirideale.

Den Ubergang zu einer direkten Begriindung der Theorie der Null-
stellen (§ 1,9.), vorerst fiir Primideale, bildet der eine Erweiterung von
Hilfssatz I1I darstellende und fiir Primideale in beliebigen Ringen giiltige

Hilfssatz IV. Das Restklassensystem nach jedem vom Einheitsideal
verschiedenen Primideal lafit sich durch Quotientenbildung zu einem
Korper erweitern, dem Restklassenkorper des Primideals.

Das Restklassensystem nach einem beliebigen Ideal bildet einen Ring,
da Summe, Differenz und Produkt wieder dem System angehéren, und
assoziatives, kommutatives und distributives Gesetz beim Ubergang zu
den Restklassen erhalten bleiben. Handelt es sich speziell um Primideale,
so besitzt dieser Ring keine Nullteiler; denn die Definition der Primideale
(§ 1, 11.) sagt aus, daB das Produkt nicht verschwindender Restklassen
ebenfalls nicht verschwindet. Ist das Primideal vom Einheitsideal ver-
schieden, so enthilt dieser Ring mindestens ein vom Nullelement ver-
schiedenes Element, und liBt sich daher durch Quotientenbildung —
Adjunktion von Elementenpaaren — zum-Kérper erweitern?); somit ist
der Restklassenkorper definiert.

1) Steinitz, § 8. Die Annahme eines von Null verschiedenen Elementes im ur-
spriinglichen Integrititsbereich geniigt, da dann die Existenz der Einheit durch
Quotientenbildung gesichert ist, und somit der urspringliche Bereich ein Teilbereich
des Korpers wird; Steinitz setzt Existenz der Einheit im Integrititsbereich voraus.
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Dem folgenden vorausgeschickt sei die durchweg festgehaltene

Bezeichnung: Restklassen sollen allgemein durch Klammersetzen
irgendeines Elementes der Klasse bezeichnet werden, (z)..., (a(2))...;
ebenso sollen Korper aus Restklassen durch Klammern bezeichnet werden.
Insbesondere bezeichne (P), (P (%)), (P(%, #;,,,...,z,)) die Restklassen-
korper, die aus allen und nur den Restklassen bestehen, die durch Elemente
aus P, P(u), P(w,z;,,,-..,,) reprisentiert werden kénnen.

Weiter vorausgeschickt sei noch das folgende: Ein Korper § heifit
vom algebraischen Rang (Transzendenzgrad) k in bezug' auf einen Grund-
kérper £2, wenn § mindestens ein System von k& in bezug auf £ algebraisch
unabhiingigen GroBen — transzendenten GroBen — enthilt, wenn aber
je k -+ 1 GroBen aus ® algebraisch abhingig in bezug auf 2 sind. Laft
sich ® als algebraischer Erweiterungskorper eines Teilkorpers 2(z,, ..., z,)
darstellen, wo die z algebraisch unabhingig — transzendent — in bezug
auf Q sind, so wird notwendig s gleich k;**) ebenso wird der algebraische
Rang von R®(u) in bezug auf Q(u) gleich k£, wenn = nieht in &, ent-
haltene Unbestimmte bedeuten.

Die Konstruktion des Nullstellenkorpers geschieht jetzt in voller
Analogie mit dem bei Primfunktionen einer Unbestimmten iiblichen
Weg®) nach

Satz III. Dem Restklassenkorper () eines Primideals p von der
Dimension n — i laft sich isomorph ein Nullstellenkorper & von p zu-

ordnen, der vom algebraischen Rang n — ¢ wird — wvon n — ¢ Parametern
abhingt — wund insbesondere als endlicher Erweiterungskorper won
P(u,2,_,,...,2,) aufgefaft werden kann. Der Isomorphismus zwischen
(R) und & umfaft denjenigen zwischen (P) und P, (P(u)) und,P(u) und
bei Zugrundelequng der z;. ., ...,x, als Parameter auch den zwischen
(P(u, gy s ,)) und P(u, 2, ,,...,2,). Umgekehrt ist jeder Motk
stellenkorper vom algebraischen Rang n — ¢ ,— von, m — % Pammetem ab-

hingend — dem Restklassenkorper () zsomorph B ot e 0 S
Satz III ergibt als Korollar den bekannten Satz. Verschwindet ein
Ideal a in allen Nullstellen eines Primideals p, so wird a durch p teilbar.

Zum Beweise ist vorerst zu bemerken, daB der Restklassenkorper (&)
vom algebraischen Rang n — ¢ in bezug auf (P(z)) wird. Denn die

2) Fiir einen bei beliebiger Charakteristik giiltigen Beweis dieser bekannten
Tatsache vgl. Steinitz, § 22, 9. — Bei Adjunktion der w kann der algebraische
Rang nicht zunehmen, da es sich um rationale Verbindungen der urspriinglichen
Elemente mit Koeffizienten aus 2 («) handelt; nicht abnehmen, da jede Relation
zwischen Elementen aus § mit Koeffizienten aus Q(u) in endlich viele Relationen
mit Koeffizienten aus 2 zerfillt.

13y Steinitz, § 6.
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Klassen (z,_,), ..., (z,) sind in bezug auf (P(u)) algebraisch unabhingig,
da p als von der Dimension n — ¢ kein von z,,...,#; freies Polynom
enthilt; jede weitere Klasse aber ist von diesen abhingig. Denn aus der
Zugehorigkeit der Elementarteilerform P™ zu p folgt nach § 1, 2. auch
fir 2=1,2, ..., ¢ die Zugehorigkeit von Polynomen, die jeweils von
Ty, T4y, - - - %, abhingig sind. (&) wird also ein endlicher Erweiterungs-
kérpervon (P(u, ;. ,,...,%,)); der Grad in bezug auf diesen Teilkorper
wird nach § 1, 5. — unter Beriicksichtigung, daB g, , gleich dem Ein-
heitsideal, g; nach Satz I gleich p wird — gleich dem Grad der Norm.

Um zu einem isomorphen Nullstellenkorper iiberzugehen, ist weiter
zu bemerken, daB P(%,z,.,,...,2,) wd (P(u,z; ,,...,z,)) isomorph
aufeinander bezogen sind dadurch, daB jedem Element ausP (%, z;, .. .., )
die durch das Element reprasentierte Restklasse zugeordnet wird. Denn
vorerst entsprechen sich bei dieser Zuordnung die aus den Polynomen in
Ty, .- %, bow. in (z,.,),..., (z,) bestehenden Integrititsbereiche iso- "
morph, da in p kein von z,, ..., z; freles Polynom enthalten ist, ver-
schiedenen Polynomen aus P(w,z,.,,...,z,) also auch verschiedene
Klassen entsprechen; aus isomorphen Integritétsbereichen gehen aber durch
Quotientenbildung isomorphe Kérper hervor. Die isomorphe Beziehung
zwischen P(u,z; ., ...,z,) und (P(%,2;,,,...,%,)) umfaBt diejenige
zwischen P und (P), P(%) und (P(%)). Um diesen Isomorphismus zu
einem solchen zwischen (®) und einem Nullstellenkorper §& zu erweitern,
seien den Klassen (z,), ..., (#,) gewisse neue Elemente Z,, ..., Z; isomorph
zugeordnet; d. h. jedem Polynom (a(z)) entspreche ein Polynom
(Tyy ooy Ty Ty qs -on ,); Summe und Produkt entspreche Summe und
Produkt. Durch Quotientenbildung — wobei man sich auf Nenner aus
dem Teilkérper (P(u, 2, _4,-.., ,)) baw. P(u,z,.,, ..., x,) beschrinken
kann — entspricht dann dem Restklassenkorper (&) ein Korper &, der
endliche Erweiterung von P (%, #;,,,...,,) vom Grade der Norm wird,
und der als Nullstellenkérper bezeichnet werden kann; denn die Zunordnung
sagt aus, daB f(Z, ..., %, 2;,4, - --» %,) verschwindet, sobald f(z)=0(p)
wird. An Stelle von (P (%, 2, ,,...,%,)) konnte bei der ganzen Uber-
legung auch irgendein anderer, durch Adjunktion von » — ¢ algebraisch
unabhingigen GroBen entstehender Teilkorper von (&) treten.

Umgekehrt ist leicht zu zeigen, daB jeder Nullstellenkdrper & vom
algebraischen Rang n — ¢ dem Restklassenk6rper isomorph wird. Da
sich ® rational, mit Koeffizienten aus P (%), aus den GroBen Z,, ..., Z,
ableiten liBt, miissen unter diesen GroBen n — ¢ algebraisch unabhingige,
also in bezug auf P (%) transzendente Elemente enthalten sein, Insbesondere
muB dies fir Z,,,,..., Z, erfiilllt sein, da wegen P?=0(p) wie oben
folgt, daB R ein algebraischer Erweiterungskorper von P (u, Z;,,, ..., %,)
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wird. { Da nach Voraussetzung f(Z) verschwindet fiir jedes Polynom f(x)
aus p, entspricht jeder Klasse des in (&) enthaltenen Polynombereichs
der () ein und nur ein Element aus &, das ein Polynom in den Z wird;
und Summe und Produkt entsprechen Summe und Produkt. Es entsprechen
aber verschiedenen Klassen auch verschiedene Elemente aus §; denn
sonst wiirde einer von Null verschiedenen Klasse, also nach geeigneter
Multiplikation auch einer durch ein Polynom reprisentierten Klasse aus
(P(u,2;y,...,2,)) das Element Null in & entsprechen, zwischen den
GroBen Z; _,, ..., Z, bestiinde entgegen der Voraussetzung eine algebraische
Abhiingigkeit. Durch diese Zuordnung werden alle in & enthaltene Poly-
nome der Z erschépft; durch Quotientenbildung — wobei man sich wieder
auf Nenner aus (P (u, z;_,,...,x,)), bzw. P(u, Z;,,, ..., Z,) beschrinken
kann — gehen aber aus diesen isomorphen Integritidtsbereichen isomorphe
Korper hervor.

Das Ideal a verschwinde jetzt in allen Nullstellen von p, also ins-
besondere auch in allen von n — 7 Parametern abhingigen. Ist dann a@(z)
ein beliebiges Polynom aus a, so verschwindet also a(Z); wegen des
Isomorphismus zwischen  und (&) wird somit (a (z)) die Nullklasse, a(x)
und somit a durch p teilbar. Damit ist Satz ITI und Korollar bewiesen.

Um von Satz IIT zu der in § 1,9. gegebenen Zerlegung zunichst
fiir Primideale iiberzugehen, und um genauere Aussagen iiber die Exponenten
machen zu konnen. bedarf es einer weiteren Untersuchung der Elementar-
teilerform nach

Hilfssatz V. Ist bei Charakteristik p die Elementarteilerform E™
eines Primideals oder Primdrideals — allgemeiner eines Ideals a, ber
dem die Hochstdimension mit der Dimension schlechthin zusammenfdllt —
vom Exponenten f in bezug auf x;, also ganze Funktion wvon z ’, so st
ste auch vom Exponenten [ in bezug auf x; ., ..., x, und auf die in E*
auftretenden Unbestimmten u,, bzw. t,,. Insbesondere ist also be: wvoll-
kommenem Korper als Koeffizientenbereich die Elementarteilerform P®
eines Primideals stets vom Exponenten Null in bezug auf z;, also eine
Primfunktion erster Art.

Dazu ist zu bemerken, daB P(u,z, ,,...,z,) unvollkommen wird,
sobald P ein vollkommener Korper von der Charakteristik p ist, so daB
aus § 1, 14. nicht direkt folgt, daB P erster Art wird. Sei jetzt E®
vom Exponenten f in bezug auf z,, enthalte aber eine andere Unbestimmte
Z;+; zam Exponenten fgf Dann gibt es — durch Vertauschen der u,,
bzw. #,, — nach § 1, 2. auch ein von Null verschiedenes durch das Ideal

teilbares Polynom @, das ganze Funktion von x.;”fl wird, und das nach
Definition der Elementarteilerform durch B teilbar wird. é)a aber G

/,



246 E. Noether.

‘von _gleichem Grad wie j]‘” wird, muB es bis auf eine GroBe aus P (u)
als Faktor mit B iibereinstimmen und somit wird notwendig 7’ -gleich f.
Damit wird aber E¥ — das als ganz und primitiv in den #,, voraus-
gesetzt werden darf — von der Form

: o il . of 5 o af S =
E¥ =) .. am? = S (1) g (y7, ) = ST, () k. (7).

wo die 7, Potenzprodukte der ¢ bedeuten, und die % durch g teilbar
werden. Daher erhilt man ein ebenfalls zu a gehsrendes Polynom, wenn
in den 7), jeder Exponent der einzelnen ¢ durch das groBte darin enthaltene
Vielfache von pf ersetzt wird; das kommt aber, wie die obige Darstellung
ablesen 1aBt, darauf hinaus, in ¢;(¢) jeden Exponenten der ¢ durch das
groBte darin enthaltene Vielfache von p/ zu ersetzen. Durch diese Sub-
stitution geht E® iiber in ein Polyno‘"m der t,x;.,...,xn, das nach
Definition durch E® teilbar wird, und zwar wegen der vorausgesetzten
Primitivitdt auch in bezug auf die 7; es muB also mit E® identisch
werden, da der Grad in keinem Argumente zugenommen hat. Ist ins-
besondere P ein vollkommener Kérper, so wird also £ als ganze Funktion
von x”f, 1*” eine p/-te Potenz; handelt es sich daher um ein Primideal,
" so muf notwendig f gleich Null werden; die Elementarteilerform P wird
eine Primfunktion erster Art.

Die Zerlegung wird jetzt gegeben durch

Satz IV. Die Elementarteilerform P® eines Primideals laft in dem
aus dem Nullstellenkorper abgeleiteten Galoisschen Korper die explizite

Zerlegung zu:

PO= ] (@~ tiiFar — .. — lng Jus)°
== I[ (tli(yl — Jir) T oo tm‘(?/n s ym))a,
WO 1y, --us Ynv J€ €M zusammengehoriges von iy, ..., 1,; unabhingiges

Nullstellensystem der urspringlichen Unbestimmien y darstellt, verschie-
denen v verschiedene Linearfakioren enisprechen und wo der Expoment b
be: vollkommenem Korper P den Wert Eins, bei unvollkommenem den
Wert p’ (f > 0) hat. Dadurch ist bei Adjunktion neuer Unbestimmien v
die Zerlegung der in bilinearen Verbindungen der w und v an Stelle der
uyy geschriebenen Elementarteilerform mitbestimmi:

P(i’(u, v>: Hz—vZ, —...— viin)",

wo O die gleiche Bedeutung wie oben hat. Ebenso ist die Zerlegung der
Norm esnes Primideals oder esnes Primdrideals mit p als zugehorigem
Primideal — als Potenz won P® — mjtgegeben. '

v o/
Als Korollar aus Satz IV kommt noch: Stimmen zwei Primjdeale. fa
in threr Elementartez‘{grform pe wberein, so sind sje _z'dentz'sch.é,f’ R

i e o mania S—— 2
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Der Beweis von Satz IV wird auf den Nachweis hinauskommen, daB
die Elementarteilerform P mit der Fundamentalgleichung des Erweiterungs-
kérpers (P (u, z;, ;,,..., %,)) von (P (%, &;,4,..., ,)) identisch ist. Vor-
erst gehe man — um Einblick in die Abhéngigkeit von den Unbestimmten #,,
bzw. t,, zu gewinnen — auf den Restklassenkdrper (&) von p iiber, der
nach dem bei der Definition des algebraischen Rangs Gesagten vom alge-
braischen Rang n» — ¢ in bezug auf (P) werden muB, wo (P) den durch
Elemente aus P reprisentierten Teilkdrper bedeutet.4 Denn (&) entsteht
durch Adjunktion der Unbestimmten % bzw. # zu ¢inem (&) isomorphen
Teilkorper, der durch Quotientenbildung aus allen und nur den Klassen
hervorgeht, die durch Polynome aus & reprisentiert werden konnen, wo-
bei (P) und (P) einander entsprechen. Der algebraische Rang von (&
in bezug auf (P (z)) ist also gleich dem dieses Teilkérpers in bezug auf (P),
und somit wegen des Isomorphismus gleich dem von (&) in bezug auf (P).
Da (®)sich rational, mit Koeffizienten aus (P), aus den Klassen (y, ), . .., (#,)
ableiten 1a8t, miissen also unter diesen Klassen (n — 7) algebraisch un-
abhingige sein, und (&) entsteht als endlicher algebraischer Erweiterungs-
korper dieses durch Adjunktion der (n —¢) Klassen zu (P) erzeugten Teil-
kérpers*).

Adjungiert man nur die in ;_ , ..., z, auftretenden Unbestimmten 7,,,
so entsteht wieder ein Restklassenkorper, der die Klassen (y,), ..., (,)
und (#,,,), ..., (2,) enthdlt und endlicher algebraischer Erweiterungs-
korper von (P(tsz, ;. 4, ..., %,)) Wird — es handelt sich dabei um Korper,
die zu Teilkérpern von (®) isomorph sind, nicht damit identisch; da bei
verschiedenen Unbestimmten die Restklassen zwar durch dieselben Ele-
mente reprisentiert werden, aber nicht identisch sind, da sie nicht die
gleichen Elemente enthalten. Bei der Abhéngigkeit der Klassen (y) von
(P (fo2+ ;445 «--» %,,) gehen also nur die Unbestimmten #,, ein; man bilde jetzt,
durch Adjunktion von £;,...,%,;, die Klasse (z,)= (¢4, + .. +%.,9.),
und es seien (2;,) = (435 41» + - - - + tnsYn») die r verschiedenen konjugierten
Werte, welche in dem in bezug auf (P(fs., 155 -+vs Ini> Tits « o> Zn))
Galoisschen Korper gelegen sind. Dann wird — je nachdem es sich um
Erweiterungen erster Art handelt oder nicht — das Produkt iiber die
Faktoren ¢ — (x;,) oder iiber ihre p7-ten Potenzen eine Primfunktion (@)
in bezug auf (P(¢,2;,,,...,2,)); denn da es Elemente vom Grade r-p’

4) Diese Bemerkung zeigt, daB Satz III mit Korollar direkt fiir den Nullstellen-
korper & von p hitte ausgesprochen und bewiesen werden kénnen. Durch den Uber-
gang zum transformierten Ideal wird aber erst erreicht, daf in den groSten primaren
Komponenten gleicher Dimension eines beliebigen Ideals bei den Nullstellen die
gleichen Parameter auftreten; und damit ergibt sich erst der Zusammenhang mit
Norm und Elementarteilerform eines beliebigen Ideals.
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gibt (§1,15.), mul notwendig (z;) fn, solches sein, da jedes Element
durch Spezialisierung der ¢,;,...,7,, entsteht; (z;) wird aber Nullstelle
von (G@). Geht man zu dem isomorphen Nullstellenkérper von p und
dem daraus abgeleiteten Galoisschen Korper iiber, so 1aBt also hier G
eine Zerlegung in Linearfaktoren ¢ — #,;%,, — - .. — tu; Yn» bzw. ihre p/-ten
Potenzen zu. Nun wird aber, da (G) fiir = (z;) verschwindet, G(z;)
durch p und somit durch P teilbar, und als Primfunktion in bezug auf
P(u,;.,,...,x,) und als primitiv in z,,,,..., , mit P identisch;
somit ist die erste Zerlegung von Satz IV bewiesen.

Um zu der zweiten Zerlegung iiberzugehen, ist zu bemerken, daB die
Eigenschaft, Erweiterung erster Art zu sein oder nicht, bei Adjunktion
von Unbestimmten erhalten bleibt. Bildet man also, nach Adjunktion
von v,, ..., v, und aller ¢,,, die Klasse (z) = (v,2, + ...+ v;z,) und die
konjugierten Klassen (z,)= (v;2y, +— ... - 9;2; ), so wird das Produkt
iiber alle ¢ — (z,) bzw. ihre p/-ten Potenzen wieder eine Primfunktion (H),
die fir ¢ = (2) verschwindet. Somit wird H wie oben als Produkt von
Linearfaktoren darstellbar und mit der Elementarteilerform des aus p
durch Zusammensetzen der Transformation (1) mit z =2, + ...+ 9;2;
abgeleiteten Primideals identisch; diese Elementarteilerform entstehv aber
- wegen der gegenseitigen Spezialisierung — aus P® dadurch, da8 die u,,
durch gewisse bilineare Verbindungen der % und v ersetzt werden'®). Mit
diesen Zerlegungen ist aber auch die Zerlegung der Norm als Potenz von
P mitgegeben®), ebenso die von Norm und Elementarteilerform eines
Primirideals mit p als zugehérigem Primideal.

Stimmen schlieBlich zwei Primideale in der Elementarteilerform P
iiberein, so stimmen sie als Folge der obigen Zerlegung in ihren Null-
stellen iiberein, sind also gegenseitig durch einander teilbar und somit
identisch.

(’ .\ § 4-
Arithmetische Fassung des Dimensionshegriffes.

Eine erste von der Einfithrung transformierter Ideale unabhingige
Fassung des Dimensionsbegriffes ist gegeben durch

Satz V. Die Dimension eines Primideals ist gegeben durch den
algebraischen Rang seines Restklassenkorpers. Die Hochstdimension eines

) Vgl. H-N., § 7.

.2%) Es handelt sich bei Erweiterungen erster Art, also insbesondere bei voll-
kommenen Korpern, um die erste Potenz; bei anvollkommenen Korpern aber um die
p?-te Potenz, wie in § 6, Satz XIIT und XIV, gezeigt werden wird.
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Ideals ist gleich der hochsten der Dimensionszahlen seiner zugehorigen
Primideale. *

Der erste Teil von Satz V war bewiesen in der ersten Bemerkung
zu Satz IV, wo gezeigt war, daB der algebraische Rang des Restklassen-
korpers (&) von p gleich dem des Restklassenkdrpers (&) von p wird,
also gleich der Dimension von p in Ubereinstimmung mit §1, 8. Zum
Beweis des zweiten Teiles sei m = [q,,..., q,] eine kiirzeste Darstellung
durch groBte primére Komponenten; dann kann vererst kein ¢, als Teiler
von nt, hohere Dimension besitzen als m. Das Produkt aller q wird
aber durch m teilbar, und somit auch das Produkt aller Elementarteiler-
formen der einzelnen q; ist somit (n — ¢) die hochste der Dimensions-
zahlen der q, so enthilt m ein Polynom G® <4 0, kann also auch nicht
von hoéherer Dimension sein als #— 7. Die Dimensionszahlen der q
stimmen aber nach Satz I mit denen ihrer zugehérigen Primideale iiber-
ein. Definiert man ohne Einfilhrung transformierter Ideale die Dimension
eines Primideals durch den algebraischen Rang des Restklassenkorpers, so
gibt der zweite Teil von Satz V die Definition der Héchstdimension eines
beliebigen Ideals.

Um den Dimensionsbegriff andererseits durch Ketten von Primidealen
fassen zu konnen, was wieder unabhéngig von der Einfiithrung transformierter
Ideale wird, ist in Ergénzung von Satz II zu zeigen:

Satz VI. Jedes wom Einheitsideal verschiedene Primideal besstzt
— nach eventueller Adjunktion von Unbestimmien — mindestens ein Prim-
rdeal als Teiler, dessen Dimension um genau eine Einhest abgenommen hat.

Ist ndmlich p von der Dimension (» — z) > 0 und bedeutet » eine
neue Unbestimmte, so wird ¢=(p, z;— v) ein Ideal von der gesuchten
Eigenschaft. Das folgt aus einer isomorphen Zuordnung; es kommt
¢=(p*, x;,—v), wo p* aus p dadurch entstanden ist, daB z, durch die
Unbestimmte » ersetzt ist und » dem Koeffizientenbereich adjungiert
wird; ebenso entstehen die Restklassen durch Ersetzen der Klasse (z;)
durch (v). Nun geht aber p in sich iiber, wenn 2; zu P (%) adjungiert wird; aus
h(z,)f(z)=0(p), h(z;)== 0 folgt nimlich notwendig f(2)=0(p); denn
enthielte p ein nur von 2, abhingiges Polynom, so enthielte es auch ein
nur von z, abhingiges, wire also gegen Voraussetzung hochstens von der
Dimension Null. Bei der Zuordnung » ~ z; entspricht also der Nullklasse
nach ¢ notwendig die Nullklasse nach p, und natiirlich gilt auch das
Umgekehrte. Somit ergibt sich eine isomorphe Zuordnung zwischen dem Rest-
klassensystem nach p und c¢; letzteres besitzt also keine Nullteiler, ¢ wird
Primideal. Vermdge dieser isomorphen Zuordnung entspricht der algebra-
ischen Abhingigkeit zwischen (2;) und (P(w, ;,,, ..., z,)) eine Relation

Mathematische Annalen, 90. 17
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zwischen (;_,), ...,(z,) in bezug auf (P (u,v)), wihrend fiir i=1,...,7 —1
die Abhingigkeiten zwischen (z,) und (P(w, 2, 4, ..., 2,)) als solche er-
halten bleiben und daher den algebraischen Rang nicht weiter erniedrigen;
der algebraische Rang hat um genau eine Einheit abgenommen. ‘{;War
p von der Dimension Null, so wird ¢ das Einheitsideal; das obigel Re-
sultat bleibt also erhalten. Tm urspringlichen Bereich § wird somit
a=(p,vo+vy +...+0v,9,), wo v, fiir — ¢, gesetzt ist, ein Ideal von
der gesuchten Beschaffenheit. Enthalt P insbesondere unendlich viele Ele-
mente, so lassen sich », »,, ..., v, immer so zu Elementen aus P speziali-
sieren, daB Norm und Elementarteilerform und somit die Dimension von
a gleich wird der des spezialisierten Ideals b *7), wobei die Elementar-
teilerform allerdings nicht Primfunktion zu bleiben braucht. Nach Satz V
besitzt aber b mindestens ein zugehoriges Primideal der gesuchten Di-
mension; geht man wieder zu J zuriick, so gilt hier also Satz VI ohne
Adjunktion irgendwelcher Unbestimmten.

Satz IT und Satz VI ergeben unmittelbar die gewiinschte Fassung nach

Satz VII. Ein Primideal p ist von der Dimension n — 7, wenn es
— bei eventueller Adjunktion von Unbestimmiten — mindestens eime Kette
von 14 (n—¢)+1 Primidealen gibt

—
‘pl):’p’ pl""’pn—‘i; pn—i+1"5-‘~'

von denen jedes ein echier Teiler des unmittelbar vorangehenden ist, wenn
aber keine derartige Kette von groferer Gliederzahl existiert. Diese De-
femition gilt auch im wurspringlichen Bereich, und zwar ohne Einfihrung
trgendwelcher Unbestimmiten, wenn P unendlich viele Elemente enthdlt*®).

Vorerst ist klar, daB das letzte Element der Kette gleich dem Ein-
heitsideal werden mu8 — das der Definition des Primideals geniigt —,
da sich sonst die Kette durch Zufiigung von o verlingern lieBe; fiir o
selbst ergibt sich nach Satz VII die Dimension —1 in Ubereinstimmung
mit § 1, 8. Sel jetzt p von p verschieden und von der Dimension n — 7,
so kann die Gliederzahl der Kette hochstens 1+ (» — 7)1 betragen,
da nach Satz IT nicht zwei Primideale gleicher Dimension auftreten konnen.
Es existiert aber nach Satz VI — bei eventueller Adjunktion neuer Un-
bestimmten — mindestens eine Kette dieser Gliederzahl, indem die Di-

1% Vgl. H-N., letzter Absatz von § 7.

18) Diese Kettendefinition der Dimension ergibt im Fall des algebraischen Zahl-
korpers die Dimension Null fiir die gewohnlichen Primideale, die Dimension —1 fiir
das Einheitsideal und die Dimension 1 fiir das Nullideal; tatsichlich geniigt ja auch
letzteres -der Definition der Primideale — im Korper ist ein Produkt von nicht ver-
schwindenden GrdB8en stets von Null verschieden. Satz II bleibt bei dieser Definition
der Dimension im algebraischen Zahlkorper erhalten.
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mension bei jedem Glied der Kette um genau eine Einheit abgenommen
hat. Legt man Satz VII als Definition der Dimension zugrunde — eine
Definition, die sich offenbar genau gerade so im urspriinglichen Bereich
aussprechen 148t und bei der nach Satz VI die Einfiilhrung von Un-
bestimmten unnétig wird, wenn P unendlich viele Elemente besitzt —,
so ist die Definition der Hochstdimension eines beliebigen Ideals wieder
durch den zweiten Teil von Satz V gegeben.

§ 5.

Einordnung der Grundideale und ihrer Komponenten in die allgemeine
Idealtheorie. Nullstellen der Ideale.

Es handelt sich um die Charakterisierung der Grundideale und ihrer
Komponenten (§ 1, 7.) durch isolierte Komponenten der Zerlegung (§1, 13.)
im Sinne der allgemeinen Idealtheorie. Diese Charakterisierung wird das
Parallelgehen der Zerlegungssitze der Normen mit denen der allgemeinen
Idealtheorie zeigen und wird gestatten, die in § 3 fiir Primideale und
Primérideale gegebene Theorie der Nullstellen fiir beliebige Ideale aus-
zusprechen. Fiir die Grundideale gilt

Satz VIII. Die Grundideale i-ter Stufe g, sind die isolierten Kom-
ponenten der Zerlegung, die eindeutiq bestimmi sind durch die Gesamthest
der zugehorigen Primideale der Dimensionen n—1,n—2, ..., n—3.
Sind alle zugehorigen Primaideale von derselben Dimension, so wird auch
das ldeal von dieser Dimension; d.h. es tritt nur ein Faktor R® der
Norm auf; allgemein besitzt die Norm so viele von der Einheit verschiedene
Faktoren R®, R%?, R“*? ..., als verschiedene Dimensionszahlen wunter
den zugehorigen Primidealen aufireten.

Dem Beweise vorausgeschickt sei

Hilfssatz VI. Ist esn Ideal dargestellt als kleinstes gemeinsames
Vielfaches, m = [a,, ..., a.], so wird sesn Grundideal g; kleinstes gemein-
sames Vielfaches der Grundideale z-ter Stufe V), der a.

Denn aus
b(i-}—l)fE O(m), b(‘i-rl)+ 0 fO]gt b(tH—l)fZ 0 (al)’ b(‘H—l) + O;

es wird also g, darch [}, ,..., 0, ] teilbar. Umgekehrt folgt aus

$19 °
i1 o b+1
c'_iz )fl_o(al), c(z+)=*___0
auch
eftY L M =0(m), eV ...cf 49,

und damit die umgekehrte Teilbarkeit, womit der Hilfssatz bewiesen ist.
17*
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Seien jetzt die zugehorigen Primideale von m nach der Dimension
angeordnet (wo natiirlich gewisse Dimensionen auch fehlen kénnen, j, = 0)

pl,p R pl,jl; :Pz’l, a sisly pg,jz; oo #1125 'pn’jn9

wo allgemein p,  ein Primideal der Dimension # — 4 bezeichnet; q, , sei
das in einer festen gegebenen Zerlegung von m auftretende entsprechende
primidre Ideal. Dann wird das Grundideal ¢-ter Stufe nach Definition
gleich dem Einheitsideal fiir alle q, ,, fiir die 2> ist; fir 2 <7 aber
wird nach Satz I dieses Grundideal gleich g, ,. Somit kommt nach Hilfs-
satz VI:

(5) Qz‘:[%,x""’qx,jl; . qi’l,...,qi’ji],

und diese Darstellung 148t g; als isolierte Komponente der Zerlegung
erkennen, da keines der zu g; gehérigen Primideale in einem der iibrigen
Primideale, die siamtlich von niedrigerer Dimension sind, aufgehen kann.

Treten speziell unter den zugehérigen Primidealen nur solche der
Dimension #» — 7z auf, so wird g, ..., g;_, nach (5) gleich dem Einheits-
ideal, g;=g;,,=...=m; es wird also R,=R®. Sind aber Prim-
ideale verschiedener Dimension vorhanden, ist etwa j,, j;, o> J;ips - -+ VODR
Null verschieden, so wird nach (5):

BT &+ Qo Gy F oo
aber
H=8=--=8_,=0, =8 1= =8io-1>""

es werden also die Faktoren R®, R®*?, R®*” und nur diese von der
Einheit verschieden??).

Vermoge Satz VIII 148t sich Satz I verschirfen zu

Satz IX. Ein Ideal ist dann und nur dann primdr, wenn seine
Elementarteslerform — und folglich seine Norm — eine Primdrfunktion ist.

DaB die Bedingung fiir priméire Ideale erfiillt ist, war in Satz I ge-
zeigt. Sei jetzt umgekehrt die Elementarteilerform von m gegeben durch
QY= (P?), wo P eine Primfunktion bedeutet. Dann sind nach
Satz VIII alle Primideale von m von derselben Dimension n — 7. Aus
m=[q;, .-, §a] ergibt sich:

W= 0(q1); also (P®)2= 0(p;) und somit PP=0(p,).

%) Aus Satz VIII ergibt sich wieder unter Beachtung von Hilfssatz II, da8 die
Grundideale — als Kkleinste gemeinsame Vielfache von transformierten Idealen —
transformierte Ideale werden. Da Satz VIII nur auf Sitzen aus H.-N. beruht, wo
diese Tatsache nicht benutzt wird, so ergibt sich damit ein neuer Beweis, der zugleich
den inneren Grund aufdeckt. Der Satz wird bei H.-N. nur bei der Theorie der Null-
stellen verwendet, die ja hier neu entwickelt ist.
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== Da nun alle p; von der Dimension n — ¢ sind, und P? eine Primfunktion
bedeutet, so wird P? gleich der Elementarteilerform von jedem p;. Somit
stimmen nach dem Korollar zu Satz IV alle p; iiberein; es kann also,
da es sich um grofte primire Komponenten handelt, nur ein p auftreten;
m wird primér, wobei fiir ¢ =1 der Spezialfall prim nicht ausgeschlossen
ist. Satz VIII und Satz IX fithren zur Einordnung der Komponenten
der Grundideale nach

Satz X. Die Komponente 1, des Grundideals g;, die dem groften
premdren Faktor Qf) = (P®)% von R™ entspricht, ist gegeben durch die
1solierte Komponente der Zerlegung, die eindeutiq bestmmt ist durch die
2ugehorigen Primaideale der Dimensionen n—1,...,n — 1% +1 und durch
dasjenige Primideal von der Dimension n— ¢, dessen Elementarteiler-
form gleich P wird. Zugehiorige Primideale und grofte primdire Fok-
toren der Norm entsprechen sich eineindeutiq.

' Nach §1, 7. stimmen die t; mit ihrem Grundideal ;-ter Stufe iiberein,
und besitzen g;_, als Grundideal (¢ — 1)-ter Stufe; sie lassen also nach
Satz VIII bzw. (5) eine kiirzeste Darstellung zu: v2={gi—1, Gz,15--->G4¢;]>
wo alle g von der Dimension n — ¢ sind und zu verschiedenen Primidealen
gehoren. Nach der Definition von Qf) kommt — unter Beriicksiehtigung,
daB r; mit seinem Grundideal :-ter Stufe iibereinstimmt — :

O =0(qs); (¢=1,...,1;) und folglich
(@)= 0(g;.); also (P™)%% = 0(p;,) und somit\P@EO(p;,x),

.~ woraus wie beim Beweise von Satz IX folgt, daB in der Darstellung
von 1, nur esn q; und zugehériges p, der Dimension » — ¢ auftreten kann;
und daB die Elementarteilerform von p; durch P gegeben ist.2Es ist p1
als zugehoriges Primideal von m nachzuweisen und zu zeigen, daf g; in
mindestens einer Darstellung von m durch grofite primire Komponenten
wirklich auftritt; dann ist damit auch r; als isolierte Komponente der
Zerlegung erkannt, da kein Primideal in einem von gleicher oder
niedrigerer Dimension aufgehen kann und zwar als Komponente, die be-
stimmt ist durch p; und alle zugehérigen Primideale héherer Dimension.
Zu diesem Nachweis ist nur zu zeigen, daB q; in einer kiirzesten Dar-
stellung von g; auftritt, da sich eine solche nach Satz VIII immer zu
einer kiirzesten Darstellung von m ergéinzen 1iBt; es ist also nur zu zeigen,
daB die Darstellung g,=[r,,..., %) =[g;_5, qy>---» o] eine kiirzeste
wird. Ginge nun etwa g; in seinem Komplement auf, wire also
Gi—101--- Gi=10qz41 ... §, durch g; teilbar, so wiirde daraus wegen g;_1== 0 (q2)
die Teilbarkeit einer Potenz von q, durch g; folgen fiir u 4 1; es wiirden
also, da die zugehérigen Primideale p, und p; beide gleicher Dimension
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sind, diese Primideale nach Satz II iibereinstimmen; das ist aber un-
méglich, da ihre Elementarteilerformen P.” und P;” nach Definition ver-
schieden sind. Die Darstellang von g,, der nach Satz V1II alle zuge-
hérigen Primideale der Dimension n — ¢ entsprechen, zeigt weiter, daB
jedem solchen Primideal auch wirklich ein gréfter priméirer Faktor der
Norm entspricht; das eineindeutige Entsprechen ist somit bewiesen,

Satz X ergibt unmittelbar die Ubertragung von Satz IV nach

Satz XI. Die esnzelnen groften primdren Fakioren Q/f_t) = (P
der Norm lassen eine Produkidarstellung zu:

Q,m = JT(%—t;Gr— ... — tniﬂnv)aze;‘

== ]](tu‘(?h— 1717) 'II_ e _IL' tni(yn_ ?—/-uv))ls"-g’.':

WO Y1y - .5 Ynv J€ €In zusammengehoriges, von iy, ..., ty; unabhdingiges
Nullstellensystem des zugehérigen Primideals p;, in den ursprimglichen
Unbestimmten y darstellt, und 6, den Wert Eins oder p!. besitzt; dadurch
18t die Zerlegung der Norm in Linearfakioren wvollstandig gegeben. Der
Grad wvon Q;fi’ g¢bt den Grad des durch Restklassen aus g;_, reprdsen-
tierten Teilrings der Restklassen nach der isolierten Komponente t,, und
zwar in bezug auf den durch Quotientenbildung abgeleiteten Restklassen-
teslkorper (P(u, ;. ,, ..., x,)); be primdren Idealen handelt es sich also
um den Ring aller Restklassen. Ber Adjunktion meuer Unbestimmien v
kommi noch die Zerlegung:

N, v)= [T (2 — 01 Fyp— ... — 0;5,) 1%
Es handelt sich, da P, nach Satz X als Elementarteilerform von P
erkannt, tatsichlich nur um das Einsetzen der Zerlegung von Satz IV;

die Bemerkung iiber den Grad aber ist nur eine andere Fassung des in
§1, 5.und 7. Gesagten??).

§ 6.
Charakterisierung der Primideale und eigentlichen Primirideale durch
Elementarteilerform und Norm.

In Satz IX waren die Primirideale durch Elementarteilerform und
Norm charakterisiert, aber nur in der Art, daB prim als Spezialfall .von

20) Ebenso ist auch die in Anm. ?) von H.-N. erwihnte Fassung der Multiphzitit
eine unmittelbare Folge von Satz X. Denn das Restklassensystem g, . |t, ist'— bei
Adjunktion von &, ,, ..., 2, — isomorph zu t, [v;, wo t,=[g; ., Tyeeos G Bpp o 5%, ]
gesetzt ist, wie das Zuriickgehen anf Moduln aus Lmearfqrmen (H-N Satz V) in
Anbetn'acht der Teilerfremdheit der Q"" unmittelbar zeigty ¥ t;|r; wird isomorph zu
AL )(Da.bel entsteht f, aus dem Komplement von q; bei Ad]unktmn von
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primér zu betrachten war. Es handelt sich jetzt um die Trennung von
Primidealen und eigentlichen Primiridealen; die Uberlegungen werden
denen von § 3 parallel laufen. Bedingungen, die entweder notwendig
oder hinreichend sind, lassen sich leicht angeben nach

Satz XII. Eine notwendige Bedingung fir ein Primideal ist, daf
die Elementarteilerform Primfunktion ist, eine hinreichende, daf die Norm
Primfunktion ist. M. a. W. die Elementarteilerform eines Primideals st
stets eine Primjfunktion, die Norm eines eigentlichen Primdrideals stets
erne eigentliche Primdrfunktion.

DaB8 die Elementarteilerform eines Primideals eine Primfunktion wird,
war schon in Satz I gezeigt. Sei jetzt die Norm R, gleich einer Prim-
funktion;’ es ist zu zeigen, dal bei dieser Voraussetzung jeder echte
Teiler a von q von niedrigerer Hochstdimension wird, wodurch g nach
Satz II als Primideal erkannt ist. In der Tat wird nach § 1, 6. der
erste Faktor der Norm R,, der von dem entsprechenden von R, ver-
schieden ist, ein echter Teiler; wegen R,— P® muB somit der Faktor R
von R, gleich einem echten Teiler von P, also gleich der Einheit werden;
a wird von niedrigerer Hochstdimension.

Ein zweiter einfacher Beweis beruht auf dem auch dem folgenden
Satz zugrunde liegenden -

Hilfssatz VIL Das durch Polynome H® reprasentierte System
der Restklassen nach der Elementarteilerform E® eines Primdrideals —
allgemeiner eines Ideals, das nur zugehérige Primideale der Dimension
n — 1 besitzt — ist isomorph einem Teilsystem der Restklassen nach diesem
Ideal. Der Grad der Elementarteslerform ¢ibt den Grad dieses Rest-
klassensystems in bezug auf den Quotientenkorper (P(u, x; ., ..., z,)) an.

In der Tat 148t sich eine Zuordnung herstellen dadurch, daB8 die
durch gleiche Polynome H® reprisentierten Klassen einander zugeordnet
werden; Summe und Produkt entsprechen dabei Summe und Produkt.
Die Zuordnung ist aber auch eineindeutig; denn alle der Nullklasse nach
dem Ideal angehorenden Polynome H sind nach Definition durch E®
teilbar; der Nullklasse entspricht also die Nullklasse nach £, und natiir-
lich gilt auch das Umgekehrte.

Sei jetzt die Norm eines Ideals eine Primfunktion P, also mit der
Elementarteilerform identisch. Folglich stimmen die Grade der Rest-
klassensysteme nach der Elementarteilerform P® und nach q in bezug
auf (P(u,,,,,...,,)) iberein; das dem Restklassensystem nach P®
isomorphe Teilsystem ersehopft also die Restklassen nach ¢; und da dies
System keine Nullteiler besitzen kann, wird q Primideal.
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Im aligemeinen liBt Satz XII sich nicht zu notwendigen und hin-
reichenden Bedingungen verschirfen, wie weiter unten an Beispielen ge-
zeigt werden wird. Dagegen ist dies der Fall, wenn der Koeffizienten-
bereich P ein vollkommener Korper (§ 1, 14.) ist, nach

Satz XIII. Ist der Koeffizientenbereich P ein vollkommener Korper,
so werden Norm wund Elementarieilerform eines Primideals Primfunlktionen
und folglich identisch, Norm wnd Elemeniarteilerform eines eigentlichen
Primdrideals eigentliche Primdrfunkiionen. Die Bedingung, daff die
Elementarteilerform Primfunkiion ist, ist also ber vollkommenem Korper
eine notwendige und hinreichende fir ein Premideal; statt der Elementar-
teilerform kann in der Bedingung auch die Norm stehen.

Unter Beriicksichtigung von Satz XII wird Satz XIII bewiesen sein,
wenn gezeigt ist, daB bei vollkommenem Korper das Ideal Primideal
'Wird, sobald die Elementarteilerform Primfunktion ist; und daB dann die
Norm gleich dieser Primfunktion wird. Nun war in Hilfssatz V, § 3 ge-
zeigt, daB bei vollkommenem Kéorper die Elementarteilerform eine Prim-
funktion erster Art wird, sobald sie iiberhaupt Primfunktion ist. Bedeutet
daher () den durch Adjunktion von (z;) zu (P(%,2;,,,...,%,)) ent-
standenen Restklassenkorper (P (w, z;,%; 4, ..., ¥,)) hach P? so wird (z;)
Nullstelle der Primfunktion erster Art (P"), und folglich sind, wie etwa die
Lagrangesche Formel zeigt, (y,), ..., (%,) in (%) enthalten. Das nach
Hilfssatz VII zu (R) isomorphe Teilsystem der Restklassen nach dem
betrachteten Ideal ¢ — wobei es sich nur um Auitreten von Nennern
aus (P(u, 2;,,,...,,)) handelt — enthilt also die Restklassen (y,),...,(%,)
und erschopft folglich das Restklassensystem nach ¢; da es aber als zu
(R) isomorph keine Nullteiler besitzen kann, wird q Primideal. Der Grad
dieses Restklassenkérpers (&) von g in bezug auf (P (u, 2,4, - - ., ,)) wird
gleich dem Grad der Norm von q; andererseits wegen des Isomorphismus
zu (R) gleich dem Grad der Elementarteilerform P®; somit miissen
Norm und Elementarteilerform iibereinstimmen.

Bei unvollkommenem Korper 148t Satz XII immerhin noch die Ver-
schirfung zu:

Satz XIV. Ist der Koeffizientenbereich P ein wunvollkommener
Korper von der Charakteristik p, so wird die Norm eines Primideals die
p?-te Potenz der Elementarteslerform; es wird 0 < g < (¢ —1)f, wo f den
Exponenten der Elementarteslerform, n — ¢ die Dimension des Primideals
bedeutet. ’ .

Satz XIV kommt auf die Behauptung hinaus, da der Restklassen-
korper (&) von p vom Grade p9(g > 0) in bezug auf den zu (R) iso-
morphen Teilkérper (R') = (P (u, ;, %; .4, ., %,)) wird. Das wird aber
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unmittelbar aus den in § 1, 15. angegebenen Steinitzschen Sétzen folgen,
genauer aus

Hilfssatz VIII. Ist & eine endliche Erweiterung des wunvollkom-
menen Korpers Q vom reduzierten Grade r und Exponenten f, &, der in
enthaltene Korper erster Art, M ein Zwischenkorper von Ly und £, so
wird der Grad jedes Elementes aus L in bezug auf W eine Potenz von p,
wo p die Charakieristik von 2 bedeutet.

Denn es gehort die pf'-te Potenz (f’ < f) jedes Elementes z aus 2

zu L,; somit wird z Nullstelle einer aniunktlon G(t)=(t—2)* " m
Koeffizienten aus £,. Sei H(t)=(t— z)° die Primfunktion in M mlt
der Nullstelle z; dann hat H(¢) auch Koeffizienten aus £,(z) und somit
gehéren die Koeffizienten von H(#) dem Durchschnittskérper von 9 und
€,(z) an, also einem Zwischenkorper von &, und €,(z). Der Grad von z
in bezug auf Yt wird also gleich dem Grad in bezug auf diesen Zwischen-
kérper, somit als Teiler von p7’ eine Potenz von p.

Zum Beweise von Satz XIV ist jetzt nur zu bemerken, daB der
Korper (R')=(P(u,z;, #;,4,---,%,)) vom Grad r.-p/ in bezug auf
(P (%, ;.;,...,%,)) sein muB, wenn r den reduzierten Grad, f den Ex-
ponenten von (&) bedeutet; und daB folglich der in (&) enthaltene Korper
erster Art (&) Teilkorper von (R’) sein muB. Denn da es Elemente
vom Grade r-p’ in (&) gibt (§ 1, 15.), muB notwendig (z;) von diesem Grad
sein, da alle Elemente aus (&) durch Spezialisierung der #,, in (z;) ent-
tehen; der Exponent von (R) stimmt also mit dem Exponenten “der

Elementarteilerform iiberein und (=,)? " wird vom Grade r und Element
von (&,), somit primitives Element von (&,). Da aber (&) durch Ad-
junktion endlichvieler Elemente — etwa (2,),...,(%;_,) — zu(R’) ent-
steht, ergibt die endlich oftmalige Anwendung von Hilfssatz VIII den
gewiinschten Beweis und zugleich die Abschitzung fiir g.%*)

Es seien jetzt noch die Beispiele nachgetragen, die zeigen, da8 Satz XII
sich im allgememen nicht iiber Satz XIV hinaus verschirfen liBt; es
handelt sich um ein Primideal, dessen Norm gleich dem Quadrat der
Elementarteilerform wird (g > 0), und um eigentliche Primarideale, deren
Elementarteilerform Primfunktionen werden; letzteres Beispiel zeigt zugleich,
daB hier kein Analogon zu Satz XIV besteht, sondern daBl die Norm eine
beliebige Potenz der Elementarteilerform werden kann.

Der Koeffizientenbereich P entstehe durch Adjunktion zweier Unbe-
stimmten 1, u zu dem Korper der Restklassen modulo 2, sei also ein

21) Vgl. hierzu die parallel laufenden Uberlegungen bei A, Ostrowski, Zur arith-
metischen Theorie der algebraischen GréSen, Gott. Nachr. 1919, S. 279—298; ins-
besondere 8. 288, wo der entsprechende Satz ohne' Beweis ansgesprochen ist. o
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unvollkommener Kérper von der Charakteristik zwei. Es handle sich um

, das Ideal p = (y? + 4, y; + p), das Primideal sein mufl, da das Rest-

klassensystem (&) dem Kérper P(V 1, V u) isomorph wird. (&) wird vom
vierten Grad in bezug auf (P), vom reduzierten Grad r =1, vom Ex-
ponenten f= 2; die Elementarteilerform P() wird also gweiten Grades,
die Norm _ M&n Grades und somit \\ ‘at’ von P[) wie auch die
Moduldarstellung (3) § 1, 5. leicht nachrechnen liBt; es kommt P
= (Uy, Ung + Uy u‘,l) &y + (ugy o+ uy 2) oder auch nach geeigneter Multi-
plikation: z3 4 (b & + 1oy ).

Es entstehe jetzt P durch Adjunktion der einen Unbestimmten 2
zu dem Korper der Restklassen modulo 2, und es werde das Ideal
G=(ys + 4, 95 +2) = (y; +2, (3, +y,)°) zugrunde gelegt. Als Elementar-
tellerform kommt durch die Spezialisierung x4 = 1 aus der oben angegebenen
P® =2} + ﬂ.(tm—{-tﬂ), also eine Primfunktion, da #,,=(0), = (1)
zu der Primfunktion ] 44 fiihrt. § wird aber eigentlich primiir, da es
(9, +9,)°, aber nicht (y, + y,) enthalt. D1e Norm mufl gleich dem
Quadrat, ‘also gleich der p-ten Potenz, von P werden, da die Anzahl -
der in bezug auf Fdinear unabhéingigen Restklassen ven;‘q glelch vier betrigt.

DaB dies letztere Analogon zu Satz XTIV nicht immer erfiillt ist,
zeige folgendes Beispiel: P entstehe durch Adjunktion der Unbestimmten
4 zu dem Restklassenkorper modulo 3; es werde g = (yf + 4, (y,— y.z)g) zZu-
grunde gelegt, so dal es sich also wie oben um ein eigentliches Primér-
1deal handelt Die Elementarteilerform wird — unter Berucksmhtlgung,
dal auch y, ~+ 4 durch g teilbar — gleich P z, —}—).( o —;—t,‘,) also
Primfunktion; die Norm wird aber gleich dem Quadrat von P.‘ , da es
sich um sechs /h’r‘feamn’ abhingige Restklassen mnach § handelt.” Es tritt
hier also nicht die p?-te Potenz der Elementarteilerform auf.

Das erste Beispiel zeigt, daB bei unvollkommenem Koérper als Koef-
fizientenbereich genau wie in algebraischen Zahlkorpern Primideale von
hoherem als dem ersten Grad auftreten kénnen, wo p¢ als Grad des
Primideals zu bezeichnen ist. Die weiteren Beispiele sind als Analogon
zu Verzweigungsidealen aufzufassen, also dazu, daf eine Primzahl durch
eine hohere Potenz eines Primideals, durch ein Primirideal teilbar wird;
denn wie in Anmerkung %) gezeigt, entspricht die Elementarteilerform
der kleinsten ganzen rationalen Zahl, die durch ein Ideal in einem algebra-
ischen Zahlkérper teilbar wird.

§ 7.
Absolute Primideale.
. Ein_Primideal mit Koeffizienten aus P ‘wird als absolutes Primideal
bezelchnet wenn es Primideal bleibt in dem.algebraisch abgeschlossenen

b 7 -_;. 134 TS
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Korper A; zu dem P sich erweitern 148t°%). Entsprechend heiBit eine Prim-
funktion P mit Koeffizienten aus P absolute Primfumktion — absolut
srreduzibles Polynom -, wenn P Primfunktion in A bleibt. Die Cha-
rakterisierung der absoluten Primideale wird geleistet durch

Satz XV. Eine notwendige und hinreichende Bedingung fir ein
absolutes Primideal besteht darin, daf seine Elementarteilerform — die
als ganz und primitiv in den w vorausgesetzt-werden darf — eine abso-
lute Primfunktion als Polynom der x und w wird. Die Elementarteiler-
Jorm wird mit der Norm identisch, so daf3 die Bedingung sich auch fir
die Norm aussprechen laft.

Zum Beweise ist vorerst zu bemerken, daf allgemein Norm wund
Elementarteilerform bei algebraischer Erweiterung des Koeffizientenbereichs
erhalten bleiben. Denn die einzelnen Faktoren R® bzw. E® sind definiert
als grofite gemeinsame Teiler im Polynomsinn, eine Eigenschaft, die bei

algebraischer Erweiterung des Koeffizientenbereichs erhalten bleibt., Es =

bleibt also P auch Elementarteilerform von p beim Ubergang von P
zu A, also beim Ubergang zu einem vollkommenen Korper als Koeffizienten-
bereich; denn jeder algebraisch abgeschlossene Korper ist vollkommen,
wie die Definition unmittelbar zeigt. Nach Satz XIII ist daher eine not-
wendige und hinreichende Bedingung fiir p als absolutes Primideal, da8
P? Primfunktion in bezug auf A () wird; also absolute Primfunktion als
Polynom der z und %, wenn P? als ganz und primitiv in den # voraus-
gesetzt wird. Zugleich wird P nach Satz XIII auch mit der Norm von
p identisch, sobald A als Koeffizientenbereich zugrunde gelegt wird; also
gilt nach dem oben Bemerkten das gleiche auch bei Zugrundelegung von
P, womit Satz XV bewiesen ist.

Fir absolute Primfunktionen P mit Koeffizienten aus einem (end-
lichen) algebraischen Zahlkorper & gilt nun der Satz®?), daB P Prim-
Funktion bleibt, genauer absolute Primfunktion modulo jedes Primideals
aus R, héchstens mit Ausnahme von endlich vielen Primidealen aus 8.
Die Ubertragung dieses Satzes auf absolute Primideale stiitzt sich auf

Satz XVI. Wird als Koeffizientenbereich an Stelle eines Korpers der
Ring o* aller ganzen algebraischen Zahlen eines (endlichen) algebraischen
Zahlkorpers R zugrunde gelegt, so bleibt Norm und Elemeniarteilerform eines

2?) Ein algebraisch abgeschlossener Korper ist bekanntlich ein solcher, in dem
Jedes Polynom einer Unbestimmten in Linearfaktoren zerfillt. Existenz und wesent-
liche Eindeutigkeit des zu einem beliehigen Kérper gehdrenden algebraisch abgeschlos-
senen Korpers bei Steinitz,

23) A, Qstrowski: a. a. O. (Anm, ®1)); Hilfssatz S. 296, — Einfacherer Beweis bei
E. Noether, Ein algebraisches Kriterium fiir absolute Irreduzibilitit, Math. Ann. 85
(1922), S. 26—33, Nr. 7.
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Polynomideals als Norm wund Elementarteilerform erhalten modulo jedes
Primideals aus K, hochstens mit Ausnahme won endlich wvielen Prim-
idealen aus &.

Zum Beweise ist der zugrunde gelegte Polynombereich gegeniiber § 1, 1.
_ zu modifizieren. Es bestehe & aus allen Polynomen in y,,..., ¥, mit
Koeffizienten aus o*, also ganzen algebraischen Zahlen aus &; der Koef-
fizientenbereich von J sei 0*[%], d. h. alle Polynome in % mit Koeffizienten
aus 0% Ist 7 ein Ideal in &, so geht es vermdge (1) in ein transfor-
miertes Ideal m in & iiber. Es ist nachzuweisen, daB zur Bildung der
Norm nur eine endliche Anzahl von Polynomen aus o*[%] im Nenner
auftritt, worans Satz XVI direkt folgen wird.

Dazu ist vorerst zu bemerken, daB die Moduldarstellung (3) in § 1, 5.
zur Bildung der Einzelnorm hinauskommt auf eine Reduktion der Potenzen
von z;_, modulo einem in z;_, reguléren Polynom C =D Ui_s(u) zf , + nied-
rigere Glieder®*); dabei diirfen alle Koeffizienten von 0% insbesondere
also U,_,, als Grofen aus p*[u] angenommen werden. Da es sich um
sukzessive Reduktion von z,, ..., z;_, handelt, wird also die in den «
ganze Moduldarstellung auch ganz in op*[%] bis auf Potenzprodukte

b :f;l im Nenner. Das Produkt U, U,...U,, aufgefat als Polynom
in den u, definiert aber durch seine Koeffizienten ein Ideal t* aus &,
das mithin nur durch endlich viele Primideale aus & teilbar wird. Nimmt
man p* verschieden von diesen endlich vielen an, und legt als Koeffizienten-
bereich den Restklassenkorper nach p* zugrunde, so bleibt also die urspriing-
liche Moduldarstellung erhalten, indem nur jede Zahl aus o* durch ihre
Restklasse nach p* ersetzt wird.

Es lassen sich ferner Norm und Elementarteilerform, da sie nur bis
auf Faktoren aus p*[] bestimmt sind, auch in bezug auf o*[«] durch
m teilbar annehmen. Sei bei dieser Annahme etwa B® = V;(u)«! 4 nied-
rigere Glieder, so daB bei der Teilbarkeit aller g-reihigen Determinanten
des durch C“™" bestimmten Moduls ¢, vom Rang ¢ nur Potenzen von
V; auller den Uf‘. .. U:i]i im Nenner auftreten.- Wihlt man daher p*
auch noch verschieden von den endlich vielen Primidealen aus &, die in
dem durch V,V,...V, bestimmten Ideal aus § aufgehen, so bleibt B®
gemeinsamer Teiler dieser Determinanten bei Zugrundelegung des Rest-
klassenkorpers nach p* als Koeffizientenbereich und der Rang von %%,
bleibt erhalten, da (' eine o-reihige Determinante aus M-, war. SchlieB-
lich ist p* noch so zu wahlen, daB R“ jeweils groBter gemeinsamer Teiler
bleibt. Es durchlaufe D® alle. o-reihigen Determinanten aus 9.)22“_1, s0

2: g
daB nach Voraussetzung U... U 7' V¢ D = RO7” kommt, wo also

) Vgl. dazu H-N. § 4.



Eliminationstheorie und Idealtheorie. 261

die 7 keinen gemeinsamen, z enthaltenden Teiler im Polynomsinn be-
sitzen. Folglich enthilt das aus allen” 7'? abgeleitete Ideal ein Polynom
GO = W, (u) 2%, + niedrigere Glieder, W;=0; daB dabei G“*V als
regulir in z;, , angenommen werden darf, zeigt die Zusammensetzung der
Transformation (1) mit einer solchen von z;.,,..., %, mit neuen Un-
bestimmten als Koeffizienten. Wahlt man also p* auch noch verschieden
von den endlich vielen Primidealen, die in dem durch W, W,...W, be-
stimmten Ideal aus & aufgehen, so bleibt bei Zugrundelegung des Rest-
klassenkérpers nach p* als Koeffizientenbereich tatsichlich Ry als Norm
erhalten. Ganz entsprechend 148t sich p* weiter noch so wihlen, daf
auch E, als Elementarteilerform erhalten bleibt; Satz XVI ist damit
bewiesen.

Aus Satz XV und XVI folgt als Verallgemeinerung des Satzes iiber
die absoluten. Primfunkiionen und unter Benutzung dieses Satzes

Satz XVIL. Ist p ein absolutes Primideal mit ganzen Zahlen aus
einem (endlichen) algebraischen Zahlkorper & als Koeffizienten, so bleibt
p Primideal, genauer absolutes Primideal modulo jedes Primideals aus
R, hochstens mit Ausnahme von endlicn vielen Primidealen aus . ’

Zum Beweise sei die Norm R, von p wie in Satz XVI so gewihlt,
daB sie auch in bezug auf o*[%] durch p teilbar wird; es wird dann
R, = T(u)P? (z), wo P“(z) als ganz und primitiv in den % angenommen
werden darf. P® wird folglich nach Satz XV, aufgefaBt als Polynom in
% und 2 mit Koeffizienten aus €, eine absolute Primfunktion. Nach dem
Satz iiber die absoluten Primfunktionen behilt P® diese Eigenschaft
modulo jedes Primideals aus &, hochstens mit Ausnahme von endlich vielen
Primidealen aus ®. W&hlt man also p* verschieden von diesen endlich
vielen Primidealen, und nach Satz XVI noch verschieden von endlich vielen
weiteren Primidealen aus §, so wird P — dessen Koeffizienten aus o*
durch die entsprechenden Restklassen nach p* zu ersetzen sind — Norm
von p bei Zugrundelegung des Restklassenkorpers nach p* als Koeffizienten-
bereich P, und diese Norm wird absolute Primfunktion. Bei Zugrande-
legung von P als Koeffizientenbereich bleibt also p nach Satz XV absolutes
Primideal, womit Satz XVII bewiesen ist.

Gottingen, 8. Mai 1923.

(Eingegangen am 9. 3. 1923.)
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