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Zur Theorie der Polynomideale und Resultanten.

Yon
Kurt Hentzelt }.
Bearbeitet von Emmy Noether in Géttingen?).

Es handelt sich im folgenden um das allgemeine Problem der
Elimsnationstheorie, die gemesnsamen Nullstellen aller Polynome esnes
Ideals aus Polynomen zu bestimmen; oder was damit identisch ist, die
Nullstellen irgendeiner endlichen Anzahl von Polynomen, die eine Basis
des Ideals bilden; dabei wird sich zugleich eine begriffliche Deutung der
suftretenden Multiplizitdten ergeben. Die Koeffizienten der Polynome
konnen irgendeinem Kd&rper zugewiesen werden, die Nullstellen gehdren
dann dem daraus abgeleiteten algebraisch abgeschlossenen Korper an.
AuBerdem kann das Ideal ohne Beschriankung der Allgemeinheit als trans-
formiertes (§ 3) angenommen werden. Dann ist das wesentliche Resultat
das folgende:

Jedem Ideal m aus Polynomen ldfit sich eine Resultantenform zu-
ordnen:

By = RMzy.c.,) .  B®(z..c0) ... - B™(2,) = 0(m)

1) Kurt Hentzelt ist seit Oktober 1914 vor Dixmuiden vermiBt und mu8 su den
Toten gezihlt werden. Die hier gegebene Abhandlung ist eine vollstindig freie Be-
arbeitung des wesentlichsten Teiles seiuer Dissertation ,Zur Theorie der Formen-
moduln und Resultanten‘, mit der er im Sommer 1914 bei E. Fischer in Erlangen
promovierte. Diese ganz auf Grund eigener Ideen verfaBSte Dissertation iat liickenlos
sufgebaut; aber Hilfssatz reiht sich an Hilfesatz, alle Begriffe sind durch Formeln
mit vier und fiinf Indizes umschriebén, der Text fehlt fast vollstindig, so daB dem
Verstdndnis die grdBten Sohwierigieiten bereitet werden.. Zu der geplanten Um-
arbeitung ist er selbst niocht mehr gekommen,

Ioh gebe die Arbeit in rein begrifflicher Fassung wieder, wodurch eine groBe
Vereinfachung der durchweg in dem Grundgedanken auf Hentzelt zuriickgeh
Bewpise erzielt wird, und, wie ich hoffs,. die Schonheit der{Afbeit offenbar wir; L
Die Teile der Dissertation, dié sich — bei gegebener Basis — auf die Fre
Bildung der auftretenden Funktionen darch endlich viele Sohritte bezieh
einer gesonderten Verdffentlichung vorbehalten hleiben. (E~N.) T =
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derart, dap Ry, fiir alle Nullstellen von m und nur fiir diese verschwindet.
Ist n etn Tesler von m, und stimmen die Resultantenformen R, und R,
tiberein, so stimmen auch die Ideale n und m sdiberein.

Der zweite Teil des Hauptsatzes zeigt, daB die Resultantenform die
Nullstellen in charakteristischer Multiplizitat liefert. Dieser zweite Teil
ist ein Analogon dazu, daB zwei Ideale eines algebraischen Zahlkorpers,
von denen eines ein Teiler des andern ist, dann und nur dann iiberein-
stimmen, wenn ihre Normen iibereinstimmen; auch der innere Grund
beider Sitze ist der gleiche.

Es laBt sich namlich m als Linearformenmodul 9);_, auffassen, indem
man jedes Polynom als Linearform in den Potenzprodukten vona, ... x,_,
auffaBt und 2,,,...2, dem Koeffizientenbereich adjungiert. Der Resul-
tantenfaktor R“ wu'd dann gleich der Norm des zugehérigen Grund-
moduls (§1) ®,_, nach M, _,, wodurch sich auch sofort eine Deutung
der Multsplizstit — Produkt von Grad und Exponent eines Faktors
von R® — durch die Anzahl linear unabhingiger Restklassen ergibt?),
eine Tatsache, die bis jetzt nur in dem speziellen Fall bekannt war, wo
die Resultante sich fiir unbestimmte Koeffizienten definieren laBt3).

Zur Ableitung dieser Resultate werden in § 1 und 2 Sitze iiber
Moduln aus Linearformen gegeben, deren Koeffizienten ganze rationale
Zshlen oder Polynome einer Unbestimmten sind. Den Zusammenhang
mit den in § 3 eingefilhrten Idealen aus Polynomen vermittelt der
Isomorphiesatz des § 4. § 5 gibt den oben erwihnten zweiten Teil des
Hauptsatzes, § 7 den Satz iiber die Nullstellen, dem in § 6 eine all-
gemeine Eliminationstheorie vorausgeht. Hier wird zugleich, bei Einfiihrung
neuer Unbestimmten, die Zerlegung der Resolvente in Linearformen dieser
Unbestimmten bewiesen; und damit bei der hier gegebenen Elimination
ein einwandfreier Beweis fiir eine Kroneckersche Behauptung erbracht*).

) ?) Diese letzteren Resultate zeigen ihre eigentliche Bedeutung, wenn man die
Zerlegung der Ideale in primiire heranzieht; die einem primdren Ideal entsprechende
Multiplizitit ist dann definiert als Anzahl der linear unabhingigen Restklassen des
Komplements nach diesem Ideal; darauf soll an anderer Stelle eingegangen
werden. (E. N.)

3) Vgl. Macaulay, The algebraic theory of modular systems, Cambridge Traots 19
(Cambridge University Press, 1916); Nr. 67; auch Lasker, Zur Theorie der Moduln
und Ideale, Math. Ann. 60 (1905), S. 20—116; S. 98. DaB in diesem Fall Resultante
und Resultantenform iibereinstimmt, ist in den unter !) erwihnten, noch nicht ver-
offentlichten Sitzen.von Hentzelt gezeigt. (E. N.)

* 4) Der versuchte Beweie bei Konig, Algebraische GroBen (Leipzig 1908, Teubner),
.V, § 4 — fiir die Kroneckersche Eliminationstheorie '—.ist bekanntlich nicht gelnngen
DaB auch bei den von Kénig in die Kroneckersche Eliminationstheorie ei
Multiplitititen der zweite Teil des Hentzeltschen Hauptsatzes nicht gilt, ze:gt
Macaulay a.a. 0. 8. 28, wo weiter gezelgt wird, daB die Kroneckersehe Eliminations-
theorie nicht der Zerlegung in primare Ideale entsprmht. (E. N)
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§ 1.

Moduln aus Linearformen.

Unter ganzen GroBena, b, ¢, . . . werden in den beiden ersten Paragraphen
ganze rationale Zahlen oder Polynome einer Unbestimmten mit Koeffizienten
aus einem beliebigen, abstrakt definierten Korper P verstanden; unter
Linearformen a(£), b (&), ... solche in endlich viel Unbestimmten oo &
mit ganzen GroBen als Koeffizienten.

. Ein Modul ¥ aus Linearformen ist definiert durch die Bedingungen:
U enthdlt neben a(¢) und (&) auch die Differenz a(&) — b'(£); neben
a(¢&) auch ¢-a (&), unter ¢ eine beliebige ganze GroBe verstanden.

Unter dem Rang von 2 verstehen wir, wie iiblich, die Maximalzahl
von linear unabhiingigen Linearformen aus %; unter dem i-ten Determinanten-
teidler d; von U den groften gemeinsamen Teiler aller Determinanten i-ten
Grades aus % (d. h. aller Determinanten i-ten Grades, die sich aus der
Koeffizientenmatrix von je 1 Linearformen aus % bilden lassen). Ist o
der Rang von %, also d,, ..., d, die von Null verschiedenen Determinanten-
teiler, so sind die Elementartesler von U definiert durch e, —d,;
e=d,[d,; ...; e,=d,/dy—1; €4 =0. U ist bekanntlich ein emdlicher
Modul, der eine Modulbasis aus genau o Linearformen a,(8),...,8,(8)
besitzt, durch die sich jede Linearform aus 9[ linear, mit ganzen GrdBen
als Koeffizienten, darstellen 1aBt: U = (a,(£),..., a,(&)). Bedeutet 4 die
Koetfizientenmatrix dieser Linearformen, so stimmen daher die Determinanten-
und Elementarteiler von % mit denen von A iiberein, woraus zunéohst
folgt, daB jeder Elementarteiler e; im folgenden e,., aufgeht. Die nach
der Elementarteilertheorie bestehende Matrizengleichung

€
)
&

zeigt weiter — wenn durch unimodulare Transformation ¢=Q(7n) neue

Unbestimmten 7, ... 7, eingefiihrt werden — das Bestehen der Modul-
gleichung: ' ‘

&1) . A= (e, 7, € %as - +5 €Tp).
m~;--Der fiir das folgende wesentlichste Begriff ist der des Grundmoduls®),
M ? . L

%) Vgl. Steinitz, Rechteckige Systeme und Moduln in algebraischen Zahlkorpern £
Math. Agn. 72 (1912), 8. 297845, Nr. 36. Hentzelt scheint abér jedenfalls unnbhinﬁg.
vgn #Wsinits, mit dem sioch auch sonst Berithrpunkte finden, fiir seinen ei fnclpres
Pyl 2 dem Begriff, in der Fassung von Formel (4), gekommen zu sein, w
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Definition I. Ein Modul & heifft Grundmodul. wenn er keinen
echten Teiler gleichen Ranges besitzt®).

® ist also dann und nur dann Grundmodul, wenn aus
(2) ¢c-g(6)=0(@); c+ 0 stets folgt: g (&)= 0(®).

Der Zusammenhang zwischen beliebigem Modul und Grundmodul wird
gegeben durch

Satz I. Jeder Modul U ist durch einen und nur einen Grund-
modul ® gleichen Ranges teilbar; & 4st definiert als kleinster Teiler glei-
chen Ranges von W wund dargestellt durch

(3) @5:(?71,-'-’ 770))
® soll als QGrundmodul von U bezeichnet werden.

Die Bedingung, daf ® der kleinste Teiler gleichen Ranges sein soll,
driickt sich ndmlich so aus: ® enthélt alle und nur die Linearformen g (&,
die einer Relation geniigen

(4) b-g (&) =0(A); b=+ 0.
Daraus ergibt sich zunéchst, daB & Modul ist, da neben
b,g,(6) =0(A); b, +0; boga ()= 0(A); b+ 0

auch

biby (g, (§) — g5 (&) == O(NA); by b, + 0
erfiillt ist; und natiirlich auch d,-cg, (£) = 0(%). & ist aber auch Grund-
modul; denn aus ’

cg(§)=0(®); o0
beg(&)=0(A); be+0,

also wieder nach (4) auch ¢(&)=-0(@®).

Es gibt ferner keinen von dem kleinsten Teiler gleichen Ranges &
verschiedenen Grundmodul ®,, der den Bedingungen geniigt. Denn ®,
miite durch @& teilbar sein, besitzt aber als Grundmodul keinen echten
Teiler gleichen Ranges, und ist somit mit ® identisch. SchlieBlich ist
der durch die rechte Seite von (3) dargestellte Modul Grundmodul, da
jeder echte Teiler eine weitere Unbestimmte 7 enthalten muf, also hoheren
Rang besitzt; und somit ergibt (3) den eindeutig definierten Grundmodul
von A, womit Satz I in allen Teilen bewiesen ist.

folgt nach (4):

%) Teiler im Modulsinn verstanden: A ist teilbar durch 8, % = 0(8), wenn
jedes Element aus 9 in B enthalten ist; 2B heiBt echter Teiler, wenn es von U ver-
schiedene Elemente enthilt.
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Ein weiterer fiir das folgende wesentlicher Begriff ist der Dedekindsche
Begriff des Quotienten zweier Moduln?) nach

Definition II. Der Quotient c = U/B zweier Moduln aus Linear-
formen ist definiert als Gesamthest der gamzen Grofien c, die der
Bedingung

c-B " 0(N)
gemigen. ¢ stellt ein Ideal aus ganzen Grofen, also esn Hauptideal dar.
Entsprechend ist der Quotient € = /b eines Moduls A aus Linearformen
durch esn Ideal b aus ganzen Grofen definiert als Gesamthest der Linear-
formen ¢ (&), die der Bedsngung
c(&)-b— 0(%)

geniigen. C stellt wieder einen Modul aus Linearformen dar, und zwar,
sobald b vom Nullideal verschseden ist, esnen Modul gleichen Ranges wie U .

Dazu ist nur zu bemerken, daB es nach der Definition klar ist, da8
dem Quotienten jeweils die Moduleigenschaft zukommt; Systeme aus ganzen
GroBen mit Moduleigenschaft sind aber Ideale.

Der Quotientenbegriff fiihrt su einem.Zussmmenhang zwischen Grund-
moduyl und héchstem Elementagtellet, ,npob, "
v, Sess I MGruuMwRudhdohatem Hlementarteiler-von %I
besteht dse reziproke Beziehung

(5) () =B &=1Ule,),
wo (e,) das aus e, abgeleitele Hauptideal bedeutet.
Denn da jeder Elementarteiler in e, aufgeht, so kommt nach (1) und (8):

(6) e® =0(A) und folglich (¢,)-® = 0(A);

es wird also (e,) durch den Quotienten /@ teilbar. Es gilt aber auch
das Umgekehrte; denn aus

b@ =0(A) folgt by, =0(A) und somit b =10(e,),
womit die erste Formel (5) bewiesen ist®). (6) zeigt weiter, daB & durch

7) Bei Dedekind handelt es sich um Zahlennoduln, fiir die auch eine Miltiplika-
#ion definiert ist, co da8 der Dedekindeche Quotient nicht mit dem hier definierten
Quotienten uberemlt.lmmt (E N)

?) Betzt man U=, ..., Wa= (¥, 7, ..., ne~i+1), Wo also jeweils % den
hichstep Elementarteiler e,-z besitzt, B0 kommt nach denselben Sohliissen:

Rt (o) =UnlW, .., (o) = Wy /Wy, . .., (€)= WpeafUe. .
S.ffdhﬂmer tl = bll "1+ +b“ "1 M’t sei (bll’ 61) = F ond bedeute o~

e dms " ayty s
T -t 80— z (“ t gL G—H-l):‘ % . Hnﬂ%'~

‘80 bellfat auch B; den hbobsten Elunannttpﬂor Rde und-es. kommt somit: | ﬁ-

(o-1)=B2/B141+ @ v mwr
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den Quotienten UA(e,) teilbar ist; dieser Quotient ist ein Teiler gleichen
Ranges von 9, also nach der Definition des Grundmoduls von A auch
umgekehrt durch & teilbar, womit auch die zweite Formel (5) be-
wiesen ist.

Bedeutet d irgendeine nicht identisch verschwindende Determinante
o-ten Grades aus %, so wird d durch den g-ten Determinantenteiler d, und
folglich durch e, teilbar; es kommt also d® = 0 () und nach dem obigen
SchluB folgt daraus & = Y/(d). Es ist aber fiir das Spdtere wesentlich,
daB diese letztere Quotientendarstellung fiir ® sich auch ohne Zuriickgehen
auf die Elementarteiler beweisen laBt, und daher allgemeinere Giiltigkeit
besitzt, nach

Satz III. Versteht man unter ganzen Grofen Polynome in mehreren
Unbestimmten®), so gilt noch die Quotientendarstellung

(7) ® = %A/(d),

unter d irgendesne nicht identisch verschwindende Delerminante o-ten
Grades aus U verstanden.

Vorerst ist klar, daB die Begriffe des Ranges, des Grundmoduls und
des Modulquotienten — der nur jetzt kein Hauptideal wird — bei dieser
Erweiterung erhalten bleiben, ferner Satz I mit Ausnahme der Basisdar-
stellung.

Es seien jetzt

a1(§)=a’u£1 4. +a1k$k; R ae(g) == agl‘fx +... + @iy

o linear unabhingige Linearformen aus %, die im allgemeinen keine
Modulbasis bilden werden; die Unbestimmten & seien so bezeichnet, daf

TS Sl F d=laij|+0; '..’7.=1a2a---»9‘
Hieraus folgt, daB ¢ Linearformen von spezieller Gestalt zu 2 gehoren:

(8) d&—}—b;__(,+1§e+1—{—...+b;,,g§§5:,0(%[) (l=1,2,...,9).

A kann aber keine nur von &,,,...&; abhingige Linearform ¢,y &4+ ...
+ ¢, &, enthalten, da sonst mindestens eine (o -+ 1)-reihige Determinante
d.c, von Null verschieden wire.

?) Tatsichlich wird nur benutzt, daB die ganzen GriBen sich durch Addition,
Subtraktion und Multiplikation reproduzieren, unter Giiltigkeit der gewdhnlichen
Rechnungsregeln, da8 sie also einen Ring bilden; und weiter, daB in diesem Ring ein
Produkt nur verschwindet, wenn ein Faktor verschwindet, daB der Ring sich also

" durch Quotientenbildung (Adjunktion von Elementenpaaren) zu einem Korper erweitern

188t.. Dagegen wird keine Basisdarstellung des Moduls benutzt, (7) gilt also z. B. auch
fiir den Bereich aller ganzen algebraischen Zahlen als Koeffizienten. (E. N.)
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Nun ist der Quotient A/(d) als Teiler gleichen Ranges von % durch &
teilbar; es gilt aber auch das Umgekehrte. Denn fiir jedes g(¢) = 0(®)
gilt nach Definition:

c-g(&)--0(A): c=+0 und folglich d-c-g(&) =0().
Nach (8) wird aber

. d'g(f)—:gg+159+1+ s "ll' ngk(m)a
folglich kommt
€Got18pi1+ oo Fegeéi — 0(Y),
also nach dem eben Bemerkten ¢-g,+; =0, ..., ¢-gx = 0 und damit, wegen

¢+ 0, auch g,.; =0,...,9: =0, also d-g(& = 0(A), womit (7) be-
wiesen ist.

Es sei bemerkt, daB-d-g(&)— 0() auch direkt daraus folgt, daB
die beiden Moduln (a, (&), ..., @, (&)) und (g (&), @, (&), ..., @, (&)) gleichen
Rang ¢ besitzen, so daB also — g(&)=1c,& + ... +¢. &, gesetzt —

<

die (9 + 1)-reihige Determinante

P @i (&) an ... ay,
| : :
gag(é) @1 ... Gpy
| g(&) e ... ¢

verschwindet. Der oben gegebene Beweis kehrt aberin § 4, im AnschluB
an Formel (30 ), wieder.

§ 2.
Zerlegungssitze tiir Normen und Moduln.

Es handelt sich jetzt wieder um Linearformen-Moduln in bezug auf
ganze rationale Zahlen oder Polynome einer Unbestimmten mit Koeffi-
zienten aus P. '

Definition III. Faft man, wie ublich, alle diejensgen Linear-
formen in &, die modulo A esnander kongruent sind, in eine Restklasse
zusammen, 8o bezeichne das Symbol & | das System der Restklassen
von & nach U, d. h. das System all derjensgen Restklassen nach A, die
aus Elementen von & bestehen. Die Norm von & nach . — in Zeschen
N (®|A) — ist definiert als Determinante der Ubergangssubstitution von
® nach A, d. k. als Determinante der Substituison, dse irgendesne linear
unabhdngige Modulbasss von N durch eine ebensolche des Grundmoduls
® von A ausdriickt.

Aus (1) und (3) bzw. der Bemerkung zu Satz II ergibt sich: }
(9) NG A =ee,...00=dy; G=A(NGA).
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Aus (1), (3) und (9) folgt in bekannter Weise, daB N (& |2) im Fall
ganzer rationaler Zahlen die Anzahl der Restklassen von & nach % dar-
stellt, wihrend im Fall von Polynomen einer Unbestimmten — wo die
Anzahl der Restklassen im allgemeinen unendlich wird — der Grad von
N (S|A) gleich der Anzahl der in bezug auf P linear unabhingigen Rest-
" Jlassen wird. Ist B ein Teiler gleichen Ranges von ¥, so enthalt B

neben einem Reprisentanten irgendeiner solchen Restklasse zugleich alle
Elemente der Restklasse, entsteht also durch Zufiigung von endlich vielen
Restklassen bzw. ihrer linearen Verbindungen zu 9. Daraus folgt sofort:

Satz IV. Ist B ein Teiler gleichen Ranges von U, so daf also
die Grundmoduln sbereinstimmen, und wird auPerdem N (& |B)
=N(®|Y), so wird quch B =.

Uber den Zusammenhang der Zerlegung von Normen und Moduln gilt

Satz V. Es sei
(10) NG|UA)=rs (r,8)=1;

dann  existiert ein und nur ein Modul R, ebenso ein und nur en
Modul &, die beide Teiler gleichen Ranges von U sind, derart, daf
r=N(® %), s=N(6|6)
wird, R und & sind definiert als
R=U(s); ©=U(r),
und es wird U gleich dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen von R und & 1°)
Setzt man 1, = (7, ¢,); s, = (3, e,), so gelten die Reziprozititen
(11)  (8)=U/(R); R=UAl(s,); (r,)=AGS; &=Alr,).
Setzt man némlich allgemein r,=(r,¢,), 8 =(s,¢;), so kommt
nach (9) und (10):
(ros)=1; e=r8; r=r..75; 8=8...8,
und jedes 7; bzw. s; geht im folgenden r;,, bzw. s, auf.
Setzt man also
R=(rin, . s7m); S =18 8% M)
so werden R und & Teiler gleichen Ranges von U;. 9 wird wegen der
Teilerfremdheit von 7, und s; gleich dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen
von R und &, und es kommt ferner

L N@R) =y re=r; N(B]8) =80

10) Kleinstes gemeinsames Vielfaches [R, &) im Modulsinn verstanden: Gesamt-
heit der Linearformen, die sowohl durch @ wie durch & teilbar sind. Entsp;echen.cl
ist der groBte gemeinsame Teiler (R, ©) im Modulsinn zu verstehen als Gesamtheit
der Linearformen, die sich darstellen lassen als Summe eines Elementes aus ® und
eines Elementes aus ©.
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Weiter gilt
R=0(%A); rS-=_0(A);
aus ¢ R = 0(A) folgt cr,9, = 0(YA), also ¢ =0(s,), womit (s,) = AR
und entsprechend (7,) = /& bewiesen ist. Aus
b(n)="b,1m + ... +bonp = 0(U,))
folgt wegen der Teilerfremdheit aller r, zur s, ferner b, = 0(r;), also
= ¥/(s,) und entsprechend & = UA/(r,), womit die Reziprozititen (11)

bewiesen sind, die fiir den Speziallfall » =1 in (5) iibergehen

Es ist noch die eindeutige Bestimmiheit. von R und & zu zeigen.
Seien R und & den Bedingungen von Satz V geniigende Moduln, 7, und
ihre Elementarteiler. Y Da 7, und 35; Teiler von ¢; sind, kommt wegen

T=71-..Fg’ S=§1°"§¢n (;’T"’g"):l
auch

&= =(r,¢)=r, 5=(8¢)=s,

3

5
R und S stimmen also mit R und & in Elementarteiler und Grundmodul
iiberein. Fiihrt man daher vermége einer unimodularen Substitution
7 = @Q({) neue Unbestimmte { ein, so wird

= (#3640 o0 Yolo)s

U=(718 (g1l + .- - + q1elo)s -+ - 7930(991 b+ ...+ 9'99;.0)) 7‘ 27

Aus A =0(R) kommt somit 7;8;(gs1¢s + - —l—q.,_,Ce) -O(Eﬁ’) also
7:8;,¢;;=0(r;). Wegen (r,8) =1 ergibt das rtq‘JZO(r) oder R#=0(R).
Da. abér N®IR)=N (®|R) ist, so kommt R =R nach Satz IV, und
entsprechend © = &, womit Satz V in allen Teilen bewiesen ist.

§ 3.
Ideale aus Polynomen.

Es sei m ein Ideal aus Polynomen der m Unbestimmten y, ...y,
mit Koeffizienten aus einem beliehigen, abstrakt definierten Kérper P;
d. h. m enthélt neben @, (y) und @, (y) auch die Differenz @, (y) — P, (),
neben - @(y) auch A (y) - P(y), unter A(y) ein beliebiges Polynom mit
. Koeffizienten aus P verstanden?'?).

Die y seien einer Transformation mit Unbestimmten als Koeffizienten
unterworfen, . '
Y=y,
(12) y=1U(z); etwa { % =%uZ+ %,

Yn=Un1 Ty + ... + Unn—1 Tn-1 + Zn,

1) Die begrifflich sich ergebende Bezelohnung nldeal“ anstatt des friiher allge-
mein iiblichen ,Modul oder ,Formenmodul“ erweist sich hier‘sehon zur Unter
scheidung von den Modulrt aus Linesrformen als notwendig. (E:N.)

) R/ 0; el . Jp/fﬁr ol ey HYE) t/7'//()/.,

i/ 1.

’/?(4" Z.,

e
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und die Unbestimmten u,, dem Koeffizientenbereich der Polynome adjun-
giert, der somit in einen Kérper P(u) iibergeht. Durch diese Adjunktion
gehe m iiber in m,; m,, enthilt also neben den Polynomen &;(y) aus
n auch alle linearen Verbindungen X a;(u)®;(y) je endlich vieler &,
unter o, (%) rationale Funktionen der u,, mit Koeffizienten aus P ver-
standen. Die «; (u) konnen, durch Multiplikation mit einem geeigneten
Polynom in u, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit als Potenzprodukte
in u angenommen werden. Es gilt also:

(18) Ye(u)Pi(y)=0(my); Pi(y)=0(m) und umgekehrt.

Vermoge (12) geht mi,, iiber in ein Ideal m aus Polynomenin z, ...z, ;
mit Koeffizienten aus P (u):

(14) m, =m vermége y= U(x).

Die Verbindung der Relationen (14)und (13) sagen das folgende aus:
(15) Aus F(z)=0(m); F(2)=P(y)= Y (u)P:(y) =3 e (u)F;(2)
folgt F;(z)=-0(m);

withrend aus (14) und (15) sich riickwérts wieder (13) ergibt.

Definition IV. Ideale m aus Polynomen in z, ...z, mit Koeffi-
zienten aus P(u), die den Relationen (15) geniigen, also vermoge
y = U(z) aus m, entstehen, seien als transformserte Ideale bezeichnet.

Die transformierten Ideale sind durch die Existenz regulirer Poly-
nome ausgezeichnet; esn Polynom vom Grade r heifit reguldr in bezug
auf x;, wenn es den Term z{ mit von Null verschiedenem Koeffizienten
" enthdlt; man sieht, daB die Polynome F,(z) reguldr in bezug auf z, sind.
Es wird sich im folgenden wesentlich darum handeln, diese transformierten
Ideale als Moduln aus Linearformen in gewissen Potenzprodukten der z
sufrufassen. Dazu ist der Begriff des Grundideals festzulegen, der spéter
in den Grundmodul iibergehen wird. Wir schicken eine von jetzt an
durchweg festgehaltene Bezeichnung voraus:

Bezeichnung. Unter F®,f® a¥ ... seien durchweg Polynome
der x verstanden, die von x, ...z, , fres sind.

Definition V. Zu jedem Ideal m sind n Grundideale g, g,, - . -, Gn—1
definsert durch die Festseizung: das Grundsdeal (¢ — 1)-ter Stufe g,
enthdlt alle und nur die Polynome G (z), fiir die es esn — im allgemeinen
mit G (x) sich dnderndes — Polynom b* gibt, derart, dap
(16) b9@(x)=0(m); b+0.

DaB die g tatsichlich Ideale sind, entspricht genau dem Nachweis
der Moduleigenschaft fiir @ im AnschluB an Formel (4), wozu (16) das
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b(l'+l)

Analogon bedeutet Es wird ¢; durch g‘_l teslbar, da jedes Polynom
zugleich ein b is o,

Fiir die Grundldeale gilt: B p

Satz VI. Dte Grundideale von transformierten Idealew atnd trans-
formierte Ideale'®).

Der Beweis beruht auf einem bekannten Dedekind - Mertensschen
Satze'®): Seien a und b Unbestimmie, sev geselzt

1

N a.-l,_,,-szil zf‘-_)jb,l,,,,-‘z;‘ . z,’“-—:Zc(a, b),l‘,,ha_zf‘ e z,k’,
i<, Xjsu Myt

bedeuten ferner U, B, € die jeweils aus den a, b, c vermdge ganzer ratio-

naler Zahlen abgeleiteten Moduln, so existiert ein Exponent g derart, daf

die Identsitdt gilt:

(17) AYB =ATEC.

Dabei besteht A’ aus den Potenzprodukten g-ter Dimension der a und

deren ganzzahligen linearen Verbindungen.

MY 4 W

Zum Beweise von Satz VI sei jetzt gesetzt: -/ G Sy
(18) G(2)=TI(y) =2 e(u)li(y) = Y ei(u) G (),
189(2) = ¢ (9) = 3 Bu (u) P (4), RPN

wo also «;(u) und B, (u) Potenzprodukte der % bedeuten.: Dann’ gilt’
nach (16), (14) und (18):

(19) Y8 (w)pu(y)- D ou(w)i(y) =0(my); 3 (%) pu(y) =+ 0.

Hier steht links das Produkt zweier Polynome in %, deren Koeffizienten
die Polynome ¢, (y) und I'; (y) sind; die Koeffizienten des Produktpolynoms
in % sind nach der rechten Seite von (19) Polynome aus fii. Ersetat
man also in (17) die a, b, ¢ durch diese Polynome in y, so ergibt sich

{Z Bu(u) @i (y)}- Th(u) = 0(my,),
was nach (18) gleichbedeutend ist mit:
(20) b9 (2)"-Gu(z) = 0(m);  Gi(z)=0(gi-)-

Die Relationen (16), (18) und (20) zeigen, daB die Grundideale g;_,
tatsdchlich transformierte Ideale sind.

1) Sate VI wird erst in § 7 beniitzt.

13) Dedekind: Uber einen arithmetischen Satz von GauB, Mitt. d. deutsch., math.
Ges. zu Prag 1892. F. Mertens: Uber einen algebraischen Satz, Ber. d. Ak. d. Wissensch.
Wien 101 (1892), 8. 1560—1566. — Die Kroneckersche Erweiterung des GauBsohen
Satzes auf Polynome mit unbestimmten Koeffizienten ist eine unmittelbare Folgerung
"dieses Satzes.
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§4.
Zusammenhang zwischen Idealen aus Polynomen und Moduln aus
Linearformen.

Um ein Ideal m aus Polynomen, das stets als transformiertes vor-
ausgesetzt wird, als Modul 9;_, (¢=1...%) aus Linearformen aufzu-
fassen, sind die einzelnen Polynome F (z) als Linearformen in den Potenz-
produkten &; von z,...x;_; zu betrachten:

F(x) =2a1{‘)§2’

0]

unter @}’ nach der Bezeichnung von § 8 Polynome in , ... x, verstanden.
Aus der Definition des Ideals folgt sofort, daB 9;_, Moduleigenschaft
in bezug auf diese ganzen GroBen a“, b, ... zukommt; da ferner die un-

endlich vielen Potenzprodukte & der z; ... z;_, nur linear auftreten, spielen
sie wegen ihrer linearen Unabhéngigkeit fiir 9t;_, die Rolle von Unbe-
stimmten. Jeder Modul 9%;_, enthdlt unendlich viele Unbestimmte £,
aber in jeder einzelnen Linearform treten nur endlich viele Unbestimmte
auf. Ebenso soll jedes Grundideal g;_, als Linearformenmodul ®,_, auf-
'gefaBt werden, wo die Unbestimmten wieder die Potenzprodukte von
%y ... x;_; sind. Fiir ¢ =1 handelt es sich nur um esne Unbestimmte &,
die der Einheit entspricht.

Man kann sich nun, worauf alles folgende beruht, trotz dieser unend-
lich vielen Unbestimmten & auf Linearformenmoduln in endlich vielen
Unbestimmten beschrianken nach

Satz VII. Das Restklassensystem &;_, M;_, sst 1somorph etnem
Restklassensystem ® M., wo MY, einen Modul in endlich vielen
Unbestimmten und &, seinen Grundmodul bedeutet. Der Modul M;_,
besitzt — bes Adjunktion von z,,, ...z, 2u P(u) — nur endlich viele von
1 verschiedene Elementartesler, die von 1 verschiedenen Elementarteiler
von M",.

Dabei sind die Elementarteiler von 9%;_, wie in Anmerkung *) zu
definieren. '

Die in Satz VII auftretende Isomorphie beruht auf

Definition V. Zwes Restklassensysteme hesfen isomorph, wenn sie
sich derart esnesndeutig zuordnen lassen, daf der Differenz zweier Klassen
die Differenz der entsprechenden Klassen zugeordnet tst; und dem Pro-
dukt einer Klasse mit einer gamzen Grofe das Produkt der entsprechen-
den Klasse mst derselben ganzen Grope.

Der Beweis von Satz VII ergibt sich durch volle Indukiion. Fiir
¢ =1 ist Satz VII offenbar richtig; denn 9, ist ein Linearformenmodul
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in einer Unbestimmten ¢,, die dem Potenzprodukt nullter Dimension der z,
also der Einheit entspricht; ganze GroBen sind alle Polynome von z, ... z,.
Das Grundidesl g, wird gleich dem aus allen Polynomen von z, ...z,
bestehenden Einheitsideal, @, also gleich dem Modul (&,), dem Grund-
modul von My, so daB hier @50 [ M mit G| Mo zusammenfillt. Schliel-
lich kann 9%,, als vom Rang 1, hochstens einen von 1 verschiedenen
Elementarteiler besitzen.

Wir gehen vorerst von §-—=1 zu ¢ = 2 iiber, um mit der hier ge-
wonnenen Einsicht in den Bau von ®, 9, den Induktionsschluf allgemein
zu filhren. Dazu zeigen wir zunichst, da fiir &, | I, ein sn xz, beschrankies
Reprisentantensystem genommen werden darf, was dann wegen der Teil-
barkeit von g, durch g, zu den endlich vielen Unbestimmten von ®,
fithren wird.

m besitzt nach § 3 als transformiertes Ideal mindestens ein in z, reguléres
Polynom C"(z), das etwa k-ter Dimension sei; also enthdlt 9%, die
Linearform Cf}s,. Wegen der Regularitat von C™ (x) 1aBt jedes Polynom
H () eine Darstellung zu:

(21) H(z) ="+ b2 +... +biga ™ (07 (a));

8o daB sich also, wegen der Zugehdrigkeit von (” Cooéy zu M, fir Gy |M,
tatsdchlich ein Reprisentantensystem wahlen laBt das die k-te Dimension
in z, nicht erreicht.

Wird jetzt insbesondere fiir die Polynome G (z) aus ¢, und F(z)
aus m gesetzt:

(22) {{ G — g‘(‘l)_*_g('-\)zl_*_ +g£")1 1‘ 1 C(l)(x))
\ F(x ay + a2+ .+ a2, 2 (0P (),

bedeutet ferner ®, das System sller Linearformen g (&)= g, +.:
—+ g,_,Ek_,, entsprechend M, dasjenige der Linearformen a (&)= a? é +..
+ a,,_,f,,_,, so folgt aus der Idealeigenschaft von g, und m, daB ®; und
M Moduin aus Linearformen in &, . + &1 in bezug auf die ganzen
GroBen 5™, ¢™... sind. Ebenso ergibt das aus C"(z) abgeleitete Haupt-
ideal einen Modul in bezug auf diese ganzen GroBen:

@1——-((0’ 19 ’C‘,-..),

wo {, =z,0" (x) gesetzt ist. Die ¢, ssnd linear unabhcmgzg in bezug
auf diese gamzen Grofen b, c¢™, ..., wnd zwar sowohl unter 8ich wie
von den ' endlich vielen &. | Aus der Teilbarkeit von @Zﬂ‘durch M, und
folglich durch @y folgt, da8 huch &, dureh'®; baw. $}-dureh M, tel]bag

ist. Unter Beriicksichtigung von (22) kommt somit: sliy
(28) G, =(®), ) M= (M6, 3

Mathematische Annalen. 88, 5
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Aus (23) und der Linearunabhingigkeit der & und { ergibt sich Satz VII
fir ¢+ =2 wie folgt. Wegen der Teilbarkeit von €, durch I, kommt
vorerst: ®, ' M, = @, |M,. Um die Isomorphie mit ," | M," nachzuweisen,
moge durch gewisse Linearformen g* (£) aus ®; ein Reprasentantensystem
von ®,; |9, gegeben sein. Wegen der Linearunabhingigkeit der & und
folgt nun aus g*(&) - 0(9M,) auch g*(£) _0(M]); die g* (&) sind somit
auch modulo 9, inkongruent, bilden ein Reprisentantensystem von &, | M,;
und die durch dieses Reprisentantensystem vermittelte Zuordnung von
@fﬁ&m, zu ®) M ist isomorph nach Definition V.

- Ganz entsprechend kommt: -

Aus Mg (&) -0(M,); b 40 folgt b¥g (&) 0 (M), b¥ + 0.

Da dies fiir alle g(&) aus ® und nur fiir diese erfiillt ist — denn ®,
besteht nach (23) aus der Gesamtheit der Polynome des Grundideals g,,
die zugleich Linearformen in & sind — ist somit ®; als Grundmodul von
M¥ charakterisiert.

Adjungiert man schlieflich z, ...z, zu P(u), so kommt:

(24) {(35;'=(171...179); M = (€191, s €oN0); Br=(T . 1,80 s
M, = (€oMus -+ os €135 Cpevv Ernnn)s

und somit:
(o) == Ty/®, =M, (D, m,);  (€0—1) == (My, 7, )/ G, usw.
womit unter Beriicksichtigung von Anmerkung *) e,,€,—;,...,€;, 1,..., 1, ...

als Elementarteiler von 9, erkannt sind.
Damit ist fiir + = 2 Satz VII in allen Tetlen bewresen.

Es sei bemerkt, daB (22) und (23) nur benutzen, daB C" (z) in
x, regular ist. Diese Formeln und die daran gekniipften, zu Satz VII
filhrenden Uberlegungen bleiben somit erhalten, wenn an Stelle von (12)
die spegielle Transformation

(25) Yy =235 Yo = U, Ty + 2 - 005 Yo = Uy Ty T2,
zugrunde gelegt wird, die durch Zusammensetzen mit

z=U, (x)
(26) oder
Zg=Tg; Zy=Ugy Tyt Ty; -3 B, =Upg®y+ ... + U, ., %, _,172,

wieder (12) ergibt. Geht m,, vermdge (25) in 1t iiber und haben

8., @, ... die entsprechende Bedeutung fiir it wie g,,®,... fir m, so
gilt also:

(27) (51:(@:’ @1)3 21."?1 =(952;! G1)
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Dabei entsteht (27) aus (23) einfach vermoge der Umkehrung von (20).
Denn dies ist offenbar erfiillt fir m und C* (z), also auch fir €, und 9¢,.
Es gilt aber auch fiir g,, denn
B (2)G(2)=0(m), bP+0 und B%(z)@(z,2) "0 (M), ¥ 40
bedingen sich vermége z = U,(x) gegenseitig. Somit wird g, =g, ver-
mége (26); also auch @, = ®,, und damit gilt nach ;ier durgh*('_"’\ ge-
gebenen Definition fiir ®," und ;" das gleiche fiir &, und M, und so-
mit fiir die ganze Darstellung (27).

Zum allgemeinen Induktsonsschlufi mogen die Voraussetzungen gelten:

(28) { ®oy = (BF Cim)y Vs - (M, Cima)s
By TogaBip s sesons i5a)s

wo @, und M}, Moduln — in bezug suf die ganzen GroBen AL
aus Linearformen in endlich vielen Unbestimmten &, gewissen Potenz-
produkten von z,, ..., %;_,, bedeuten; und wo die ¢ linear unabhingig
sowohl unter sich wie von den ¢ in bezug auf diese ganzen Groflen seien.
Eine (28) entsprechende Darstellung und die Linearunabhéngigkeit der &
und ¢ soll auch gelten, wenn statt (12) die spezielle Transformation

(29) Yo =%y oo} Yiog =Wy %+ ..+ %43
Vo= Bt U T e YU B h e Y % TR,
zugrunde gelegt wird, die sich zu (12) zusammensetzen lifit vermoge

z-=U,_,(z) oder z,=x; 2, —w, %+ ;..
zn=un.imi+ "'—"“un.n 1% 4 x,,

und zwar soll diese spezielle Darstellung aus (28) einfach durch Um-
kehrung von z==U, ,(x) hervorgehen. '

Aus den Voraussetzungen (28) und der Linearunabhéngigkeit der & und'¢
folgt die Isomorphie von &;_,|M;—, mit ®F, mr,, vermdge Zuordnung
zu dem gleichen Représentantensystem, durch genau die gleichen Uber-
legungen, die oben an (23) ankniipften; ebenso ergibt sich, daB ", Grund-
modul von M, wird und daB 9_, nur endlich viele von 1 verschiedene
Elementarteiler besitzt, die von 1 verschiedenen Elementarteiler von My:,.

Zur Durchfihrung des Induktionsschlusses ist vorsest wieder zu zeigen,
daB fir @, |MY,, also auch fiir G, M;_,, ein ' in z; beschrdnktes
Reprdsentantensystem genommen werden darf. Dies ergibt sich aus der
in (7), Satz III bewiesenen Quotientendarstellung:

(30) G, = M, /(CY), . .

unter O irgendeine nicht identisch verschwindende Determinante g-ten
Grades aus ;" , verstanden, wo ¢ den Rang von 9N", bedeutet. .Ays

5’

~
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dem auf die spezielle Transformation (29) bezugllchen Teil der Voraus-
setzungen ergibt sich, daf C © immer regular in bezug auf =, angenommen
werden darf. Danach hat nimlich der M, entsprechende Modul 0%,
gleichen Rang; bedeutet somit C'™ 1rgendeme nicht identisch verschwin-
dende Determinante o-ten Grades aus M ,, die durch z= U, () In
ein regulires O iibergeht, so wird nach der Voraussetzung C* eine Deter-
minante o-ten Grades aus MM,.

Aus der Existenz von O folgt entsprechend (8), bei passender Nume-
rierung der £, die Zugehorigkeit von ¢ Linearformen der speziellen Gestalt

¥ + 4
30 L&) =04 o s 0.6 & (n?i—l
zu M,. Nun kann jede Linearform in & auf die Form gebfac werden.

(81) H(E)=alé, +...4+0d &+ b+ .. + 0208, (L,(8),.., Ly(£)),

wo a...a in z, beschrinkt sind, den Grad k von C“ nicht erreichen.

Diese Darstellung ist etndeutig; denn aus
af . el b Gt DL ET 0 (L (8), - LiLE))

folgt durch Koeffizientenvergleichen in &, ... &, unter Beriicksichtigung
der Grade in z, das identische Verschwmden aller a® und 5%.
Sel nun msbesondere

H(&)- 0(GL,); also CYH(&) -0 (PL,) nach (30).

Daraus kommt wie beim Beweis von Satz ITI: sl 1140 3¢
v
8-

0V H (§) = SOV — Sa oft} fper — 0 (M)
i

=1

und somit, da wie bei Satz III die Koeffizienten von £,.4... ¢, ver-

schwinden miissen:
C(t)b(u E'am (n (1.' = 1. 8 _ Ql

woraus folgt, daB auch die b” beschriénkt sind, den Max1malgrad,der
c,{", nieht erreichen. Die Existenz eines in x, beschrinkien Reprasentanten-
systems fiir ®‘_1|§U¢. 1 d. ho fiir (S,_,]SDZ, _,, das einen gewissen festen
Grad r nicht erreicht, ist damit bewiesen.

wBezeichnet man jétzt mit 9, ..., die endlich vielen Potenzprodukte

A

3 zi & (a_—-O,l,...,k-—l;1=1,2,...,g);,
‘ xféﬁ, ‘(ﬂ.—-—.o,l,...,r——l;r=1,2,...,8—g)
und ordnet man die abzihlbar unendlich vielen Ausdriicke

e © xl In (y=0,1...ininf...; 2=1,2,..., ¢);
‘ 2lL, (y,»=10,1...ininf....)
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in eine einfach unendliche Reihe @y, @y, ..., w, ..., 80 sind die  wnd w
linear unabhangig, sowohl einzeln unier sach wie voneinander, wm beaug
auf die ganzen Grofen UV ®tY ... Denn aus

Dot arti+ Yot - Db " L) Yeltai s = o0,
jede Summe erstreckt iiber endlich viele Glieder, folgt wegen der
vorsusgesetsten Linearunabhiingigkeit der £ und {, und der { unter sich
in besug suf die ganzen GroBen 3,..., das Verschwinden aller e%*¥.
Aus der Eindentigkeit der Darstellung (31) ergibt sich weiter das Ver-
schwinden der ¢/ und der ¢,’", und daraus schlieBlioh wegen der
Linearunabhingigkeit der L; &) das Verschwinden der dyi'".

PaBt man jetst den Modul (G4, L, (§), ..., L,(£)) auf als Modul
in besug auf die ganzen GréBen b“*", so wird §, durch M, teilbar, wegen

der Teilbarkeit von @_,, L, (£)... Lo(&) durch M-, und es kommt
G, = (g, ®y5 <0y Wy .. )

Pir jedes H (z):- 0 (gs-,) gilt somit nach (28), (31) und dem oben

Bewiesonen:
H(z) - b(¢+l).’ . + b‘(‘+1)0 (’) [)

als Modulgleichung in besug .uf die ganzen GroBen b“*", ¢“*" Nun_ist
aber g, durch g;_, teilbar, m teilbar durch g,; wird somit mabe.ondero

fir jedes G(z) aus @, und jedes F(z) aus M, gesetst:
G(x) '(‘4'])0 + *_ g(‘+l) 9 (S)
F(z)- a "'“’o -+ . +a““'o (G)
und wird der aus allen g(i#) bestehende Modul mit ®,, der aus .lka

a(®) bestehende mit ;" bezeichnet, so kommt durch gensu die Uber-
legungen, die zu (28) fithrten:

(82) ®,=(®],C); M=(M GC); & = (g @,.cc, Wp.os);

Dabei war bei der Herleitang von (82) wieder nur die Regularitit
von C* in z, benutst, die ganse Uberlegung bleibt also erbalten, wenn
die speszielle Transformation (28) fiir einen Index hiher sugrunde gelegt
wird. Dabei zeigen gensu die gleichen Uberlegungen, die an (27) an-
kntipften, daB diese spegzielle Darstellung aus (32) einfsch durch die Um-
kehrung von 3 = U (x) hervorgeht.

Dadurch sind alle Vorsussetsungen (28) usw. des allgemeinen In-
duktionsschlusses fiir einen Index hdher bewiesen, und da aus diesen Vor-
sussetsungen, wie dort geseigt ist, unmittelbar Satz VII folgt, ist Saﬁm
somiét allgemesn bewsesen. Damit ist sugleich gezeigt, daB die _durch
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die Willkiirlichkeit der C'" gegebene Willkiir der ®;%,, %%, durch die
Isomorphie des Restklassensystems (&.t, , 9)6;'., wieder aufgehoben wird.

Ist insbesondere der in § 3 als Koeffizientenbereich zugrunde gelegte
Kérper P von der Charakteristik Null — d. h. ist der in P enthaltene, aus
der Einheit abgeleitete Primkorper vom Typus der rationalen Zahlen —,
go lassen sich die Unbestimmten u,, so zu GroBen @, , aus P spezialisieren,
da8 fir s=1...%n jeweils C'" regulir in z, bleibt. Die obigen Uber-
legungen zeigen, daB Satz VII auch bei dieser Spezialisierung erhalten
blesbt'*). Grundmodul und Elementarteiler brauchen dabei aber nicht
notwendig durch die Spezialisierung u,, == @, , aus dem allgemeinen Fall
hervorzugehen '*).

g 5.
Resultantenform und Elementarteilerform eines Ideals aus Polynomen.

Es . seien x;, ... x"}lg__li(y/)_adjungiert, so dal also ®;_, und M;_,
und folglich am:; und 93?:., in Linearformenmoduln iibergehen, wo
die ganzen GroBen sich als Polynome einer Unbestimmten z; auffassen
lassen. Nach Satz VII stimmen in diesem Fall die von 1 verschiedenen
Elementarteiler von 9M;_,, und hoéchstens endlich viele Elementarteiler 1
von YN;_, mit denen von M, iiberein. Das Produkt dieser Elemen-
tarteiler, der p-te Determinantenteiler von 9%, ,. war gleich der
Determinante der Ubergangssubstitution von ®;*, nach MM.",, also gleich
N(®%,|M",) nach Definition TII. Nach (24) bzw. der aus (28) sich
ergebenden analogen Formel fiir allgemeines 7 zeigt sich, daB das Pro-
dukt dieser Elementarteiler auch gleich der Determinante der Ubergangs-

1) Hentzelt nimmt statt eines beliebigen P nur den Korper aller komplexen
Zahlen und betrachtet hauptsichlich diesen letzteren Fall, wihrend er nur bei der
eigentlichen Eliminationstheorie Unbestimmte zugrunde legt. Hentzelt zeigt dann
weiter, und zwar wesentlich mit deu hier gegebenen Schliissen, daB es zur Bildung
der Resultantenform geniigt, jeweils in M, _, bis zu irgendeinem endlichen, eine feste
Grenze iiberschreitenden Grad in den z zu gehen. Es fehlt aber die in Satz VII
gegebene Isomorphie von ®;_ |, , mit @ |M" , die den Grund fiir diese Un-
abhiingigkeit von den Gradzahlen darlegt. (E. N.)

18) Fiir m= (2% uz +y) kommt g, =(1), g, :(1)9 Wihlt man ¢V =22, g0
wird @::(l, z); ﬂR:: (vz+y, zy), wobei ‘m; die Elementarteiler y? und 1 be-
gitzt und C'® = y* gewihlt werden kann. Fir u =0 bleiben C® und C'® regulir
in 2 bzw. y; aber fk: =(y, xy) besitzt die Elementarteiler y, y. Es wird also auch
.O.,Iikl dew Restklassensystem eines endlichen Moduls isomorph, aber nicht isomorph
zu ®,|%,. Hitte man dagegen C'' — uz 4y gewihlt und so spezialisiert, daB CV
reguliir geblieben wire, so wire auch die Isomorphie erhalten geblieben. (E. N.)
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substitution von ;., nach ;-1 wird,'also mit N (G-, Dk-,) zu be-
zeichnen ist. Es kommt also '
N (®icy | Mios) = N (G | MZ) = R (=),

wo das Polynom R (z), also der grofte gemeinsame Teiler im Polynom-
sinne aller o-reihigen Determinanten aus M, als ganz und primitiv
in %4y, ...x, angenommen werden darf und folglich als Teiler von C'*
reguddr in x, wird. Ebenso darf der hGohste Elementarteiler E“’(z) von
Mi-, bsw. M, als ganz und primitiv in =z, ... 2, und folglich als
regulir in z, angenommen werden. Dies fiihrt zu

Definition VI. Das Polynom R"(x) wird als Resultante: i-ter
Stufe von m bezeichnet; E"'(z) als Elementartesler 1-ter Stufe. Die Re-
sullante i-ter Stufe wird also die Norm des Grundideals §;_, nach m,
aufgefapt als Norm des Moduls &;_, nach M;_,, wobei z;,,...2z, zu
P(u) adjungiert sind; ebenso wird (BY (x)) bes derselben Adjunktion
gleich dem Quotienten M;_,/®;—,. Als Resultantenform bzw. Elementar-
teslerform von m werden die Produkte

Ry,=R™.R®.....R*™;  EBy=FE".F®.. . .E"
bezeschnet.

Fiir Resultanten- und Elementarteilerform gilt .

Satz VIII. Die Resuliantenform sst durch die Elem wrjorm teslbar;
umgekekrt st eine Potenz von E. durch R, teilbar. En und Ry sind
durch m teilbar; allgemeiner wird E'® ... E™ g, -0(m) und folglich
RY...R™g_, 0(m).

Da namlich die Norm durch den héchsten Elementarteiler teilbar ist
und umgekehrt eine Potenz dieses hochsten Elementarteilers durch die
Norm teilbar ist, folgt diese Teilbarkeit fiir R* (2) und E ®(z) bei Adjunk-
tion von Zg,...7,. Da aber R (x) und E"(z) als primitive Polynome
in besug suf z.,...z, vorasusgesetzt sind, gilt die Teilbarkeit in besug auf
alle Unbestimmten 2, Z¢4,, ..., ,, und somit gilt die Teilbarkeit von
R, durch E, und einer Potenz von E, durch R, nach der Definition
dieser Ausdriicke in besug auf alle Unbestimmten z.

Der hdchste Elementarteiler E‘'(x) ist ferner nach Sate VII und
Satz II, bei Adjunktion von z;,, ... z,, definiert als Quotient M. ,/@-;.
Folglich gibt es, wenn man wieder zu Polynomen in allen Unbestimmten 2
zuriickgeht, zu jedem ‘4 ML TR )
(383) G(z) =0(g-1) ein B*M 40, 80 daB b*** B¥ (2) @ (2) = 0 (m)
wird. Nun wird insbesondere g, gleich dem Einheitsideal, also kommt:

b E™ (z) == 0(m); 5™ 4« 0 und somit E?(2) == 0(g,)-
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Allgemein gibt es nach (33) zu
EYx)...E¥ (z)= 0(gi-,) ein b+ 0,50 daB 3" PE V.. EV= 0(m);
also EV... E® 0(g,) wird. Wegen g, = m ergibt sich also
(34) En=ZE"...E™=0(m) und folglich R =R"™...R™ 0(m).

LaBt man G(z) in (33) die endlich vielen Polynome einer Ideal-
basis von g;—, durchlsufen und bedeutet c+?(z) das Produkt der diesen
entsprechenden 5"*¥ (), so kommt

VB (2) gy =0(m); ¢®'V+0 und also E¥(2)gi_,~ 0(g,)
und daraus wie oben durch endlich oftmalige Wiederholung:
E™(z)... B (2) g~y = 0(m)
und folglich auch  B™(z)... R¥(2)gi—, = 0 (m),
womit Safz VIII in allen Teilen bewiesen 1st.

Satz VIII beruht wesentlich auf Eigenschaften der Elementarteiler-
form; daBl aber die Resultantenform eine charakteristische Bedeutung fiir
‘m hat, zeigt .

Satz IX. Ist n ein Teiler von m — Tetler vm Idealsinn verstan-
den — und stimmen die Resultantenformen R, und R, iiberein, so
stimmen die Ideale n und m iberein.

-Bedeuten nfimlich gy ...@n-1, g,=m und §,... hp-y, §,=mn die
Grundideale von m und 1, so werden vorerst g, und B, gleich dem Ein’
heitsideal, also g, = b,. Setzt man jetzt @i—1 = B;, voraus, so daB also

M;_, und N;_, beide denselben Grundmodul &,., besitzen, so lift die
Voraussetzung R, = Ry bei Adjunktion von z;,...z, die Fassung zu:

N((‘Bi—lim‘—l) =N(@5,~_1]§Iﬁ,~_1) oder auchN(@stll%*-l) = N( t—]'mzz 1)s

dabei ist entsprechend (32) gesetat: Ny = (N, €ioy), so daB NT,
also auch ein Linearformenmodul in ¢ wird und ®f_, sein Grundmodul.
'Wegen der Teilbarkeit von M., durch N;.,, die die Teilbarkeit von
ML, durch N2, nach sich zieht, folgt daraus nach Satz IV, daB bei
‘diter Ad]unktlo die beiden Moduln %, und 9%%, und folglich auch
;-7 und 9;_, iibereinstimmen. Die Adjunktion von 2y, ...z, bedeutet
-abér ‘daB zu 2)]1‘ -, bzw. m noch alle solche Polynome G(x) hmzugefugt
werden, fiir die

b(i+1‘(x)G(x) =0 (m), b(t’+1) =+ 0

wird, d. h. durch die Adjunktion gehf M;—, bzw. m in g;, entsprechend n
in B, iiber; somit ist g, =15, und folglich g;=1§,, also m =n bewiesen.



Polynomideale und Resultanten. 73

SchlieBlich ergibt dasselbe Ubertragungsprinzip, angewandt auf
Satz V, noch

Satz X. Es sei RY=S8"TY eine Zerlegung von R™ in — im
Polynomsinn — teilerfremde Polynome 8™ und T®. Dann existiert ein
und nur ein Ideal |, ebenso ein und nur evn Ideal t, die beide Teiler
von m mit gleichem Grundideal (i — 1)-ter Stufe g;_, sind, derart dap S*
gleich N (®;_,|©;-,), T® gleich N (®;_,|Ti-y) wird. | und t sind de-
finiert als Gesamtheit der Polynome S(z) bzw. T (z) derart, daf

s““)(x)T“’(x)S(a:)—ﬁO(m); 8(i+l)+0
a t(i+1)(z)S(i)(x)T(x) =0 (m)’ t(t‘+1) + 0
wird und es wird g, gleich dem kleinsten Vielfachen von | und t,
g; = (i, t].

Dazu ist nur zu bemerken, daB s**V, ¢%*? fiir | und t fest gewahlt
werden konnen, als Produkt der den Basiselementen von | bzw. t ent-
sprechenden s“**, t®*? und daB, wie oben bemerkt, bei Adjunktion von
Ziyq ... %, sich m in g, verwandelt. Insbesondere 1aBt sich die Zerlegung
von R" bis auf Potenzen irreduzibler Polynome — primare Faktoren —
fortsetzen, was eine entsprechende Darstéllung fiir g, als kleinstes gemein-
sames Vielfaches nach sich zieht. '

§ 6.

Eigentliche Eliminationstheorie.

Nach Satz VIII bzw. Formel (84) sind Resultanten- und Elementar-

" tetlerform durch m teilbar, verschwinden also fiir alle Nullstellen ‘von m;
dabei sind unter ,,Nullstellen von m* solche — dem aus P (u;z;,,...%,)
abgeleiteten algebraisch-abgeschlossenen Korper angehirigeni®).— Wert-
systeme von &, ...x; verstanden, daf fiir diese Wertsysteme jedes Polynom
aus m verschwindet, wobei man sich z,,,...z, dem Koeffizientenbereich
adjungiert denkt (4 =1,...,n). Diese adjungierten z;,, ...z, kénnen, wie
gezeigt werden wird, auch durch GroBen aus P (u) ersetzt werden. Inhalt
der Eliminationstheorie ist umgekehrt die Ableitung der Nullstellen von m
aus denjenigen der Resultantenform, Diese Umkehrung beruht auf der in
diesem Paragraphen zu entwickelnden sukzessiven Elimsnation; indem im

16) DaB jeder Korper, und zwar im wesentlichen eindeutig, sich zu einem
algebraisoh-abgeschlossenen erweitern 1a8t, hat Steinitz in seiner Algebraischen Theorie
der: Kdrpér (J. f. M. 187 (1910), 8. 167—809) gezeigt und damit das rationale Aqui-
valent fiir den Fundamentalsatz der Algebra gegeben. Tatsichlich handelt es sich jeweéils
fiir i=1,...,n um einen endlichen Erweiterungskorper von P (%, 2144, . .., %). (E.N.)
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nichsten Paragraphen die Teilbarkeit der dabei auftretenden Form D" (z)
durch E“ (x) nachgewiesen wird, folgt aus der Teilbarkeit einer Potenz
vorZ B (z) durch R" (z) die gewiinschte Umkehrung.

Die hier zu gebende Theorie der sukzessiven Elimination beruht auf

Satz XI. Es bedeute b ein Ideal aus Polynomen in einer Un-
bestimmien t mit Koeffizienten aus P, also ein Hauptideal; h(t) ein
Polynom aus b vom Grade k,B den Linearformenmodul tn 1,4, ..., Al
in den b modulo h(t) ibergeht. Dann ist B vom Range k — p, wenn

p den Grad des Bastspolynoms f(t) von b bedeutet.

Nach Voraussetzung wird A (t) = A, (¢) f(t), wo h,(¢) vom Grade
k — p ist. Die durch die Polynome f(¢),tf(¢),..., t*"P71 £ () repr-
sentierten Restklassen von b nach % (%) sind also linear unabhingig; und
jede Restklasse von b nach %(¢) laBt sich linear, mit Koeffizienten aus P,
durch diese k — p speziellen darstellen. b geht aber modulo & (%) in einen
Linearformenmodul in 1, ¢, ..., t*~* iiber, dessen Rang somit genau
k — p ist.

Sei jetzt a — a, ein transformiertes Ideal aus Polynomen, 4 (z) ein
in z, regulires Polynom aus a, vom Grade k,; und %, der Linearformen-
modul in 1,2, ..., :cf'“‘, mit Polynomen a®® (z) als Koeffizienten, in den
a, modulo A” (x) iibergeht. Es bedeute ferner a, das aus allen k,-reihigen
Determinanten aus U, abgeleitete Ideal in z,...x,. Nach Satz XI ist
a, dann und nur dann gleich dem Nullideal, wenn die Polynome aus
a, etnen gemeinsamen Teiler — Teiler im Polynomsinn verstanden — vom
Grade p, > 0 in x, besitzen. Ist a, vom Nullideal verschieden, so ent-
hélt ‘es, da a als transformiertes Ideal vorausgesetzt war, ein in z, regu-
lires Polynom A4®(x) vom Grade k,, wie man durch Zussmmensetzen der
Transformation (12) aus den speziellen Transformationen (25) und (26)
direkt sieht. Es bedeute-wieder 9, den Linearformenmedut in1, z,,...,2,* 7",
in den a, modulo 4®(x) iibergeht, a, das aus allen k,-reihigen Deter-
minanten aus A, abgeleitete Ideal in x;...x,, das ein in z; reguldres

Polynom A®(z) enthalten muB.

*Auf diese Art setze man das Verfahren fort, bis man zu einem Null-
jdeal: kommt oder bis a,,, gleich dem Einheitsideal wird; denn da X
voti den z frei ist, kann es nur das Nullideal oder Einheitsidesal sein. Es
zeigtt‘sich, dal die Ideale a,, q,,... eindeutig durch a bestimmt sind,
unabhéngig von den zugrunde gelegten Polynomen A™(z). Das ist klar
fir'"q, = a, kaon also fiir a,,..., a1 vorausgesetzt werden. Geht jetzt
a; modulo 4% (z) iiber in den Linearformenmodul %, so 1aBt sich 9; auch
charaktegisieren als Gesamtheit der Polynome aus a;, die in #; den Grad k&,
nicht erreichen; 9, hingt also nur vom Grade k; von A% (z) ab. Sei

14&‘
A
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jetzt 4" (z) vom Grade k, >k, ein in x; regulires Polynom aus g,

9, der entsprechende Linearformenmodul, a3+, das aus den I—c;-reihjgen

Determinanten aus 9; abgeleitete Ideal. Dann gilt die Modulgleichung
U, = (U, AP, 2,47, .., 2P 4D

Da nun wegen der Regularitit von A% (z) in z, sich die Polynome
Am, .nAm, ... als neue Unbestimmte der Linearformen einfiithren lassen,

folgt daraus das Ubereinstimmen der k;-reihigen Determinanten aus 9 -

mit den l;;-reihigen aus U,; und somit kommt @;,, = a,4,.'")

Es ist ferner stets a,,, durch a, teslbar. Das ist klar, wenn a;.,
das Nullideal ist; im entgegengesetzten Fall ist %, vom Range k;; also
ist a;4,, das nach Definition aus den k;-reihigen Determinanten aus %,
besteht, durch %, und folglich durch a, teilbar. Jedes a;;, ist somit
durch a teilbar; wird also an,, gleick dem Einhestsideal, so ist auch a
gleich dem Einhestsideal. '

Es sei jetzt a vom Etnheitsideal verschieden; a,+ 0,..., 0,4 0;
a,,,==0. DY(z) sei der nach Satz XI existierende grofite gemeinsame
Teiler — Teiler im Polynomsinn verstanden — aller Polynome aus q;; als
Teiler von 4% (z) wird D¥ (x) selbst regulér in z,. vom Grade p, > 0.
Man adjungiere z,,,...x, zu P(u); denn la8t D (z) in einem alge-
braischen Erweiterungskorper von P (u; %, ...,) eine Zerlegung in p,
Linearfaktoren zu. Sei z; — Z, ein solcher Linearfaktor, so daf fiir z; = Z;
alle Polynome aus q; verschwinden und daB folglich nach Satz XI die
Polynome saus a; , fiir diese Spezialisierung einen groften gemeinsamen
Teiler D~V () erhalten. Als Teiler von 4“7 (z) wird D*~" (z) selbst wie-
der regular in x,_, vom Grade p,_, > 0; kann also insbesondere nicht
identisch verschwinden und 148t in einem Erweiterungskorper von
P (u,Z;, %,,,,....2,) eine Zerlegung in p,_, Linearfaktoren zu. Ist
x;_, — F,_, ein solcher Linearfaktor, so entspricht diesem ein groBter ge-
meinsamer Teiler aus a,_,. So fortfahrend gelangt man zu endlich vielen
gemeinsamen Nullstellen von a, die in einem algebraischen Erweiterungs-
korper von P (u; z;,, ...x,) liegen. Umgekehrt ist wegen der Teilbarkeit
von q; durch a jede Nullstelle von a auch eine solche von a,. Ist also
insbesondere ¥, = Z,,..., %, = I, Z;,, = T; 4, - - -» &, = Z,, Nullstelle von a,
so folgt daraus q;,, = 0; und die Polynome aus a; erhalten einen grofiten
gemeinsamen Teiler mit dem Linearfaktor z; — Z;. Zusammenfassend
kommt:

Satz XII. Sei a vom Einheitsideal verschieden, a, == 0...; a;+ 0;
0;,, =0, dann existieren bei Adjunktion wvon z,,...%, 2u P(u)

1) Ee ist das im Prinzip derselbe SchluB, auf dem die Isomorphie von ®,”_, | ®y
mit @, | O, beruhte. oy
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endlich viele zusammengehorige Wertsysieme %, ... %, die in einem alge-
brasschen Erweiterungskorper von P(u, ;. ,, ..., z,) liegen, derart, daf
alle Polynome aus @ fir &, =1T,,.. . % =%, x,, =, ,,...,%, =%,
verschwinden. Liegt umgekehrt eine solche Nullstelle von a wvor, so folgt
daraus a;,, = 0, und das Auftreten eines gemeinsamen Teilers D ()

aller Polynome aus a,, der den Linearfakior x; — z, besitzt.

Satz XII zeigt insbesondere, daB jedes Ideal a, das keine Nullstelle
besitzt, gleich dem Einheitsideal wird.

Um eine Zerlegung durchzufiihren, welche die Zusammengehorigkeit
der Wertsysteme auch explizit zeigt, fibrt man neue Unbestimmte v ein,
die P(u, %44, -.., %,) adjungiert werden mogen. Sei gesetat:

(35) T=—0x —...—v_z,_, +2, [ ph

so daB die Zusammensetzung von (12) mit (85) wieder eine Substitution
vom Typus(12)ergibt, wo jetzt nur die u;, ersetzt sind durch w;, = u;x — v,,,
und allgemeiner w44, durch wgi; .= %;4; .« — %42, ;v.. Filhrt somit
die Substitution (35 ) das nach Voraussetzung transformierte Ideal a iiber in b,
so entsteht b einfach aus a durch Ersetzen der u,, durch w,, und Adjunktion
der v; und durch den gleichen ProzeB entstehen die vermdge b definierten
Ideale b,,b,,... aus a,,a,,.... Umgekehrt geht a, aus b, vermdge
v = 0 hervor; die Ideale a, und b, sind also gleichzeitig Nullideale, oder
gleichzeitig vom Nullideal verschieden.
Sei jetztwiedera1=+=0;...;a,.=1=0;a,-+1=0; alsoauchb, 4 0;...; b, 0;
b,,, =0; sel & ...%;, ,,...x, en zusammengehiiriges Nullstellen-
system von a. Definiert man Z,=2;,4+ v, %, + ... +v_,%_,, so wird
Fy oo Fy_yy By Xyyq ... ¥, vermoge (35) Nullstelle von b. Bedeutet
also HY (z,z) den grﬁﬂten gemeinsamen Teiler aller Polynome aus
" b;, der als ganz und primitiv in den v vorausgesetzt werden darf —
s0 erhalt H"(z,x) nach dem letzten Teil von Satz XII den Faktor
2, — 7 — (%, + v, & + ... +v,_,%,_,), und jeder Nullstelle von qa,
dle bel Ad]unktxon von iy, ..., x, auftritt, entspricht ein solcher
Faktor. Es ist zu zeigen, daB damlt die Zerlegung von HY(2,2) er-
dchopft ist; d.h. daB sich aus H ® Lein Faktor H{ abspalten 1aBt, der
sm'h' nicht in Linearfaktoren in z.und v zerlegen laBt. Bei dies der
4 ‘Fa.h so enthalt Hy" wegen der vorausgesetzten Primitivitdt in v mindestens
einen Linearfaktor z; —z;, wo Z; einem algebrmschen Erwelterungskorper
von P(u, v, %;,,,...2,) sngehort Ist @, ...%_y, % Tyyq - 7, dieent-
‘sprechende Nullstelle von a, so muB diese mlt einer der endlzck vxelen Null-
gtellen' von a zusammenfallé’n’ die bei Adjunktion von =z, , ...z, auf-
treten, also von v unabhingig sein. Somit enthilt z, die v notwend:xg
linear, nicht algebraisch oder rational-nichtlinear; aus Hj { 1aBt sich gegeén
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die Annahme ein weiterer Linearfaktor z, — (%; + 0,2, + ... + V-1 %i-y)
in z und v abspalten. Somit kommt als explizite Zerlegung:

H“)(Z, z)=[1{%— (T +vZu+...+ ?);—156—1./-)}%-

Da der Grad von H" und die einzelnen Exponenten «; mit den ent-
sprechenden von D (z) tibereinstimmen miissen — denn H™ entsteht
aus DY durch die Spezialisierung u,, = w,,, D aus -H"® durch die
Spezialisierung v =0 —, so zeigt diese Zerlegung noch, daB wegen der
Adjunktion der Unbestimmten u,, zu P auch bei der von a ausgehenden
Elimination jeder Nullstelle Z; von D ein jeweils linearer groBter ge-.
meinsamer Teiler aus a;—, ... a, oder die Potenz eines solchen entspricht, !1
sich also jeweils nur ein zusammengehoriges Nullstellensystem z, ... Z,,
i, ...%, von a ergibt!®).

§ 7.

Resultantenform und Eliminationstheorie. -

Zur Herstellung des Zusammenhanges zwischen Resultantenforrn und
Eliminationstheorie werde die in § 6 gegebene sukzessive Elimination
speziell auf den Quotienten a = m/g, ., von Ideal durch Grundideal ¢ — 1-ter
Stufe angewandt. Es ist zuerst zu zeigen, daB dieser Quotient ein
transformiertes Ideal darstellt. Nun ist m transformiert und folglich
nach Satz VI, § 3, auch g, ,. Aus

H(z)=0(mlg,_,); H(z)=H(y)= S (v)H (y)= dou(u)H; ()
folgt also:
H(y)g; 1y O(f‘ll(u)); also auch ﬁ(y)@, 1 O(fﬁ(u))
H,(y)g,_, =0(m), also H;(x)g,_,=0(m),

womit die Teilbarkeit von H,(z) durch m/g, , und damit dieses Ideal als
transformiert nachgewiesen ist, so daB die Eliminationsmethode des § 6
anwendbar wird.

Nun zeigt aber (30), unter Beriicksichtigung von (28) — § 4 —, da8
¢ (z) durch m/g,_, teilbar ist, unter C*(z) irgendeine nicht identisch
verschwindende Determinante o-ten Grades sus ", verstanden. Da C ®

- S

oder

%) Es sei darauf hingewiesen, daB die hier gegebene sukzessive Elimination —
im Gegensatz zu der Kroneckerschen Methode — nur von- dem gegebenen Ideal a

abhiingt, unabhingig von jeder Idealbasis_ist, was also insbegondere auch fiir die Ex:..
ponenten , gilt.4) Die vollstindige Durchfiihrung der Elimination nach dieser Methode

wiirde ‘nach Hentzelt die Fortsetzung des Verfahrens auf den Quotienten a/DY ver-
langen, was mit Riicksicht auf den nichsten Paragraphen unterbleiben mag. (E. N.)
\) K‘M‘L\ lr\h,/\_-; v o '//a_n.(‘.,u{. /f(/ﬁ, O L 5"/6“)' Biew W 57

S S L o e S0 Jexii

’
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fiir ¢ >1 nullten Grades in z, ist, enthilt also der dem Ideal a=ag, ent-
sprechende Modul ¥, die Polynome C", z,C", oo zh e, m.ld folglich
ist (C™)* durch a, teilbar; ebenso wird (™) '.’ durch q, teilbar, und
schlieBlich (C“’—)b'k"' -1 teilbar durch a,. Somit werden a,, ..., q; vom
Nullideal verschieden, was auch fir 7 =1 gilt. Sei jetat D™ (z) der
grofte gemeinsame Teiler aller Polynome aus a;, also nur dann von einfzm
Grade p, >~ 0, wenn g, gleich dem Nullideal wird. Nach der Definition
von D" (z) kommt unter Beriicksichtigung der Teilbarkeit von a; durch a:

_ d(i+1).D(i) (x) =0 (m/g‘:% d(""’l) + 0;

es wird also d“*"DY ein von 2, ...w, , freies Polynom aus m<g, ,.
Nun war aber E“’(x) als hochster Elementarteiler von 9%,_, bzw. M-,
definiert (Satz IT und § 4) als groBter gemeinsamer Teiler — im Polynom-
sinn — aller von z,...z, , freien Polynome aus m/g; ,. Somit wird
@**"D® und wegen der: Regularitit von E“(z) in z;, auch D" (z)
durch BV (z) teilbar. (Mt e o)

Dieselbe Uberlegung &8t sich durchfiihren, wenn von vornherein die
Transformation (12) mit (35) zusammengesetzt war, d. h. wenn die Un-
bestimmten u,, durch w,, ersetzt waren, was die Teilbarkeit von H ® (z,x)
durch das entsprechende /5" (z,x) ergibt. Da ebenso wie D (z) und
H"®(g,2) auch E®¥(z) und E¥(z, z) und ebenso R™(z) und R" (2, )
gegenseitig durch Spezialisierung auseinander hervorgehen, so miissen auch
hier die Vielfachheitszahlen bei der Zerlegung in Linearfaktoren gegen-
seitig tibereinstimmen. Beriicksichtigt man noch, daB eine Potenz von
E“(z) durch R® (z) teilbar ist, so kommt zusammenfassend:

Satz XIII. Zerlegt man R (x) in einem algebraischen Erweiterungs-
korper von P(u,z,,...,) n Linearfaktoren z; — %, so lift sich Z,
auf emme und nur esne Art 2u einem zusammengehorigen Wertsystem
Z, ... %, %y, ...x, ergdnzen, das Nullstelle von m[g,_, und folglich

von m wird. Die derart aus den Linearfakioren von R™ entspringenden,
endlich vielen Nullstellen von m — endlich viele nach Adjunktion von
Bypy - oo T, — werden zusammengefaft durch die explizite Zerlegung:
(%)‘ Rm(z, z)=J{zi— (Zt, + 0T+ ... + v;-,':’é;ﬂ.,,)})".

EY |
Diese Zerlegung blesbt wegen der Regularitat von B (z,z) in 2, erhalten,
wewn:die su P (u) adjungierten z,,, ...z, durch irgendwelche speziellen
Werthjsteme Z, , . ...Z, aus P (u) oder dem daraus abgeleiteten algebraisch-

abgeschlossenen Korper ersetrt werden.

. Damit ist zugleich eine T'rennung der Nullstellen von m nach den,
esnzelnen Fakioven der Resultantenform durchgefiihrt; die Anzahl der zu
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P(u) adjungierten Unbestimmten z wird auch als Dimenston des ent-
sprechenden algebra:schen Gebildes bezeichnet,. . . S

FaBt man in der Zerlegung von R“(z, x) oder der entsprechenden
von R®(z) die in bezug auf P (u,z,,, ... z,) konjugierten Faktoren zu-
sammen, die bei allgemeinem P ganz oder teilweise identisch sein kdnnen,
so kommt eine Zerlegung von R (z) in Potenzen von in bezug auf
P(w,z;.,...x,) irreduziblen Polynomen:

RY (&) = S:"(rc e, S,(f’(x)’f”.

Dieser Zerlegung entspricht nach Satz X eine Darstellung g, = [f, ... i.],
derart, daB S.”(x)" gleich der Norm von g;,_, nach dem Ideal j, wird,
bzw. gleich der Norm des Moduls &, , nach dem j, ensprechenden Modul.
Damit ist also auch die Bedeutung der Exponenten g, klargelegt; ins-
besondere wird — unter y, den Grad von S verstanden — die Multipli-
zitét B, y. gleich der Anzahl der tn bezug auf P(u,x, ., ...x,) linear
unabhdngigen Restklassen von ¢,_, mach §,.

Es sei noch kurz der spezielle Fall betrachtet, wo P von der Charak-
teristik Null ist. Spezialisiert man hier die u,, so zu GréBen #,, aus P,
daB die n Determinanten C*(z) (i =1,2,...,n) jeweils in z,.regulir
bleiben !*), so bleibt auch die Regularitit von R erhalten. Es wird R
und ebenso R"(z,x) bei dieser Spezialisierung ein gemeinsamer Teiler
aller o-reihigen Determinanten aus ;" ,, aber nicht notwendig der groBte
gemeinsame Teiler. Man kann aber die Spezialisierung immer so vor-
nehmen, daB auch diese letztere Eigenschaft erhalten bleibt. Denn R® (z,z)
1aBt sich — wie die Existenz der Modulbasis zeigt — auch charakterisieren
als groBter gemeinsamer Teiler von endlich vielen g-reihigen Determinan-
ten aus ;" ,. Die Zerlegung des so spezialisierten R"¥(z,z) ergibt sich
dann einfach durch Ersetzen der u,, durch i,, in (36), so daB die ganze
Eliminationstheorie erhalten bleibt. :

19) Hentzelt nimmt von vornherein diese Spezialisierung fiir die u., vor und
muB deshalb auch zum Nachweis der Zerlegbarkeit von H “’(z,z), bzw. R® (z.z)
in Linearfaktoren in z und v viel kompliziertere Betrachtungen zu Hilfe nehmen.
Die dabei auftretenden Exponenten brauchen nicht notwendig mit den obigen iiberein-
zustimmen. (E. N.)

(Eingegangen am 17.3. 1922,)
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