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Der Endlichkeitssatz der Invarianten endlicher Gruppen.

.

Von

Emmy Noermer in Erlangen.

Im folgenden soll ein ganz elementarer — nur auf der Theorie der
symmetrischen Funktionen beruhender — Endlichkeitsheweis der Invarian-
ten endlicher Gruppen gebracht werden, der zugleich eine wirkliche Angabe
des .vollen Systems liefert; wihrend der gewdhnliche, auf das Hilbertsche
Theorem von der Modulbasis (Ann. 36) sich stiitzende Beweis nur Existenz-
beweis ist.*)

Die endliche Gruppe § bestehe aus den % linearen Transformationen
(von nichtverschwindender Determinante) 4, --- 4,, wobei durch 4, die

lineare Transformation
"

n
(k) 2' (%) ®) __ (%)
xl — A, T,y x” = a 'z
=1

1y ™) ny 'y
ve=1

oder abkiirzend: (2®)e= A,(z) dargestellt sei. Die Gruppe § fiihrt also
die Reihe (#) mit den Elementen z, - -- z, iiber in die Reihen (2®) mit
den Elementen 2 ... 2®. Da unter 4, --- 4, die Identitit .enthalten
sein muB, ist auch unter den Reihen (2®) die Reihe (2) enthalten. —
Unter einer ganzen rationalen (absoluten) Invariante der Gruppe sei eine
solche ganze rationale Funktion von #, ... %, verstanden, die bei An-
wendung von 4, .- 4, identisch ungeéindert bleibt; fiir eine solche In-
variante f(z) gilt also:

e f@) =f(a®) = -+ = f(a) =5 - D) F(a¥).

1. Formel (1) driickt aus, daB f(z) eine ganze rationale, symmetrische
Funktion der GroBenreihen (z(V) ... (z®) ist — und zwar handelt s
. sich, da jeder Summand f(z®) nur die eine Reihe (z®) enthilt, um den
einfachsten, gewdhnlich als einfirmigen bezeichneten Fall. Nach dem be-

*) Vgl etwa Weber, Lehrbuch der Algebra (2. Aufl) 2. Bagd, § 67.. ' . . .,
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kannten Satz tiber die symmetrischen Funktionen von GroBenreihen*) ist
also f(z) ganz und rational durch die symmetrischen Elementarfunktionen
dieser Reihen darstellbar, d. h. durch die Koeffizienten G,,,..., (z) der

,»Galoisschen Resolvente“-

(2, u) =H(z +u 2P+ fu, z®
((a+a1+---+a.=h))
=z”+2G ”(x),“ >y askh

wo die G,,..., (%) Invarianten vom Grade @ +---+ e, in den z sind.
Somit ist bewxesen

Die Koeffiaienten Goo (a:) ‘der Galoisschen Resolvente bilden ein
0&1}«&1@ stem der Gm;ppe derart, daf8 jede Invariante sich ganz
und a(lqonal dw'ch diese. endlich vielen Invarianten darstellen 1ipt.

2. th. kann auch, von (1) ausgehend die’ folgende noch elemen-
tarere Betrachtung anstellen ,¥) die zugleich zu. emem zweiten vollen
System fiihrt. Sei gesetzt ; _

@) =+ bal ot ool ol

wo a,b, - -+, ¢ Konstanten bedeuten, so hat man nach (1):

A
h-f(xy=h-a+b- 2 (k)u . (le)ln _,.—{—C_ink)l-“xik)n
k=1
=h-a+b- J' R AT

Jede Invariante laBt sich also ganz und linear aus den speziellen:
ot st S

Ca el B TEE k=1

-zusa.mmemetzen, und es gemigt daher der Nachweis fiir diese speziellen.
J;;,‘ bildet aber, abgesehen von einem Zahlen:faktor, den Koeffizient von

20, 4l in dem Ausdruck -

—2 (“1 (k) -+ “nxff) !‘:

k=1

Uy

wo u=p, +---+ u, gesetzt ist, und der die u* Potenzsumme der h
Linearformen

b= w2 w2 =) 4 + u, 7®
*) Vgl. die Anmerkung zu 2.

**) Es kommt dies auf einen Beweis des Satzes iiber die symmetrischen Funk-
tionen von GrdBenreihen im oben erwlhnten einfdrmigen Fall hinaus.
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darstellt. Nun sind bekanntlich die unendlich vielen Potenzsummen S
ganze rationale Verbindungen von

Su SR: Y S,,,

-deren Koeffizienten durch die Invarianten

Tt (g 4o o, <B)

gegeben sind; somit ist ein zweites volles System gewonnen:

Ein volles Invariantensystem der Gruppe ist gegeben durch alle In-
varianten Jy,...pn wo py + -+ p, <h und h die Ordnung der Gruppe
bedeutet.

Der Zusammenhang mit 1. wird hergestellt durch die Bemerkung,
daB die Potenzsummen S, - - - S, sich durch die elementaren symmetrischen
Funktionen von & ... &, ersetzen lassen, was auf das dort gegebene
volle System der Gaq,...a,(%) filhrt. Beide Resultate zeigen, daB sich alle
Invarianten. gamz und rational durch digjenigen ausdriicken lassen, deren
Grad i den x die Ordnung h der Gruppe nicht iibersteigt.

3. Aus dem eben Bewiesenen lassen sich Folgerungen fiir rationale
Darstellung ziehen. Jede rationale absolute Invariante 1iBt sich — wie
durch Erweiterung von Zihler und Nenner mit den in bezug auf die
Gruppe Konjugierten des Nenners unmittelbar einzusehen — darstellen
als Quotient von zwei, nicht notwendig teilerfremden, ganzen rationalen
absoluten Invarianten. Daraus folgt, daB jede rationale absolute Invariante
sich rational durch die Koeffizienten G, ...q,(%) der Galoisschen Resolvente
& (2, w) ausdriicken lift. Dieser Satz 1Bt sich auch ohne Durchgang
durch den Endlichkeitssatz auf verschiedene Art leicht beweisen; er findet
sich schon formuliert in Weber II, § 58.¥)

*) Der dort gegebene Beweis ist allerdings nicht stichbaltig; es ist namlich nur
gezeigt, daB die Funktion W(¢) in Formel (7) Invarianten zu Koeffizienten hat, nicht
aber daB diese Invarianten rational durch die Koeffizienten von @(t) ausdriickbar
sind. Diese Liicke wird vermieden, wenn man zur Darstellung der #;® durch §, statt
der Lagrangeschen Interpolationsformel ein bekanntes Differentiationsverfahren anwen-
det. Es ist dies die durch Differentiation der Identitit & (— &, %)= 0 nach allen 4
gewonnene Relation: : '

[3¢ 20 . A

bw, W T -

s==5

Danach hat an Stelle von Formel (7) und (8) bei Weber fiir jede rationale Funkﬁbn‘-"'
o(x) die folgende Formel zu treten: .

20 0
m(xik).-.x%‘)):m —%1-;’—. . aaiz‘ 0

Pz P2 ) s=-8
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4. SchlieBlich sei erwihnt, daf die hier abgeleiteten Resultate implizit
enthalten sind in meiner Arbeit »Korper und Systeme rationaler Funk-
tionen“*); und zwar das in 1. gegebene volle System in Satz VI und VII,
ein von diesem Endlichkeitssatz unabhingiger Beweis der rationalen Dar-
stellung in Satz I1I.¥*) Beweisgang und Resultat vereinfachen sich aber
in dem hier vorliegenden speziellen Fall erheblich gegeniiber der allge-
meinen Theorie. Darauf, die allgemeinen Untersuchungen auf die Invarian-
ten endlicher Gruppen anzuwenden, kam ich durch Gespriche mit Herrn
E. Fischer, von dem auch dem Inhalt nach der unter 2. gegebene Beweis —
im allgemeinen Fall ist das dort auftretende volle System nicht rational
definierbar — und die Anmerkung zu 3. herriihrt.

E_g’f}gngein_, l@ai 1915.

die nur noch Koeffizienten vor ®(z, ) enthslt, und deren Sumination tber slle % fir
Invarianten o(w) die gewiinschte Darstellung gibt. -

*) Math. Ann. 76, S. 181 (1915).

**) Fiir relatsve Invarianten ist in Satz VIII und IX ein- Endhchkextsbewels ent-
halten, der ebenfalls auf anderer Grundlage beruht als der gewdhnliche, aber auch nur
Existenzbeweis ist; es riibrt dies daher, daB die relativen Invarianten kemen Korper
bilden.
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