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Feux Beenstew. GauBsches Fehlergesets. 417

Uber das GauBsche Fehlergesetz.

Von

Fevix BernsteIN in Halle a. 8.

Teil I
Das lineare Fehlergesetz.

1.
Einleitung,
Die Funktionalgleichung
©) f@+y)=fl@) + 1)

tritt in verschiedenen Gebieten der Mathematik auf und ist schon seit
langer Zeit Gegenstand der Untersuchung gewesen. Zuerst hat man wohl
ihre Bedeutung fiir den Beweis des Satzes vom Parallelogramm der Krdfte
erkannt. Spiiter zeigte sich, daB der Beweis des Fundamentalsatzes der
projektiven Geometrie die Behandlung der Gleichung (1) erfordert. End-
lich besitzt sie eine unmittelbare Bedeutung fiir den aziomatischen Aufbau
der Arithmetik.

Cauchy®) hat zuerst bewiesen, daB die lineare Funktion Az die ein-
zige stetige Liosung der Gleichung (1) ist. Die Methode des Beweises
stammt schon aus dem Altertum, und ich glaube, es besteht eine inter-
essante historische Kontinuitéit. Bereits Archimedes®*) hat in seinem
berithmten Beweise des Hebelgesetzes eine der unsrigen verwandte Funk-
tionalgleichung exakt geldst.

In der Tat kommt seine Methode, das Gleichgewicht des Hebels mit
ungleichen Armen auf das Gleichgewicht des gleicharmigen Hebels zuriick-
zufiihren, darauf hinaus, eine Funktionalgleichung

@) fo+9)=r@1+r%)

*) Analyse algébrique. .

*) Wir wollen nicht verfehlen, auf die beredte und glinzende Schllder}mg zu
verweisen, welche Duhem (Les origines de la statique) von der geistigen Eigenart
des groBen Gelehrten gegeben hat, der vor allem ein Meister der Methode war.
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418 Ferix BernsTEIN.

unter der Bedingung f(1)=1 durch die Funktion f(z) =« als die stetige
Losung derselben zu befriedigen.

@. Darboux®) hat ferner gezeigt, daB die Annahme einer endlichen
oberen Grenze g fiir die Funktion f(x) der Gleichung (1) in irgend einem
Intervall ausreicht, die Stetigkeit derselben zu erschliefen und damit den
linearen Verlauf nachzuweisen.

Endlich hat 6. Hamel**) neuerdings festgestellt, daB auch unstetige
Losungen der Funktionalgleichung (1) existieren, falls man annimmt, daf
die Wohlordnung des Kontinuums moglich sei. Solche Funktionen wiirden
in der Nihe jeder Stelle jedem Werte beliebig nahe kommen, so dab die-
jenigen Punkte der Ebene, welche die Funktion darstellen, die ganze Ebene
iberalldicht ausfiillen miissen. Irgend eine, diese letztere Eigenschaft aus-
schlieBende Annahme wiirde also hinreichen, die stetige Losung zur einzigen
zu machen. Die hierin liegende Erweiterung der Darbouxschen Be-
dingung 1aBt sich, worauf es wesentlich ankommt, leicht véllig elementar
zeigen. Da nimlich, unter o und § rationale Zahlen verstanden, aus der
Funktionalgleichung (1) stets

flae) = cf(a), f(0B)=Bf()

fiir irgend welche Werte ¢ und b folgt, so wiirde die Annahme einer
1®)
b

nichtlinearen Losung zur Folge haben, dal wir als verschieden von

f(Ta) voraussetzen konnen. Dann konnen wir « und g jedoch so wihlen,
daB die GroBen
oaa ~+ Bb
ef(a) + Bf(b)

vorgeschriebenen Werten beliebig nahe kommen.

Die Funktionalgleichung (1) tritt nun auch in der Wahrscheinlichkeits-
rechnung auf. Es bedient sich C. F. GauB***) derselben bei Gelegenheit
der ersten Begriindung seines Fehlergesetzes. Indessen fithrt die Annahme,
auf welcher die Ableitung des Fehlergesetzes beruht, ndmlich die beriihmte
Hypothese ,des arithmetischen Mittels, nicht unmittelbar auf jene Funk-
tionalgleichung. In der Tat ist ja die zu bestimmende Funktion hier eine
Exponentialfunktion, deren Exponent eine quadratische Funktion ist. Erst
die Ableitung des negativ genommenen Logarithmus geniigt der Funk-

*) G. Darboux, 1) Sur la composition des forces en statique. Bull. des
Scienc. Math. 9 (1875); 2) ,,Sur le théoréme fondamental de la géométrie projective’.
Math. Ann. 17 (1886), p. 58.

* G, Hamel, Eine Basis aller Zahlen und die unstetigen Losungen der Funktional-
gleichung f(x4v) = f() -+ f(y). Math. Ann. 60, p. 459. — Siehe auch die Bemerkung
am Schluf dieser Arbeit (S. 447).

#4) (, F. GauB, Theoria motus etc. 1809, art. 176 u. 179 (Werke 7).
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tionalgleichung (1). Der negativ genommene Logarithmus der Funktion,
auf dessen Bestimmung es ankommt, geniigt der Funktionalungleichung

B) o@)+ o) + -+ o@,) <@ +&) + o, +e)+ - + (@, + &)
Hierin bedeute ¢ irgend eine von Null verschiedene GroBe und es seien
@y, Ty, -+ +, &, wrgend welche Argumente, welche durch die Gleichung

4) x4zt +x,=0
verbunden sind.

Die zu bestimmende Funktion @(z) werde als eine fiir alle reellen
Werte von z eindeutig definierte, endliche Funktion angenommen.

Es wiirde, wie bemerkt sei, gentigen, statt » lediglich drei Argumente
in Betracht zu ziehen.

Die Funktionalbedingung (3) wird von GauB unter der stillschweigenden
Annahme gelost, daB die Funktion ¢ (z) stetig und iiberdies zweimal diffe-
renzierbar set.

So bereitwillig man fiir die Naturgesetze den analytischen Charakter
derselben zuzugestehen geneigt ist, so wird man zugeben, daB dies in
keinem Falle fiir die Gesetze des Zufalls angingig ist. Hier wird man
wiinschen, ausschlieflich mit denjenigen Annahmen auszukommen, welche
sich aus der Natur der Wahrscheinlichkeitsgrofien ergeben.

Die Priifung des Sachverhalts ergibt nun, daf dies in der Tat mog-
lich ist.

Die Untersuchung der Funktionalbedingung (3) lehrt zwar, daB auch
hier neben der stetigen Losung durch die quadratische Funktion unstetige
Losungen existieren konnen. Indessen geniigh auch hier schon die
Darbouxsche Bedingung, um die unstetigen Losungen auszuschlieBen.

In einer Note: Uber eine Funktionalgleichung und eine erweiterte Be-
griindung des Gaufschen Fehlergesetzes (Ber. d. Kgl. Sachs. Ges. d. Wiss,
Math.-Phys. K1, Leipzig, LVIII, 1906, 23. Juli) habe ich dieses Resultat
bewiesen. Die dort gegebene Darstellung bedarf der Berichtigung, indem
die Darbouxsche Bedingung, von welcher der Beweis Gebrauch macht,
den Voraussetzungen ausdriicklich hinzugefiigt werden muB, was dort
nicht geschehen ist.

Fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung ist nun aber, #hnlich wie es
beim Fundamentalsatz der projektiven Geometrie liegt, eine andere Zusatz-
bedingung von vornherein gegeben, aus der gleichfalls der vollstindige
Beweis sich ergibt. Es ist die Forderung der Infegrierbarkeit der Fehler-
funktion @(z) = e v@.

In der Tat bezieht sich ja die Frage der geometrischen Wahrschein-
lichkeit auf das Vorkommen eines Fehlers in einem bestimmten Infervall,
und es wird dieselbe durch das iiber dies Intervall erstreckte Integral

27*
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definiert. Und es gehort dann weiter zur vollstindigen Bestimmung der
Fehlerfunktion noch die Annahme, daf die Summe der Wahrscheinlich-
keiten gleich Fins sei. Ich erinnere daran, daB auch der Satz von der
zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit zu den bei der Ableitung des
Fehlergesetzes benutzten Postulaten gehort.

Zu diesen allgemeinen Wahrscheinlichkeitspostulaten kommt dann
nur noch ausschlieBlich die Hypothese des arithmetischen Mittels hinzu,
um die Form des Fehlergesetzes zu begriinden. Wir formulieren das hier
festgestellte abschliefiende Ergebnis folgendermaBen:

(A) Gemify den Postulaten der geometrischen Wahrscheinlichkest ist die
Fehlerfunktion eine integrierbare Funktion derart, dof

+o
f gx)de =1
ist.

Setzen wir weiter

(B) die Hypothese des arithmetischen Dittels
voraus, so ist die Form des Fehlergesetzes vollstindig bestimmt.

Da sich die Funktionalbedingung (3) in jeder Hinsicht als die nichst-
héhere Stufe der Betrachtung im Verhdltnis zur Funktionalgleichung (1)
erweist, so war noch weiter zu untersuchen, welche Rolle hier die Zu-
satzbedingung spielf, inshesondere ob unter Weglassung derselben unstetige
Losungen existieren.

Dies ist in der Tat der Fall, aber die Funktionswerte fiillen hier
nicht die ganze Ebene aus, sondern sie erfiillen denjenigen Teil der posi-
tiven Halbebene, der oberhalb einer stetigen Losung der Funktional-
bedingung (3) liegt, tiberalldicht. Es geniigt hier also schon als Zusatz-
bedingung die geringere Forderung, daB irgend ein Wert an irgend einer
Stelle, der groBer als die untere Girenze der Funktion in der Umgebung
dieser Stelle ist, nicht beliebig angenihert werden konne.

Dieses Resultat wird begriindet, nachdem vorher im zweiten Teile
eine Verallgemeinerung auf » Variable vorgenommen worden ist. Die-
selbe wird an sich durch die Bediirfnisse der Wahrscheinlichkeitsrechnung
ebenfalls gefordert.

Die Funktionalbedingung fiir mehrere Variable besitzt als einzige
Losung eine definite quadratische Form, wenn noch eine entsprechende
Zusatzbedingung als erfiillt angenommen wird.

Es scheint mir diese Einfiilhrung der definiten quadratischen Form
durch ein Funktionaltheorem infolge ihrer Allgemeinheit besonderes Inter-
esse zu beanspruchen, und ich mochte dasselbe schlechthin als das Fumnk-
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tionaltheorem der definiten quadratischen Formen i :

B ot v ots s Untersuchung, bezeichnen. Es bildet das
Die Allgemeinheit der durch dasselbe ausgedriickten Minimaleigen-

schaft 148t sich an dem Umstand ermessen, daB die Funktionen we%che

hier zum Vergleich mit der Minimalfunktion herangezogen werd:m eine

Menge von der Michtigkeit 2¢ bilden, wihrend man es in der Variaftions-

rechnung stets mit einer Menge von Vergleichsfunktionen der Michtig-
keit ¢ zu tun hat.

2.

Beweis des Fehlergesetzes unter der Annahme, daf die Funktion ¢ (x)
unterhalb einer endlichen Grenze ¢ liegt.

Es sel ¢(x) eine eindeutige Funktion der reellen Veriinderlichen %,
welche fiir alle # die Bedingung

() p(@) <y
erfiille, wo ¢ ein irgendwie beschaffener endlicher Wert sei. Es sei ferner &
eine von Null verschiedene beliebige GroBe. Es gilt dann das folgende
Theorem:

Theorem I. Die Funktionalbeziehuny

6) p@E)+o@)+ - +o@)<o@+e+o@+o+ - +ol@,+e),
die unter der Nebenbedingung

M z+ 2+ +2,=0

fiir alle definierten Werte der Argumentgrofen erfiillt sein soll, besitst als
einzige Losung die Funktion

(8) () = ¥’ + ¢(0),

wenn die Existenz der oberen Grenze g vorausgesetzt wird.

Es wiirde geniigen, n = 3 anzunehmen, und es diirfte auch moglich
sein, die Variabilitit von z,, z,, - -+, @, und ¢ noch weiter einzuschrénken,
als es hier fiir unseren Zusammenhang geboten ist.

Wir bediirfen fiir den Beweis folgender Definitionen und Sitze.

_ Unter einer konvexen Funktion des Intervalles (gh) verstehen wir eine
eindeutige Funktion f(z), welche fir irgend zwei Werte £ und y des
Intervalles die Bedingung

: f
(9) f(”ﬁ:;“}/) < ﬁ‘i‘g*‘__(y)

erfillt. Wir wollen das Intervall (gh) unter Einschlub seiner Endpunkte g
und » mit Osgood als abgeschlossenes Intervall bezeichnen und uns auf
ein Intervall dieser Art durchweg beziehen, ohne stets die vollstindige
Bezeichnung zu gebrauchen. Umgekehrt gebrauchen wir die Ausdriicke
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rechis offenes, links offenes und schlechthin offenes Intervall, um in leicht
verstindlicher Weise die anderen Félle zu bezeichnen.

Es besteht zunichst der folgende Hilfssatz:

Hilfssatz 1. Eine konvexe Funktion f(z) des Intervalles (gh) ist
stetig und besitzt an jeder Stelle des Intervalles einen endlichen vorderen und
hinteren Differentialquotienten [ (x) und f|(x) derart, daf

f2(2) < fi(2)
ist, sobald f(x) in dem Intervall eine obere Grenze g besitzt.

Dieser Satz ist von J. L. W. V. Jensen®*) aufgestellt und bewiesen
worden. Wir geben den Beweis des Satzes, der fiir das Folgende grund-
legend ist, ausfiihrlich wieder.

Aus (9) folgt fiir irgend welche Argumente z,, 25, 25, 2, des Intervalles

plckatata) < Lrets) 1ot
= Ti‘f(aﬁ) + %f(xz) + %f(xs) + ,i f(z)

und allgemein, mittels Schlusses von m —1 auf m,

o om om
gf (2-"‘ > x) < D'f(@,).
=1 v=1
Wir setzen, unter #» eine positive ganze Zahl verstanden, 2™ > » und

wihlen
i Wi it Yo i
7 ’

Tpp1=Tpy9="""= Zgn =

so daB wir die Beziehung

2"'f<;1; > x) < Sf(@,) + @n—n) f(% > f(%))

v=1

erhalten. Dieselbe geht iiber in die verallgemeinerte Relation

(10) f<%2 x) < Dt
v=1 v=1

Dieser Ubergang von der mit Potenzen von 2 behafteten Beziehung
zu einer allgemeineren findet sich in einem entsprechenden Gedankengang
in dem angefiihrten Beweis des Archimedes.

Wir betrachten jetzt zwei GroBen x und # + nd des Intervalles und
verstehen unter m eine natiirliche Zahl, die kleiner als % ist. Wihlen
wir nun ’

*) J. L. W. V. Jensen, Sur les fonctions convexes et les inégalités entre leurs
valeurs moyennes. Acta Math. 30, p. 1756—201.
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Xy =Ly =+ =& =2 + N0; N
so haben wir
flz+mo) < %f(x+né‘) I ”—T”ﬁf(x)
oder
flx4-md) — f(x) <f(w+%3)—f(w).
m = n

Hieraus folgt, indem — 0 statt & gewdhlt wird,

fla—md) — f@) - fle—nd)—f(2)
m — n b
falls auch # — nd im Intervall gelegen ist.
Bedenken wir, dafl infolge der Definition (19)
f(@) — fle—m?d) < f(z+md) — f(#)

ist, so konnen wir die fortlaufende Beziehung schreiben:

(1) fO=1a=rd) o 1) —fe—nd) _ fotnd —f@) L fetnd =/@)

wo also
m < n
angenommen ist.

Aus (11) schlieBen wir jetzt, daB f(x) stetig ist, wemnn im ganzen
Intervall f(2) < g bleibt. Wir setzen hierzu m =1 und ersetzen f(z—nd)
und f(x+nd) durch g. Es folgt

o — (&,
M99 < fla) — flo—9) < fla+d) — (o) < L1

n

Diese Formel gilt, sobald # -+ #d im gegebenen Intervall liegt.
Lassen wir jetzt o gegen Null sinken und # gegen Unendlich so wachsen,
daB diese Bedingung erfiillt bleibt, so folgt offenbar, daB

lim [/(a-+) — ()] = 0
ist. s
Um weitere Schliisse zu ziehen, setzen wir —- statt & in (11) ein,

J . 5
und nehmen & positiv, es folgt dann, falls z £ % - 1m Intervall liegt,

m
to—fa—s _ @125 2) f(”+w“)‘f‘”)éf<a=+a>—f(>,
n

n

iIA

Bedenkt man, da - ein beliehiger echter Bruch und da f(x) stetig
ist, so folgt, daB ’l@——g@ bei abnehmendem & stindig wichst, oder
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konstant bleibt; andererseits bleibt der Quotient sténdig unterhalb
M;T_M)’—M’ wenn &' irgend ein positiver Wert ist. Es existiert daher
i (0= o0 _
+8=0

und aus gleichen Griinden

+0=0
und es ist zugleich

(13) (@) L1 (@)

Wir beweisen ferner den

Hilfssatz 2. Fliir eine stetige nichtlineare konvexe Funktion ist bei
allen Vorzeichenkombinationen

(14) fo(z) <f:i(¥),
wenn

z<y
ist.

Zunichst bemerken wir, daf das Gleichheitszeichen in (9), sobald es
sich um eine stetige Funktion handelt, nur fiir eine lineare Funktion gilt.
Wir haben daber in allen Gleichungen, die keinen Grenziibergang ent-

halten, das Gleichheitszeichen zu streichen. Aus (12) folgt, indem wir 1::—

gegen eine zwischen Null und Eins enthaltene Zahl « konvergieren .
lagsen, zunichst

fl@) —flz—9d) _ f&) — flx—ead)
) = o0 ’

Wir bemerken aber, daf das Gleichheitszeichen fortfallen muB, indem wir

%d‘ statt 0 und % o statt « setzen und (12) noch einmal beriicksich-

tigen. Hierbei nehmen wir 1> Z: > a an. Analog erhalten wir schlieflich

f(@~§(x—3)<f(w>—-g'(x“5')<f(w+3;-f(w)<f(w+5g—f(w),

)

oder allgemein

f@—rfe—%)  f@td)— 1)
. E) 3
fiir irgend drei Werte # — 0, < <z + 8, des Intervalles. Es ist daher,
wenn z, < I, < %y < &, ist,

fly) — flay) < flacg) — £(25) & fay) — [(2,)

Ly — &y Ly — Ly Ly — Xy
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Infolgedessen ist, fiir die Werte
z<z+0<y—06<y,
f@+)—fw) _fly)—Ffly—29)
s < 5
Da nun fiir 0 < <9
fe+d)—f@) _ fle+8)—f(a)
4 < d

infolge (12) ist, und ebenso
fo)—fly—9 _ fly) —fly—9)
8 < 6\!

wird, so folgt fiir lim 0’'=0
f+(@) <fZ(y),
und hieraus in Verbindung mit (13) die Beziehung (14).

Der geometrische Sinn der Sitze 1 und 2 ist aber der, daB die kon-
vexe Kurve, falls sie im Intervall unterhalb einer Geraden verliuft, stetig
ist, eine Tangente besitzt, und daB sich diese beim Fortschreiten auf der
Kurve im Sinne des wachsenden 2 selbst in positivem Sinne dreht.
Dabei kann sich die Drehung an einer gewissen Zahl von Ecken sprung-
weise vollziehen. Diese Ecken konnen, wie Jensen durch ein Beispiel
zeigt, iiberalldicht liegen.*)

Wir zeigen des Ferneren, daB die Menge der Ecken abzéhlbar ist.
Es gehort die hochstens zweiwertige Funktion f'(z) zu den punktweise
unstetigen. Wir formulieren den

Hilfssatz 3. Eine konvexe Funktion f(x) besitzt hichstens eine ab-
zihlbare Anzahl von Ecken, d. h. solchen Stellen, wo

f2 (@) <fi (@)

Wir bezeichnen f/(z)—f.(#) mit 8,. Wie klein wir auch die
positive GroBe ¢ wihlen, es gibt nur eine endliche Zahl n von Stellen, an
denen 0, > ¢ im Intervall (¢'%) ist, wo g" und 4’ irgend ein Teilintervall
von (gh) bestimmen. In der Tat ist ja f'(z) eine stindig wachsende
Funktion und also hchstens in g negativ und héchstens in A positiv un-
endlich, sonst aber durchweg endlich, so da8 die Differenz

L)~ 1) =T
eine bestimmte positive GroBe ist. Dann aber ist offenbar % durch die
Bedingung

4st.

J
ne < nd,<J oder n<-_-
endlich beschrinkt.

# In einer Note, die im Archiv d. Math. u, Physik erscheinen wird, werde ich
ein allgemeines Verfahren angeben, solche Kurven zu bilden,
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In Ausdehnung auf das ganze Intervall (gh) sehen wir daher, daf
die Anzahl der Stellen, an denen J, > ¢ ist, hochstens abzéhlbar unend-
lich ist.

Bedeuten jetzt

0y, O3, =+ vy Opy
eine unendliche Reihe positiver, gegen Null abnehmender GriBen, so ist,
wenn & = 0, genommen wird, die Menge S, der Stellen d, > ¢ abzihlbar,
also ist die Menge S aller Sprungstellen, welche das kleinste gemein-
schaftliche Vielfache dieser Mengen ist, ebenfalls abzéhlbar. Die Grenzen g
und 7% konnen auch — oo und + oo sein.

Nach diesen Vorbereitungen treten wir in den Beweis des Theorems I
ein. Um zu einer konveren Funktion zu gelangen, bemerken wir, daB die
Ungleichheitsbedingung (6)
©) o@)+9@)+:+9@) <o te)+o@te)+:-+ o, +e)
und die Nebenbedingung (7)

) #+ 2+ +2,=0
ebenfalls fiir die gerade Funktion
(16) v(@) = o(2) + 9(—2)

erfiillt sind, so daB also fiir diese
(18) v(@)+v@) +--+9(@,) <v@+e)+ ¥ @48+ + ¥ (2, +e)
ist. Wir setzen # =2 und z, = —2, und haben infolge von ¢ ()= (—z)
1" 2y(z,) < ¥(2+e) + v(2,—¢).
Setzen wir jetzt

AT

so folgt
(18) 29 (*1Y) < 9@ + ¥()
fiir
z =Y.
Ferner folgt aus
p(2)<g uwnd ¢(-2)<yg
(19) P(2) < 2¢.

Es ist daher ¢ (z) infolge (18) und (19) eine konvexe Funktion, welche
fir alle reellen « existiert und unterhalb einer festen Grenze liegt. Wir
folgern daher aus Hilfssatz 1, daB ¥(x) stetig ist und daB w(z) eine
stindig wachsende Ableitung 9'(z) hat, welche an héochstens einer ab-
zéhlbaren Menge S von Stellen einen Sprung besitzt. Wir beweisen jetzt
folgenden Satz:
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Hilfssatz 4. Es gibt eine Stelle a, welche mitsamé allen rationalen
Vielfachen + r-a nicht Sprungstelle von ¢ (2) ist.

Wir wollen, um Ausnahmen zu vermeiden, g und » verschieden von
Null annehmen.

In der Tat ist die Menge S aller rationalen Vielfachen der hypo-
thetischen Sprungstellen ebenfalls abzéhlbar. Es ¢ibt daker nach dem
Theorem von G. Cantor, welches besagt, daf das Kontinuum nicht ab-
zdhlbar ist, wenigstens eine Stelle a(+0), welche wicht zu S gehort. Das
gleiche gilt dann offenbar auch fiir + ra(r<0).

Sind jetzt #,, @y, - - -, 7, solche Stellen, an denen die Funktion 3(2)
einen einzigen Differentialquotienten besitzt, so besitzt die Funktion

(20) V(o) =v(@+e) +v(@mte) + - +v(z,te)
als Funktion von & an der Stelle 6 =0 den einzigen Differentialquotienten
(21) (V' (&))ezo = ¥' (@) + ¥ (@) +- -+ + ¥'(2,).

Besitst aber eine eindeutige stetige Funktion an eimer Stelle ein Minimum
und 1st ein einziger Differentialquotient der rechis und links differensierbaren
Funktion vorhanden, so muf derselbe verschwinden. Infolgedessen ist, wenn
die Gleichung

2+ 2+ +x,=0
fiir die genannten Stellen gilt, auch

(22) 0= WE) +H @)+ V).
Zufolge Hilfssatz 4 erhalten wir aber fiir

(23) G=Ty=- =Ty =0, =-—(—1)a,

indem wir statt » — 1 wieder » schreiben, fiir jedes positive ganze =
(24) ny'(a) + ¢ (—na) = 0.

Offenbar gilt (24) ebenso fiir alle von Null verschiedenen rationalen Viel-
fachen von @. Setzen wir %» = 1, so erhalten wir
¥'(a) =— ¥ (=)
und es geht daher (24) in die fiir alle ganzzahligen  geltende Formel
ny' (@) = ¢'(na) oder 3'(a)= % v (na)

iiber.

Ersetzen wir ¢ durch % a, so folgt (fiir m und  verschieden von Null)

Y (% a) = % Y (ma) = l:— ¥ (a)

oder
(25) V' (ra) =¥/ (a),

wenn r = O irgend eine rationale Zahl ist.
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Wir wissen jetzt andrerseits, daB gemif Hilfssatz 8 ¢'(x) eine standig

wachsende Funktion ist.
Infolgedessen ist fiir irgend ein irrationales  oder =0, das zwischen

den rationalen Zahlen r, und 7, liegt,
¥(ria) < ¥(za) < ¥(r;0)
() <9(za) <79 ().

Es ist daher ¢(za) mit dem Schnitt z¢(a) der Wertmengen (r,% (@)
und (7,9 (@) identisch und wir haben fiir alle reellen z

V' (za) =z (a)

oder

oder
(26) ¥'(#) = 29/ (1).
AuBerdem ist, da die Funktion besténdig wiachst, ¢'(1) positiv. Wir setzen

U (%) = 4h*x

¥ (2) = 21%a* + ¢*(2),
wo ¥*(x) eine Funktion ist, deren Differentialquotient verschwindet. Da
v¥(z) stetig ist und die Ableitung Null besitzt, so ist ¥*(2) eine Kom-
stante, und wir setzen also

27 ¥ (2) = 2h2? 4+ ¢(0).
Um die Schreibweise zu vereinfachen, setzen wir zunichst =1, ¥(0) =0
und haben

(28) P(z) = 222
Um jetzt zu zeigen, daB ¢(z) = 2 ist, beweisen wir den Satz:
Hilfssatz . Es ist @(2) stetig und 2¢’(z) = ¢’ ().
Beweis. Aus
9(%) + 9(—2) < p(a+e) + 9(—a+¢)
folgt durch Addition und Subtraktion von @(z—¢) auf der rechten Seite
¥(2) <v(a—e) + p(@+e) — p(z—e).

Indem wir das Vorzeichen von & vertauschen, erhalten wir

¥(@) <$@+e) + gp(@—e) — p(z+e)

und haben also

oder

29)  w(@) —v(e—8) < gate) —pe—e) <p(@t+e) —v(@).

Hieraus folgt sofort, daB ¢ (z) stetig ist. Um die Ableitung herzustellen,
dividieren wir durch & und erhalten

V) — ple—a . pa+te—opl@—e < w(w+sz~w<x>,

& &
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Hieraus folgt, indem wir z + ¢ oder z — ¢ gleich y setzen und beriick-
sichtigen, daB + 2& = 7 der Zuwachs von y wird,

(30) V() = 294(y).
Also ist in der Tat mit Riicksicht auf y'(y) = 2y
P(y) =y

Haben wir allgemeiner

Y (x) = 2h%2% + v(0),
so folgt

(31) o) =ha*+ ¢0) q e d

3.
Ein Hilfssatz iiber konvexe Funktionen,

Die Bedingung, daB ¢@(z) unter einer endlichen Grenze liegt, besitzt
vom Standpunkte der Wahrscheinlichkeitsrechnung aus keine natiirliche
Motivierung. Wir haben, wie auseinandergesetzt, dort als natiirliche Be-
dingung die gewonnen, daB e~%® dntegrierbar ist. Ich lasse dahingestellt,
durch welchen Zusatz man von der ersten Bedingung zur zweiten tiber-
gehen kann. Als natiirlicher Weg zur Erledigung der Frage ergibt sich
hier der, die Analogie zu den im Falle der Funktionalgleichung

fle+y)=f(x) +f(y) (f@) integrierbar)

auftretenden Verhiltnissen aufzusuchen. In dem einfacheren Falle wiirde
man sich an die fiir alle rationalen Vielfachen 7z von 2 bestimmte Zeil-
lisung rf(x) = f(rz) halten. Die Losung ist gleichmifig stetig und in-
folgedessen definiert sie eine stetige lineare Funktion, deren Integral mit
dem Integral von f(z) iibereinstimmt. Hieraus schlieBt man dann leicht,
daB f(x) selbst linear ist. Genau so werden wir zeigen, daB stets
fiir eine gewisse abzihlbare tiberalldichte Argumentmenge eine Teillisung
existiert, welche in dieser Menge gleichmifig stetig ist, und also eine
stetige Funktion definiert, deren Integral mit dem Integral der Funktion
verglichen wird. Es ergibt sich dann leicht der Schluf auf die Form
der Fehlerfunktion. .

Die Existenz der Teillisung zeigen wir mittels eines Hilfssatzes tiber
konvexe Funktionen, der zuniichst unter der Voraussetzung, daB die Funk-
tion oberhalb einer festen Grenze liegt, bewiesen wird.

Wir transformieren ein beliebiges Intervall (ab) auf das Intervall 01),
indem wir f(a+x (b—a) statt f(x) betrachten. Wir setzen
(32) g = Max. (f(0), f(1)).

Bedeutet dann r = % eine rationale Zahl zwischen Null und Eins, so gilt
der Satz:
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Hilfssatz 6a. Es ist, wenn f(x) eine konvexe Funktion ist,

(33) f6) <9 (r=2, 0<m<n).
Beweis. Aus der Formel (10)

f(—:;jxv>§%jf(xv)

folgt, wenn wir

setzen,

wenn wir mit ¢ das Maximum von f(0) und f(1) bezeichnen.

Es besteht nun der folgende

Hilfssatz 6b. FEs sei f(z) eine positive konvewe Funktion des
Intervalles (01), so ist f(r) fir alle rationalen r des Teilintervalles
nLrLl1—n) eme gleichmdifig stetige Funktion und ezwar bei noch so
Kleinem positivem v, d. h. es lift sich bei vorgegebenem & eine rationale

Gripe 0 > 0 durch die Bedingung [% + 1] 0 < n so bestimmen, daf
(34 fr+0) —f(nI<e
fiir jedes r des Teilimtervalles ist.

Beweis. Wir bezeichnen die ganze Zahl [Tg + 1] mit # und haben-
also, da g positiv ist,

(35) [L+1]=n, a>%,
und andrerseits, infolge

(36) [£+1]o<m,

37 nd < 7.

Infolgedessen ist sowohl » —nd (da n <r ist) groBer als Null, als auch
r + nd kleiner als 1. Wir kénnen daher die Formel (11), in der wir
m = 1 setzen, zar Anwendung bringen und erhalten

@) 01D < piyg) - fr) < LD T,

Samtliche Argumente liegen zwischen Null und Eins; da also gemif dem
Hilfssatz 6a fiir jedes # zwischen Null und Kins

0<fn=yg
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ist, so folgt aus (38)
(39) ~ ) Sfe+d)-fNs+ 4,

also, da infolge von (35) % < g ist

(40) —eSfr+0)—f(n<+e
fir jedes » und J, die den Bedingungen

(41) n<r<l—n, [£41]e<y

geniigen, womit der Satz bewiesen ist.

Zu einer solchen gleichmiBig stetigen Funktion einer iiberalldichten
Punktmenge gehort eine fiir alle Werte n <2 <1 — n stetige Funktion
hinzu. Dieselbe kann, da % beliebig klein ist, auf das ganze Intervall
ausgedehnt werden. Wir formulieren den

Satz 7. Es gibt 2u einer positiven konvexen Fumktion eine zugehirige
stetige Funlktion, welche mit derselben in den Endpunkien a und b eines
Intervalls, sowie in similichen rationalen Teilpunkien desselben tibereinstimms.
Diese stetige Funktion ist konvex wnd durch die auferlegte Bedingung ein-
deutrg bestimmi.

Hierbei verstehen wir unter den rationalen Teilpunkten des Intervalls
diejenigen, welche das Imtervall in rationalem Verhdltnis teilen. Es ist
ohne weiteres klar, daB die Teillosung, sowie die zugehdrige stetige
Funktion auch in die duBeren rationalen Teilpunkte fortgesetzt werden
kann. Denn, wenn wir @ und b als duBere Teilpunkte so annehmen, daB
das urspriingliche Intervall jetzt eingeschlossen wird, so wird die zu-
gehorige Teillosung die frithere Teillosung infolge der Eindeutigkeit der
Bestimmung derselben enthalten. Jede Teillosung 148t sich fiir das ganze
Definitionsintervall der konvexen Funktion aufstellen und kann nur an den
Grenzen desselben unendlich werden.

Zusatz. Um jetzt die Einschrinkung zu beseitigen, welche in der
Annahme liegt, daB f(x) positiv sein soll, teilen wir das Intervall (01)

in n gleiche Teile von der Liénge 0 = —:L— Setzen wir
A, =[(md) — f(m—1)9),
so ist infolge der Definitionsgleichung

(42) AEAL LB L
Es ist also

A

IA

"

mb, <O + By + -+ B,
oder, infolge von
fmd) =fO)+ & + 8+ + By,

x m f()—£(0) m
(43) 7(0) + & TOFIO < £ (%),
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In der Reihe (42) kann nur an einer Stelle ein ﬁbergang von negativen
zu positiven Werten erfolgen. Indem wir » gegen Unendlich wachsen
lassen, erhalten wir hochstens einen Schnitt # im Intervall Null bis Eins
derart, daB £(») fiir alle 0 <r <z stindig abnimm$, und fiir alle 2<r <1
stindig zunimmt. Wenn es keinen Schnitt # gibt, so muB £(0) oder £(1)
der kleinste Wert von f(r) sein, so daB wir fir f(r) die; gesuchte untere

Grenze bereits haben. Existiert aber der Schnitt, so sei gr irgend ein Wert

kleiner als . Dann ist im Intervall 0 bis g stets f(r) grofer als f (;’:)
Es existiert daher in diesem Intervall eine Teilldsung, deren zugehirige
stetige Losung einen stindig wachsenden rechten Differentialquotienten
besitzt. Derselbe besitzt also in einem rationalen Punkte p zwischen
0 und 2—7 einen negativen endlichen Wert k. Wir denken uns, um die
Teillosung fortzusetzen, p als Endpunkt des Intervalles (p 1), wollen aber,
um die Schreibweise zu vereinfachen, wieder p = O setzen, und also an-
nehmen, es existiere die Teillosung in einem in Null beginnenden Inter-
vall, und es habe dort die zugehorige stetige Losung einen rechten Dif-
ferentialquotienten f,/(0) = %. Es ist dann

(44) k< f.@_%f.@
Aus (43) und (44) folgt
(45) O+ w k< (3)-

Da die linke Seite fiir 0 < —;’: < 1 offenbar eine untere Grenze besitzt, so

ist also festgestellt, dall auch f (—21) stets oberhalb einer endlichen Grenze A
liegt. Die Funktion f(r) — % ist also eine positive konvexe Funktion.
Wir erhalten daher den

Satz Tb. Irgend zwei Punkte einer konvexen Funktion bestimmen
eindeutiy eine Teillisung, deren Punkte wberalldicht ouf einer stetigen kown-
vexen Kurve liegen.

4.
Beweis des Gaubschen Fehlergesetzes.

Wir beweisen jetzt das GauBsche Fehlergesetz unter den Annahmen:
(A) Das arithmetische DMittel ist der wahrscheinlichste Wert.
(B) Die Summe der Fehlerwahrscheinlichkeiten ist 1.
Aus (B) entnehmen wir, da8 e~9®) integrierbar ist, so daB
+o
1= [e¢@dy

-

wird.
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Es seien jetzt » und v irgend zwei Argumentwerte. Die Unglej
. . & ' 1 .
heitsbedingung (3) gibt fiir #, = 0 und jedes & R

¥(&) > 9(0).
Es ist also 9 () eine positive konvexe Funktion. Es folgt daher nach
Hilfssatz 6a und 6b, daB es eine stetige konvexe Funktion o (x) gibt,
die an den Stellen » und v gleich ¥ (%) wird und fiir eine iibué;alldicht;
Argumentmenge mit () tibereinstimmt.
Andrerseits ergibt die fiir jedes # und & giiltige Relation

¥(@) — b(@—e) <p(a+e) — p(a—e) <P(2+¢) — ¥(a)
fiir ein der Menge der rationalen Teilpunkte des Intervalles (uv) an-
gehoriges # und ¢

wu,v(x) - d’u,u(‘x—e) < ¢p(x+s) - q)(x_é) < 'l/lu’v(%-{"é') - wu,v(x)‘

In jedem Intervall, in dem v, (%) gleichmiiBig stetig ist, ist daher auch
@ (z) fir die entsprechende Wertmenge gleichmdfig stetig. Also existiert
eine stetige Funktion, welche in % und v mit ¢(») tbereinstimmt und
80 bestimmt ist, daB sie in allen rationalen Teilpunkten der Strecke (uv)
mit ¢(z) gleichen Wert hat. Wir bezeichnen dieselbe mit ¢, ,(z). Die
stetige Funktion ¢, (z) geniigt aber den Bedingungen (3) und (4). Also
ist sie von der Form

(46) Pus(2) = 1 + 9,,(0)
oder

— 2 ?
(47) P (@) = =20 g2 4 £XO-TP0,

Wir formuliereu den folgenden Satz:

Satz 8. Die Teillosungen der Funktionalbedingung (3) des Gaufschen
Fehlergesetzes liegen auf Parabeln der Form y = h*2* 4 y(0).

Es seien jetzt u und v irgend zwei von Null verschiedene Werte,
wir bezeichnen mit ¢, ,(2), kiirzer @,(2), und @, (2), kiirzer ¢, (), die zu
den Teillésungen der Strecken (Ow) und (0v) zugehdrigen stetigen Funk-
tionen. Hs ist also

9,(0) =), 9,0 =9(0)

Da ¢, (x) und @,(%) mit ¢(z) an einer dberalldichten Menge von Stellen
iibereinstimmen, so gilt das gleiche fiir e~94®), e~ 9@ und e~ *@; infolge-
dessen ist

(48)

4+ +o + o

(49) 1= Jevu@®@dyg -__—../.e"‘Pv(‘”) dx = [ e~ @ dzx.

= = —

Mathematische Annalen. LXITIX 28
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Ist daher
72,2
> 7ot 90,
so folgt aus (49) ’ i ’
hi = hz ’

fiir jedes w und v. Wir bezeichnen diese GroBe mit A%
[Denn es ist bekanntlich
+00

e V=
fe ’“"dw—m

-0

und also

]

[‘,f:‘I - 11;,1 ]

Da nun andrerseits fiir jedes » identisch

, , o) = 9,(w)
ist, so folgt fiir jedes w
9 () = B + p(0).
Die Konstante ¢~¢© wird dann aus (49) als ia] gefunden, so daB wir
n

definitiv fiir das Fehlergesetz die Form
(51) 9@ — g-r | 1]

V=
erhalten. Es besteht also das
Theorem II. Aus den Awnahmen
(A) o)+ o)+ + 9(,) < 9@ +e) + @+ + -+ ¢z, +¢)
unter der Nebenbedingung
2tz +--+2,=0

und
4+
(B) Sev@az=1
folgt h
: v g LB,
Ve
5.

Existenzbeweis der unstetigen Losungen.

Die Bedeutung der Zusatzbedingungen, die wir hinsichtlich der Funk-
tion ¢(x) gemacht haben, erhellt aus dem Umstande, daB sich in analoger
Weise, wie fiir die Gleichung f(z+y) = f(#) 4 f(y), unstetige Losungen
der Funktionalbedingung (3) konstruieren lassen.
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Hierbei bedienen wir uns des von G. Hamel eingefiihrten Hilfs-
mittels einer Basis aller Zahlen. Es sei a, b, c,--- eine Menge reeller
Zahlen derart, daB sich jede reelle Zahl z auf eine und nur auf eine
Weise in der Form
(52) r=uaa+ pb+yc+---
darstellen 14Bt, wo die Zahlen «, 8, 7, rational sind, aber in jedem Fall
nur eine endliche Anzahl derselben von Null verschieden ist. Wir nennen
a,b, ¢, - eine Basis aller reellen Zahlen. Ist z =0, so sind also alle
«, B, v, -+ gleich Null

Die Existenz dieser Teilmenge des Kontinuums ist unter der Voraus-
setzung der Moglichkeit einer Wohlordnung des Kontinuwms von G. Hamel
erbracht worden. Wir diskutieren diese Frage hier nicht ndher.

Es seien jetzt
(53) f(a)>07 f(b)>0’ f(c)\/o)
irgend welche positive endliche Werte, die groBer als Null sind.

Die Funktion
(54) f(@) = &*f(a) + Bf(0) + ¥*f(¢) + - --
besitzt die verlangte Eigenschaft. In der Tat es ist, wenn

o =ewa+pfb+yet--
(85) Zy= g0+ b+ pet -
z, =006+ b+ y,c+---

gesetzt wird, mit Riicksicht auf die Eindeutigkeit dieser Darstellung infolge
der Gleichung
) 0=ay 42+ +a,

notwendig
o+t +a,=0,

(56) B+ B+---+86,=0,
ntrntotra=0
Es sei jetzt
(67 e=Aa+Bb+Tc+---.
Wir haben dann
f@+e) = (@+Ala+ (B+B) + (41 + -

= f(x) + f(e) + 2Aca + 2Bfb + 2Mpc + - - -.

Es folgt daher mit Riicksicht auf (56)

f(@y+&) + fl@g+e) + - -+ f(@,+e) = (@) + f(@s) + - - - + (@) +nf(e).
28*
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Nun ist aber fiir ein von Null verschiedenes & irgend eine der Grofen
A, B, T,-.- von Null verschieden, es ist also mit Riicksicht auf (53) f(e)
groBer als Null. Es ist daher fiir ein von Null verschiedenes &

(58) f(mte) + f(@gte) + - -+ f(@te) > @) + f(2) + - - + flx,),
was zu beweisen war.

Wir wollen noch ein zweites Beispiel bilden, aus dessen Betrachtung
hervorgeht, daB eine solche Lésung nicht notwendig die gamze positive
Halbebene ausfiillt. Es liegen hier die Verhiltnisse nicht so einfach, wie
bei der linearen Funktionalgleichung. Eine erschopfende Diskussion
werden wir im zweiten Teile durchfiihren.

Wir setzen, indem wir irgend eine Basiszahl a herausgreifen,

(59) r=ca+y
und bilden

(60) F@) = ata® + 2
Aus

x1+x2+...+xn=0
6ot =0
Y+ %+ +9y,=0.

folgt offenbar
und

Ferner wird, wenn
(61) e=Aa+E
gesetzt wird,
f(z+¢) = a®(e+A)? + (y+¢)*
=f(x) + f(¢) + 2Aca® + 2Ey.

Da nun fiir ein von Null verschiedenes &

fe) >0
ist, so ist wiederum (58) erfiillt. Andrerseits ist aber
2
(62) flo) = e+ 2 2 (“F)
x!
22

Man erkennt iibrigens aus dem Umstande, daB stets

ae =y
ist, den Wegfall des Gleichheitszeichens.
Andrerseits kann man

y=>bp+cy+---

x . .
und ae so nahe an als man will, annehmen. Infolgedessen wird der

9
Wert der Funktion in der Umgebung einer beliebigen Stelle z so nahe,
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% 18t in der Umgebung
jeder Stelle die untere Grenze unserer Funktion. Da wir an Stelle von &
Jede andere Basiszahl setzen kinnen, so sehen wir dieselbe untere Grenze
fiir eine unendliche Menge von solchen Funktionen eintreten. Wir werden
zeigen, daf jede unstetige Losung &hnliche Verhiltnisse zeigt, und daB
die Funktion jeden Wert oberhalb der unteren Grenze in der {ngebung

Jjeder Stelle annimmt, so daf die Ebene oberhalb der Grenzkurve iiberall-
dicht ausgefiillt wird.

2
als man will, an m-2— liegen. Die Funktion y =

Teil II.
Das Fehlergesetz fiir » Variable.

6.
Das Funktionaltheorem der definiten quadratischen Formen.

Es besteht der folgende merkwiirdige Satz:

Theorem IIL. Es sei @(zys &y, -+, z,) cine Funktion der reellen,
unbeschrdinkt verdnderlichen Argumente x,, @y, -,x,. Es geniige @ (z,, %y, ,)
fiir ein System von Argumenten

O=a +a+ a2+ - +af),
(63) 0=ua) + a5+ o) + -+« + a,

O=z,+z,+x 4+ - +a®
der Ungleichheitsrelation

w=k

z=k
(A) 68) D op@p+e, af)+e, -, dd+e) > D g, -, o)
z=1 x=1

fiir jedes Wertsystem &, &, - - -, &, [iir welches nicht gleichzeitig alle Grofen
verschwinden. Bleibt dann noch fir alle Argumentwerte

(B) (p(xli Tgy "% n)
unterhalb einer Grenze g, so ist @(wy, 2y, -+, %,) — (0, 0, .-, 0) eine
homogene positiv definite quadratische Form der n Verdnderlichen &y, %g, - - @,
Die Bedingung (B) ist wiedernm nicht entbehrlich, da wir dies be-
reits im Falle n =1 gezeigt haben. Sie kann aber durch andere Be-
dingungen ersetzt werden, z. B. durch die Bedingung, daB @ (%, 2,, -, %,)
integrierbar sein soll, oder daf die Funktion stefig sein soll. Wir wollen
diese Bedingung als die Zusatzbedingung fernerhin bezeichnen.
Das Theorem III heiBe das Funktionaltheorem der definiten quadratischen

Formen.
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Wir suchen wieder zu einer konvexen Funktion zu gelangen. Die
Funktion

(65) (g, @y, 1y 2,) = (25,25, -, %) + @(—%y, —%g, -, ~2,)

besitzt diese Higenschaft. Zunichst liegt 3 unterhalb der Grenze 2g.
Setzen wir ferner

(66) Bp=— &, -y Tp=— @

und

E ",=-‘-= ’"=-..= k:.‘.= k
O=2 % z® ®,

1 n
so erhalten wir, wie frither aus (64), indem wir die Akzente fortlassen,
wenn nicht alle ¢ Null sind,

(67) 29(@y, - 2,) < (@&, @, 8,) + V(B —8y,0 X, —E,).
Setzen wir jetzt wieder

(68) 4t Ee=u, L — 4 =1,

so folgt, wenn alle andern & gleich Null genommen werden,

(69) 29 ('L‘%"_’_”xs’ ) ”n) LY, %y, ) + (0, %5, 2)s

sobald % == ist. Die Funktion @(wx,,a,,---,2,) ist daher, was auch
Xy, -+, %, fir spezielle Werte annehmen mdgen, eine fkomvexre Funktion
von ;.

Da ¢ (2, 25, -, z,) lberdies unterhalb 2¢g liegt, so ist die Funktion
in @, stetig und besitzt an jeder Stelle, mit eventueller Ausnahme einer
abzihlbaren Menge S, einen stindig wachsenden partiellen Differential-

quotienten #,(z, -, 2,) = %:zp(ml, «-+, %,). Die Funktion v, (2, -,2,)

besitzt an den Stellen S einen positiven Sprung. Wir bezeichnen mit S
die Menge der rationalen Vielfachen dieser eventuellen Ausnahmestellen.

Diese Menge ist fiir ein spezielles Wertesystem ,, - - -, z, gebildet
und genauer mit S (#,- -, ,) zu bezeichnen. Gem#f der Gleichung (65)

ist ¢ eine gerade Funktion, und es ist 52—17 Y(+ 2y, —xg, + -, —,) mit
1

;x-lzp(———xl,xg, -+, %,) identisch und also S (2, %3, +,%,) mit §(—y, -, —2,)

zusammenfallend. Diese Bemerkung ist fir das Folgende wichtig.

Wir wenden jetet wieder das Theorem von G. Cantor am, und schlieflen
aus dem Umstande, dafi das Kontinuum wicht abzihlbar ist, daf es eine
Stelle z, = a geben muf, welche mitsamt thren von Null verschiedenen ratio-
nalen Vielfachen keine Ausnahmestelle ist.

Ist jetzt
(70) rytrgt+ g+ ry=0 (r;==0)

eine Gleichung zwischen vier rationalen, von Null verschiedenen Zahlen,
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80 besitzt mit Riicksicht darauf, daB jetzt ra, rya, rya, r,@ nicht zu
S (+ 2, -+, +2,) gehoren, die stetige Funktion
(71) \F<5) = dl(& +r@, %, xn) + 111(8 +r5a, — g, —~:1«‘,|)

+ ¥ (e +75a, B, -5 7,) + (et na, — 2,00, —3,)
an der Stelle ¢ = O einen einzigen Differentialquotienten nach z, und also
nach & AuBerdem hat sie an derselben Stelle ein Minimum. Denn einer-
seits geniigt ¢ (x,, 2,, - - -, @,) der Ungleichheit (64), andererseits ist infolge
von (70) gerade die Nebenbedingung (63) erfiillt. Der eigentiimliche Kunst-
griff, welcher hier benutzt ist, um diese Nebenbedingung fiir alle Argu-

mente gleichzeitig zu befriedigen, setzt voraus, daB (63) und (64) fiir & = 4
gelten, wihrend wir uns frither mit % =3 begniigen konnten. Es muB

also %"é—s) an der Stelle ¢ = 0 verschwinden. Da nun
(72) w(5) = ’(I)(E +ra, 2y, %,) + 'p("' €—103d, Xy, >, xn)
+ 'p(8+ T3, Tgy ** -, xn) = w(* E— V) Xy, +-, xn)
ist, so erhalten wir, indem wir a;,- - -, z, nicht mitschreiben,
(13) 0= [%W(E)].ﬂ = ¥, (r,8) — ¥ (— 150) + ¥, (ry0) — ¢, (—r,a).

Wir setzen jetzt
rn=s+d Yg=—3

4 p
G rg==1 rg=—=¢t—4da (ri+0)
und erhalten, indem wir az statt z; als Variable einfiihren,

(75) Y (s+d) —v,(s) = ¥, (E+d) — v, (¢¥).

Die Zahlen s, ¢ d sind nur dadurch beschrinkt, daB s und ¢ von Null
sowohl als —d verschieden sein miissen; wir schreiben dies in der Form:

(16) st+ y

Von der Funktion v, (z,, ,, -+, 2,) wissen wir iiberdies, daB sie, in-
folge des konvexen Charakters von % (x,, z,, - - -, z,) hinsichtlich z,, stindig
wachsend ist. Das gleiche gilt also von ¥,(2), wenn wir, was keine Ein-
schrinkung bedeutet, @ als positiv gewéhlt denken. Wir beweisen den

Hilfssatz Eine stindig wachsende Funktion, welche den Bedingungen (715)
und (16) gemiigt, ist eine lineare Fumktion.

Wir betrachten zuerst positive Argumente, dann negative Argumente
und zeigen schlieBlich den stetigen Anschluf im Nullpunkt.

a) Es seien s, ¢ und d positiv. Wir setzen s der Reihe nach gleich

t+d,t+2d, -, t+ md,
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dann wird, indem wir die entstehenden Gleichungen addieren, fiir alle
ganzzahligen positiven m und fiir m = 0

(77) Pyt +md) — ¢, () = m [y, (t +d) — 9, (8)]

oder auch, indem wir & statt md setzen und # statt m schreiben,
d .

(78) Ua(t+5) — @) = [+ d) — 9,(8)].

" Ersetzen wir in (717) d durch %, so erhalten wir fiir jede rationale
positive Zahl —:’Lﬁ =r2>0
(79) W+ rd) —9,.(8) = r[w,(t+ d) — v, (D))

Die Funktion ¢,(z) ist eine stéindig wachsende Funktion von z; in-
folgedessen ist auch ¥, (t 4+ «d) — v, (¢) bei irgend welchen positiven, fest-
gewihlten ¢ und d eine stindig wachsende Funktion von z. Dieselbe
nimmt gem#B der Gleichung (79), falls » alle rationalen Werte von Null
bis + oo durchléuft, eine liickenlose, wachsende Folge von Werten an, die
mit Null beginnt und also positiv ansteigt und iiber jede Grenze wichst.

Wie frither gezeigt wurde, muB also ¢, (¢+ zd) — v, (f) stetig sein,
und es findet daher fiir jedes # > 0 die Gleichung
(80) 1P1(t+ xd) — P (t) = [¢1(t+ d) - ‘Pl(t)]
oder einfacher

11’1(‘”’“’) - "l’l(t) =i w[’lﬁ(t‘i‘ 1) - ’px(tﬂ
statt.

b) Wir betrachten jetzt an Stelle von v,(x) die stindig abnehmende
Funktion 9,(—2) =9,(x). Fiir diese gilt dieselbe Betrachtung, da sie
ebenfalls den Bedingungen (75) und (76) geniigt. Es ist also fiir posi-

tive s, ¢, d ) _ B _
i Yt 2d) — P () = 2 [9, ¢+ ) — v, (9],
80

(81)  w(—t+ez(—d)—h(—) =2y (—t—d) — (=7

fiir jedes x>0 eine stindig abnehmende Funktion, oder, indem wir
wieder d = 1 wihlen,

(82) h(—t—2) — (=) = 2[e (=) — %y (—t—1)]

fiir 2 <0 eine stéindig zunehmende Funktion.

Die Funktion 3,(2) selbst ist bis jetzt in dem Intervalle (4¢...4 oo)
durch (80) und in dem Intervall (— oo - -+ —t) durch die Gleichung (82)
definiert. Man iibersieht sofort, daB die geradlinigen Stiicke dieselbe
Neigung haben, da infolge von (75) und (76)

’f’1(t+ 1) - 'Px(t) = '1’1(('_ t—D+ 1) - ¢1("'t"‘ 1)

ist. Es ist also nur ndtig zu zeigen, daB sich die Stiicke von linearen
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Funktionen fiir # = O stetig aneinanderschlieBen. Hieraus wiirde iibrigens
auch die unbeschrinkte Giiltigkeit von (80) und damit zugleich wieder
die Gleichheit der Neigungen folgen.

¢) Wihlen wir jetzt, unter ¢ eine positive GroBe verstanden, um in
das Intervall (—o + -+ + o) einzudringen, ¢ und d gemiB den Gleichungen
(83) a) —o<i<0 O<i4+d<+o,

also sicher

b) 0<d< 2y,
go konnen wir die Differenz

vy (t+d) — (@)
mittels der Gleichung (75) auf

Vi (s+d) — 9, (5)
zuriickfiihren, indem wir fiir s irgend eine positive GroSe annehmen, da
ja die Argumente ¢, {+d, s, s+d von Null verschieden sind. Es gilt
also, wenn ¢ und d die Bedingungen (83) erfiillen, stets infolge (80) fiir
positive s und d
(84) P+ d) — v, (¢) = d (s + 1) — 9. ()]
Infolge (83) b) ist also

o+ d) — v, () < 20 |9, (s+1) — % (9
Fiir hinreichend kleines ¢ ist diese Differenz also beliebig klein und

N

da ¢+ d stets positiv, ¢ stets negativ ist, so folgt, daB die Funktion ¢, (z)
an der Stelle # = O keinen Sprung erleidet. Es ist also ¢, (x) eine lineare
Funktion von z, und wir setzen fir jedes x
(85) ¥ (2) = 29 (1) — ¥:(0)] + #,(0).
Um jetzt zu zeigen, daB der Koeffizient von z unabhingig von
Zys Zgy " x"
ist, betrachten wir folgendes Wertsystem:

’ ’ ’ s r_
X = Xy, Ly = Xy, Ty = Xy vy Hy =&y
44 ” ”n ”
(86) 2= 0, @ =—1a&, X =—208, ' T, =—2%,
xl,’l= — xl, xg/’/= 0, xs”’= O’ . " xﬂ’l/= 0.

Wir haben bewiesen, daB v (2, %, - -, #,), Wie auch &, -, z, und
wie auch schlieBlich #, beschaffen ist, eine einzige partielle Ableitung
¥, (2,, -+, &,) nach z, besitzt. Es ist also, damit die Minimalbedingung (64)
erfillt wird, notwendig in allen Werten der Argumente
(87) 0= ¢1(x1)x2’ ) xn) + % 0, — 2y, _'xmxn) + 9 (—-x,_, 0 2y 0),
oder, wenn wir vor dem Differenzieren nach & die Zeichen verindern,
in allen Argumenten
(88) ¢1(~’01, gy xn) = 'wl(xv O; Y O) g 'pl(oﬂ gy " '7;")-
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An der Stelle 2, = --- = z,= 0 ist aber die Funktion ¥ (2, 2,, -+, Z,),
wie wir wissen, quadratisch von der Form 2h%z%+ 9(0), also ist
¥,(z,, 0, -+, 0) von der Form z,9,(1,0,--.,0) und wir haben die funda-
mentale Formel gewonnen:

Es ist identisch in allen Argumenten
(89) By (@, @g, 0y B) = 23 91(1, 0, 0) + 9, (0, 2, - -, @),
wo tiberdies

¢1(17 O’ ] O) >0
ist.

Wir vollenden jetzt den Beweis fiir ¢ mittels des Schlusses von
n— 1 auf n

Zunichst folgt aus (89), daB

\ 1
(89) w(%, Zgy 't xn) = ?11"1 (1701""0) 5012-1-1#1 (07 gy xn)x1 + d’(O) Tgy* xn)
Denn es besitzt die Differenz
1
Y(@y, Tay oy B,) — ”2"/’1(1: 0, 0)z,*— 9 (0, 2, - - -, @) 7,

den Charakter einer in z; stetigen Funktion, welche in bezug auf z, den

Differentialquotienten Null hat. Sie ist also von 2, unabhingig und kann

daher gleich (0, #,,- - -, z,) gesetzt werden, indem wir 2; — O annehmen.
Andererseits ist 9 (0, zy, - - -, 2,) fiir die »—1 Variabeln z,, ---, z,

von genau dem gleichen Charakter wie ¢(zy,-- -, ,) fiir die » Variabeln.

Nun ist unser Satz fiir » =1 bewiesen. Wir nehmen jetzt an, er sei

fiir » — 1 bewiesen und es sei also

(90) 2 (@, @) = V(0,25 -+, 3,) — (0,0, -+, 0)

eine homogene positive quadratische Form, so ist also identisch, wenn wir

410, 0, -, 0) gleich 4, setzen und ¥ (2,, 2, - -, @,) statt

. V(@ 2, -+ @,) — ¥(0,0, -, 0)

schreiben,

1) w(@y, 2.5 2,) = 422+ 90, 74, -+, 3,) 2, + 1 (2, -+, 2,)-
Wir setzen z, = 2, und haben

(92) 29, (0, 25, 3,) = V(2y, Ty, -+, @) — Ay @' — x(2y, -+, @,).

Nun ist aber auch v(z;, 2, -+, 2,) eine Funktion von » — 1 Variabeln,
welche also eine homogene quadratische Form sein muB. Infolgedessen
ist auch die linke Seite eine homogene quadratische Form der » — 1 Variabeln
und also ¥,(0, z,,--, #,) eine homogene Form der Variabeln z,---, ,.
Hiermit ist in Riicksicht auf (91) bewiesen, daB v(z,, 2, -+, 2,) eine
homogene quadratische Form der » Variabeln ist. Aus der Ungleichheits-
relation (64) folgt iiberdies, indem wir %=1 und alle z gleich Null
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nehmen, daB ¢(s;, &, -+, &,) — (0, -+, 0) und also auch o fiir alle Werte
der Argumente positiv sind.

Hiermit ist bewiesen, daf v (x,,---,x,) —¥(0,0,---,0) eine positzv
definite quadratische Form ist.

Setzt man iibrigens

Xy = 2ty Ty =241, -+, T, =,1,

80 bemerkt man sofort a priori, daB die Gleichung

(93) @(@t, 25, -, 2,8) = [ @(2,, %3, %,) — 9(0,-+,0)] + (0, -+, 0)
besteht und zwar identisch in ¢, z,,---, #,.

Hier ist der homogene Charakter sofort erkennbar und ferner wissen
wir, dal der Koeffizient von ¢* positiv ist.

Den Ubergang von ¢ zu ¢ vollziehen wir durch den folgenden dem
Hilfssatz 5 (Teil I) entsprechenden

Hilfssatz 9. Es ist (2, 2, -+, 2,) stetig und besitst einen Diffe-
rentialquotienten nach x,, fir welchen

(94) 2?2;(;,(...,9;”... =3%;¢(...,x”...) (v=1,---,7)
gilt.

Beweis. Wir beweisen diese Behauptung fir » =1. Wihlen wir
die Argumente z nach (66) und nehmen alle ¢ auBer & gleich Null, so
haben wir gemiB (64):

(95) w(my, @y, -+, 7,) < @&y + &, Ty oo, By) + W(— + 6, 25,00 z,)-
Durch Addition und Subtraktion von ¢(z, — &, @, -, ,) folgt
(96) V(@ Byy o0y 8,) <@y 81, Ty ooy Zo) + P (B — 80, By, oy x,)
— @&y 8, Ty, 0y Ty) -
Indem wir das Vorzeichen von & vertauschen, erhalten wir
97) "l’(xv"'rxn)"w(%""&nxw"';5‘7-.)<(P(x1+51:x2’"‘:‘”n)”‘?(xx“suxs:"'xxn)
LY Byt 8y, By, ooy By) — Y (@yy 0y Bp)-

Hieraus folgt sofort, daB ¢(z;,) in =, stetig ist. Um die Ableitung

herzustellen, dividieren wir durch & und gehen zur Grenze iber, indem

wir entweder z,+ & oder z; — & festhalten und + 2& =7 als Zuv'va.chs
nehmen. Wir erhalten fir die vordere wie fir die hintere Ableitung

afx_lq,(xl, .+, x,) denselben Wert und zwar die Hilfte der Ableitung

0
P, Y@y, ).

Dasselbe gilt fiir jedes z,, womit der Hilfssatz bewiesen.ist.
Mit Riicksicht auf die bewiesene Stetigkeit der Funktion ¢ folgt

ferner, daB identisch n &, Zyy ") Ly
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(98) 202y, 0y 8,) = ¥(2, 7 Z,)
ist. Und es ist daher unser Funktionaltheorem fiir ¢(2y, ..., z,) voll-
stindig bewiesen.

Teil IIL

Die Haupteigenschaft der unstetigen Losungen und das
verallgemeinerte Funktionaitheorem.

Wie bereits in Teil I, 5. angegeben worden ist, 1aBt sich auf Grund
des soeben bewiesenen Satzes ein allgemeines Resultat iiber die Natur der
unstetigen Losungen angeben. Wir formulieren den

Satz 10. Die Werte der Funktion y= @(x) liegen entweder auf einer
Parabel

y =ha*+ ¢(0)
oder sie fillen den ebenen Rawm oberhalb einer solchen Parabel iiberall-
dicht aus.

Wir wollen, worin keine Einschrénkung liegt, fernerhin stets ¢ (0) = 0
annehmen.

Methodisch sei betont, daf3 wir von der Annahme der Ezistenz einer
Basis keinen Gebrauch machen und diese Hypothese nur insoweit heram-
zichen, als sie erliutert, dafB der zweile Fall tatsiichlich im Bereich der
Maglichkeit liegt.

Wir beweisen zunichst den

Hilfssatz 10a. Es seten a und b swei reelle Zahlen derart, daf3 die

Gleichunyg

(99) O=oac+b8

mit rationalen Koeffizienten o und B die Gleichung
(100) a=0, =0

nach sich zicht; dann st eine der Ungleichheitsbedingung des Fehlergesetzes
geniigende Funktion

(101) p(aa+bp)

fir die simtlichen rationalen Werte von o und B eine positive quadratische

Form i « und B.
In der Tat ist die Darstellung einer Zahl ¢ in der Form

(102) c=aa+bp
eindeutig in o und B (falls ¢ von dieser Form ist). Sind also die Zahlen
(108) z,=aa, +0p, (v=1,2, -, n)

so gewihlt, daf
X+ 24 Fx,=0
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wird, so muB dazu zugleich
o tet--4ea,=0
ﬁl+ﬁ2+"‘+ﬁn=0

sein. Wihlen wir ferner ¢ von der Form

(105) & =aA + bB,

Wwo A und B rationale Zahlen sind, so besteht also die Beziehung

(104) und

(106) 20l +A) +b(8,+ B> Dplan, + 58]

fir irgend welche rationalen @,, p,, die (104) gentigen, und fiir irgend
welche rationalen A und B.

Indem wir ¥(z) = p(x) + ¢(—2) bilden, stellen wir fest, daB
P(ae+bp) infolge (106) in bezug auf jede der rationalen Variabeln eine
konvexe Funktion ist. Uberdies ist ¢(aa+ bp) positiv.

Es ist daher y(ac+bpf) innerhalb eines endlichen Gebjetes der
«,B-Ebene eine fiir alle rationalen & und B gleichmafig stetige Funktion *)
Es existiert daher eine stetige konvexe Funktion 2 . F(zx,, a,), welche fiir
%y =, Z3 = mit Y(ae+ bP) tbereinstimmt. Dieselbe geniigt anBerdem
der Bedingung des Fehlergesetzes fiir zwei Variabele fiir alle Argument-
werte und ist daher eine positive quadratische Form. Aus der gleich-
mébigen Stetigkeit von ¢ (ae+bp) folgt auch die gleichmiBige Stetigkeit
von @(ax+0bp), so dab ¢(acw+ bp) ebenfalls mit einer positiven quadra-
tischen Form F(z,, x,) so zusammenhiingt, daB fiir
(107) =0, T,=4
(108)  F(e, ) = gp(ac+bp), F(z,,2,) = Ax*+ 2 Bx, @y 4 Cz,®
ist. Um 4, B, C zu bestimmen, setzen wir der Reihe nach « = B, =0,
B =0 und erhalten
(109)  A=9(@@), C=9b), B=yp(a+b)—¢@) —p@)

Wir untersuchen jetzt die Werteverteilung der Funktion ¢(a« + 5p8)

niher. Sei
c=aa-+ bp

. ein Wert der Argumentmenge. Der Wert der quadratischen Form F(z,, z,)
fir 2, = a, z, = f ist jedenfalls groBer oder gleich dem Minimum m(c)

von F'(x,,x,) fiir ein der Gleichung:

(110) ¢=2,0 + 23b

genligendes Wertepaar z,,7;. Wir haben also

*) Den Beweis hierfiir entnimmt man sehr leicht den Betrachtungen des Teiles I,
Satz 6a und b. Wir kommen spiiter darauf zuriick.
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(111) p(ea+bp) = m(e).

m(c) ist eine stetige Funktion von ¢ von der Form
AC— B?

(112) Y= I3 —sBabF Ca®’

wie man durch direkte Ausrechnung feststellt.

Es seien z,(c) und z,(c) Werte von 2, und z,, welche fiir irgend
ein ¢ der Bedingung (110) gentigen. Wir bestimmen dann zwei rationale
Zahlen « und ' derart, daf

|z ()= | <& |m()—F| <7
ist. Dann ist fiir dieses ¢
|ac’ + b — o] < |als + Bl

Nun ist es infolge der Stetigkeit von F(zy,x,) moglich, bei ge-

gebenem ¢ die GroBen & und % so klein zu wihlen, daB
| F(y, 2,) — Fle, §)| <&
ist fiir alle o/, §, welche den angegebenen Bedingungen geniigen.

Infolgedessen gibt es in der Umgebung jeder Stelle ¢ Werte
F(d, p)=0gp(ac+bp), die jedem Werte der Form F(xz, x,) fiir
¢ =%,0 + z,b beliebig nahe kommen. Hinsichtlich der Form F(z,, ,)
gibt es aber nur zwei Fille: entweder ist sie fiir ax, + bz, — ¢ konstant,
oder sie nimmt auf dieser Geraden alle Werte, die groBer als m(c) sind,
an. Es erfiillt also auch die Wertmenge F (o, ) entweder die Parabel y = m(c)
oder den oberen Teil der Halbebene, welche durch sie begrenzt wird.

Betrachten wir endlich die schon frither behandelten Teillosungen,
welche durch irgend ein ¢(a) bestimmt werden und zu dem Intervall (Oa)
gehoren. Dieselben besitzen Parabelform. Es sei 4 die untere Grenze der
zugehdrigen Konstanten 7,2

Es sind nun zwei Fille moglich; entweder sind alle Teillosungen
von der Form y = A«? dann ist Aa2?® die einzige stetige Losung.

Oder es gibt zwei voneinander verschiedene Teillésungen ¢,,(aa)
und @,,(08), von denen eine, etwa @, ,(z), entweder mit 42* zusammen-
fallt, oder doch so nahe an Ax? als man will, gew#hlt werden kann. In
jedem Falle fiillt dann (@« bp) einen Teil der Ebene aus, der sowohl
Y= @,,(ac) als y=¢,,(b) enthilt. Es wird also der Teil der Ebene
oberhalb A#? iiberalldicht ausgefiillt.

Wir sind jetzt in der Lage, die Zusatzbedingung des Theorems I in
ihrer reduziertesten Form zu geben.

Wir bezeichnen zu diesem Zwecke mit hm @(2) die untere Grenze

aller Werte einer Funktion ¢(z) in der Umgebung der Stelle z. Es be-
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steht dann, wie durch die voranstehenden Betrachtungen bewiesen ist, das
folgende Theorem:

Verallgemeinertes Theorem L Es geniige die eindeutige Fumk-
tion @ (z) der Bedingung
o) + 9@) + -+ 9@) <@+e) + oz46) + - + g(z,+ )
unter der Nebenbedingung

T+ %+ -+ 2,=0,
danm besitzt die untere Grenze lim @(z) die Form
int,

lim g(z) = 1*2" 4 (0).
Ist ferner irgend ein Wertepaor 2,y > lim @(x) vorhanden, welches durch
@, (%) wicht beliebig angendhert werden 1;;;7@%, s0 st
() =lim p(z).

Die entsprechende Verallgemeinerung des Funktionaltheorems der
definiten quadratischen Formen, sowie einige andere hiermit zusammen-
hingende Fragen gedenke ich spiter zu entwickeln.

Bemerkung bei der Korrektur. Wihrend der Korrektur des vor-
liegenden Aufsatzes erscheint eine Note von H. Lebesgue: Sur les trans-
formations ponctuelles, transformant les plans en plans, qu'on peut définir
par des procédés analytiques (Atti d. R. Ac. d. Se. d. Torino XLIIL,
10 marzo 1907). In derselben wird zuniichst mittels eines der Hamelschen
Methode verwandten Verfahreds das fiir komplexes Gebiet geltende System

92 +2) = 9(e) + 9(=), @(5a) =)o)
durch eine unstetige Losung befriedigt. Dann aber gibt der Autor den
methodisch und sachlich neuen Nachweis, daf die unstetige Losung sich
nicht in einer sehr allgemeinen analytischen Form, die er frither studiert
hat, darstellen 1aBt. Dies Resultat gilt genau ebenso fiir die hier be-
trachteten unstetigen Losungen.
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