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Uber die Zerlegung unendlicher Vektorfelder.

Von

Orro BLUMENTHAL in Aachen.

Ein wichtiger Satz der mathematischen Physik besagt, daB ein iiberall
endliches und stetiges, im Unendlichen verschwindendes Vektorfeld sich
stets in zwei einfache Komponenten, ein wirbelfreies (lamellares) und ein
quellenfreies (solenoidales) Feld, zerlegen laBt.*)

Trotzdem dieser Satz in mannigfacher Weise angewandt wird, scheint
er doch noch nicht allgemein bewiesen zu sein. Die mir bekannten Be-
weise setzen nimlich sidmtlich eine spezielle Art des Verschwindens im
Unendlichen voraus: es wird entweder vorausgesetzt, daB das Feld auBer-
halb einer endlichen Fliche iiberhaupt weder Quellen noch Wirbel besitze

(Abraham-Foppl), oder, daf es im Unendlichen verschwinde wie ;1; (Math.

Enc. IV (2) 14, p. 18). In der Tat werden zu dem Beweise des Satzes
iiber den ganzen Raum erstreckte Integrale

i t
fdwudt, fro udt
r »

benutzt, deren Existenz nur dann feststeht, wenn das Feld « im Unend-
lichen eine der beiden angegebenen Bedingungen erfiillt.

Derartige Annahmen iiber die Ordnung des Verschwindens aber sind
auBerordentlich beschrinkend und besonders auch deshalb unzulissig, weil
bei einem z. B. durch Differentialgleichungen definierten Felde a priori
nichts iiber die Ordnung des Verschwindens ausgesagt werden kann. Wohl
aber 148t sich in der Regel durch allgemeine, besonders energetische, Be-
trachtungen die blofe Tatsache des Verschwindens im Unendlichen ohne
Angabe der Ordnung feststellen. Ich weise z. B. darauf hin, daB die
Maxwellschen Vektoren des elektrodynamischen Feldes im freien Ather

* Vergl. z. B. Voigt, Kompendium der theoretischen Physik, 1, pg. 189—191;
Abrabam-F3ppl, Theorie der Elektrizitat, I, pg. 98—99; Math. Enc. IV (2) 14
(Abraham), pg. 19. E e
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Komponenten der Form 3:——' besitzen und daher im Unendlichen von der

mung % , nicht :T verschwinden. Auf derartige Vektoren wire also der

Satz in seiner bisherigen Ausdehnung bereits nicht anwendbar.

Im folgenden gebe ich einen allgemeingiiltigen Beweis des Satzes,
welcher nur die Annahmen benutzt, daB das Feld und seine Ableitungen
im Unendlichen verschwinden. Der Beweis beruht auf einer Verallge-
meinerung ‘der oben angegebenen Integrale.

Dabei ergibt sich aber eine bemerkenswerte neue Tatsache: Wihrend
pdmlich in den bisher betrachteten Fallen die beiden komponierenden
Felder gleichfalls im Unendlichen verschwinden, besteht diese Eigenschaft
im allgemeinen Falle nicht mehr. Hier werden vielmehr im allgemeinen
die komponierenden Felder im Unendlichen selbst unendlich, aber nur von
einer bestimmten niedrigen Maximalordnung. Ich gebe ein Beispiel eines
allen Bedingungen geniigenden Feldes %, dessen komponierende Felder
dieses unerwartete Verhalten zeigen.

Die Methoden sind solche der Potentialtheorie. Zur Abkiirzung aber
benutze ich die Schreibweise der Vektor-Analysis, wobei ich Vektoren
durch fetten Druck (v) anzeige und mich im iibrigen der Bezeichnungs-
weise des physikalischen Bandes (V) der Mathematischen Encyklopidie
anschlieBe (Math. Enc. V (2) 13, pg. 71—172).

a. Stellung des Problems. EKindeutigkeitsbeweis.

1. Der zu beweisende Satz lautet folgendermaBen:

Sei w ein Vektor, der mebst beliebig vielen Ableitungen iberall endlich
und stetig ist und im Unendlichen nwebst diesen Ableitungen verschwindet;
alsdann ift sich der Vekior stets in zwer Vektoren, einen wirbelfreien v
und einen quellenfreien w zerlegen, so daf
(1) u=v+w. .

Die Vektoren v, w werden @m Unendlichen unendlich von geringerer
Ordnung als 1g r.*) ' '

Dazu tritt der folgende FEindeutigkeitssatz:

Durch die angegebenen Eigenschaften sind v und w bis auf eine
additive vekitorielle Konstante bestimmd.

2. Der Beweis des Eindeutigkeilssatzes wird mit der Greenschen
Methode gefiihrt. Seien niamlich » und v, zwei wirbelfreie Vektoren,
deren Quellen gegeben sind durch

*) Bei dem Beweise wird nur voransgesetzt, daB die ersten Ableitungen im Un-
endlichen verschwinden und Gberall differenzierbar sind.
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divy = div v, = divw,

so ist der Differenzvektor

: V=v—o, e
iiberall quellen- und wirbellos und wird im Unendlichen von geringerer
Ordnung als lg » unendlich. Beschreiben wir also um den Punkt P, fiir
welchen ¥V berechnet werden soll, eine Kugel K von geniigend groSem
Radius R und bezeichnen mit

V= [(v-ar)

das zu V gehorige Potential, so folgt nach dem Greenschen Satze

1
P
V=grade=%1/ (V-n)gra,dp%——Vgradp—a{T do,

e

wo n die positive Einheitsnormale bedeutet.*) Diese Formel gestattet
selbst noch keine Schliisse anf V; differenziere ich sie aber nach einer be-
liebigen Richtung %, so folgt

&
N

1
a__..
1 d 1 d
an =G/ (V- m) g grade o —V g5 gradp - | do.

Fiihrt man die Differentiationen aus, so findet man durch einfache Rech-
nungen fiir die Punkte der Kugel K die Ungleichungen

1

a__
d 1 A d d 1 A s
IE‘;‘, grade | <33, ﬁg‘radpa—; =|— g7 8vadr 5| < 7, (4 eineKonstante).
(V-n)<IlgR, |F|<RIgR.
Daher wird
Tis gR .
an| <24 5
d. h. aber:
g—’? =0, ¥V = vektorielle Konstante.

Damit ist der Eindeutigkeitssatz bewiesen*¥).

*) Da % von dem Pol P— (zyz) und dem Aufpunkt Q= (&n¢) abhiingt, so werden
die Differentiationen nach beiden Punkten durch Indizes unterschieden:
2.,9 ., 0 _ 9., 0 ., 0
gradp=a—xz+a—gj+i§k und gra.de—a,gz-}-a?2 ,7+5-§'k.
1
Es ist brigens natazlich grad, — = — grad, -
*) Ein Spezialfall des Eindeutigkeitssatzes hat in der Potentialtheorie Inter-
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b. Existenz des wirbelfreien Feldes.

3. Um den Hauptsatz zu beweisen, bilde ich zunichst den wirbel-
freien Vektor v, der in seinem Quellenfeld mit u iibereinstimmt. Die hier
gebrauchte Art der Konstruktion durch ein bestimmtes Integral schlieBt
sich eng an die allgemein angewandte an (siehe Einleitung), unterscheidet
sich aber von ihr durch ein additives, konvergenz-erzeungendes Glied, dhnlich
wie es in der Reihentheorie bei dem Mittag-Lefflerschen Satz ein-
gefibrt wird. Ich fixiere namlich einen beliebigen Punkt O des Raumes
und bezeichne den Abstand eines Punktes @ von diesem Punkte mit #,.
Dann behaupte ich:

Das Integral wber den unendlichen Raum

1 . i 1 1
Gfdlv u l_gradq ? — gl'a.dq ;:] d‘t‘
st konvergent und stellt einen wirbelfreien Vektor v mit

divo =divu
dar.
Um Wiederholungen zu vermeiden, beweise ich ausfiihrlich nur die
Konvergenz, die Beweise der beiden anderen Behauptungen will ich, nur
kurz skizziert, vorwegnehmen. J

Man betrachte dazu irgend einen Differentialquotienten E;—:' Um ihn

zu berechnen, lege man um den Punkt P eine geschlossene beliebig
kleine Fliche f, deren Inneres — mit einer im folgenden festgehaltenen Be-
zeichnung — mit (f); deren AuBeres mit [f] bezeichnet werde. Dann ist

av 1 d (.. 1 1 d (. 1 1
= is EEdeugradQ;dz—l-;—; ﬁjdxvu[graadq~1_——grad,,,7n]dt,
) 4]

von dem letzten Integral zeigt man leicht, daB es mit
’ 1 (o d 1
I;fdlv u ah g‘l'a-dQ v dv
(73!

iibereinstimmt. Die Konvergenz dieses Integrales aber 1Bt sich nach den
Methoden der nachsten Nummer erweisen.

esse. Wir erhalten namlich, wenn ¥ im Unendlichen verschwindet, den Satz: Wenn
die 1. Differentialquotienten einer Potentialfunktion im Unendlicher verschwinden, so
gk die Funktion eine Konstante, . . . : :
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Wenden wir also die Prozesse div und rot auf v an, so kommt,
wegen ' T

divgradQ%=—-—A~:—=0, rotgradQ%==O,
in bekannter Weise

div v = idiv div u grgde % dz, rotw =%t rotfdiv u gradg % dr
(0)) )
=——irotgra.dfdivu %dr=0.
(f)

Der Ausdruck fiir dive 1iBt sich aber jetzt, wegen der voraus-
gesetzten Differenzierbarkeit von div %, nach den gewdhnlichen Methoden
der Potentialtheorie (mit Hilfe einer partiellen Integration)*) berechnen
und liefert, wie verlangt,

div v = div u.
Damit ist also das Zutreffen der Quellen- und Wirbelbedingung fiir
unseren Vektor erwiesen.

4. Es bleibt noch zu liefern der Beweis fiir die Existenz des iiber
den ganzen Raum erstreckten Integrals

1 ‘ 1 1 1 . 1 1
(2) V= ';;fdlv u[gradQ A gradQ _)'; dr = z‘t'/‘dlv u gradQ (7 == —1‘;) dr.

Wir verfahren folgendermaBen. Der Abstand OP des Poles von O
werde mit ¢ bezeichnet und um O eine Kugel K beschrieben, auf welcher
und in deren AuBerem iiberall lu| < & ist. Der Punkt P soll im Inneren
dieser Kugel liegen; wir werden speziell festsetzen, daB der Radius R > o?
sein soll. Wir beweisen jetzt, daB

. 1 1
f[&vu[gadQT—gﬂgz dz
duorch geniigend groBe Wahl des Radius unter jede Grenze herabgedriickt
werden kann, damit ist dann die Existenz des Integrals erwiesen.

Wir beschreiben im Raume [K] eine beliebige geschlossene Fliche F,
welche aus einer endlichen Anzahl von analytischen Flichenstiicken besteht.
F soll die Kugel K umgeben, kann aber auch teilweise mit K zusammen-
fallen. Mit C bezeichnen wir den zwischen K und F eingeschlossenen
Raum. Der zu fihrende Beweis wird alsdann erbracht sein, wenn gezeigt
wird, daB

%) Siehe z. B. Dirichlet-Grube, Vorlesungen iiber Potentialtheorie, p. 18f.
Vergl. besonders auch.Q. Hlder, Beitrige zur. Potentialtheorie (Digs. Tidbingen 1882,
pg. 9—19). ; ; . o e
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. 1 1 l
"Cj‘dlv u[gra.dq - — gradg To]dtl < %(R),

wo n(R) von der Wahl von F unabhingig ist und mit zunehmendem R
gegen O geht. Das aber ergibt sich aus dem Greenschen Satze.
Zur Abkiirzung werde
1 1 1 .
1z (grade 5 — grade ) = G(Q)

gesetzt. Dann ist nach dem Greenschen Satze
~ . G
(3) ‘C/dlqudrif(u-n)Gdo—j{ﬁu-n)Gdo——f(uE 9% +u,) o + Coag)
C

Hier bedeuten u, u,, u, die Komponenten von .
Wir geben zuerst die Abschitzung des Raumintegrals und konnen
uns dabei auf die Betrachtung des ersten Gliedes des Integranden be-

schrinken. In Komponenten zerlegt, ist
@ ame——i(5E- )i (F - R) k()
O oA oo (45T - )+ =e=nt

r§
+ap(Em0E=0_t).

Man sieht, daB jede der Komponenten (bis auf einen konstanten Faktor)
dem absoluten Betrag nach kleiner ist als

1 1 A
m |+
wo A eine Konstante ist, die leicht genauer abgeschitzt werden kann.
Da ferner fiir alle Punkte @ des Raumes C die Ungleichung o < r% gilt,
50 kann nach dem Kosinussatz

r=:ro(1+£), W FITA

r

gesetzt werden. Daraus folgt

i1 1

o Ade A
|~

< —s—:}’ r < s+-}"
und die ana.loge Ungleichung gilt also fiir l l Daraus aber folgt fur das

Raummtegral auf der rechten Seite von (3) bei Emfﬁhrung von Polar-
koordinaten r,, &, ¢ die Abschitzung
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) <Be [
R
das Integral wird also fir alle Lagen der Fliche F wmit wachsendem R
beliebig Flein.

Einfacher ist die Ableitung der gleichen Tatsache fiir die Flichen-
integrale. Wir ziehen aus (4), in derselben Weise wie oben, den SchluB,
daB die Komponenten von G

< 2Be¢ -1—,
R

3
k]

p

2+ 3
it

<

sind. Fihre ich ferner das Flichenelement in Polarkoordinaten ein

do® = r* sin? & d9® do? + »* sin? & do® dr? + r* dr? d9?,
so folgt auch fiir die Flichenintegrale eine Ungleichung der Form (6).
Somit ergibt sich endgiiltig

fdiqudrI'<§<n(R),
&

was zu beweisen war. IDde Existenz des Vektors v ist damit erwiesen.
Daneben brauchen wir weiterhin die Abschitzung des Integrals

f divu G dz, erstreckt iiber den AuBenraum einer Kugel K, von dem

1%, .

Radius R = olg?o. Unsere bisherige Methode kann ohne Anderung an-

ewandt werden und liefert, weil o < -——2°——  die Abschitzun
g Igr,—lglgr,’ g

i | & ¢
dlqudt]<i§§<i§;'

)
Durch Integration 148t sich jetzt auch das zu v gehdrige Potential v
finden. Es folgt:

) v=f(v-dg)=—;;fdivu {-:-——;;+(g-gmde71_;)} dr.

Die konvergenz-erzeugenden Zusatzglieder treten hier besonders deutlich
hervor.

¢. Das wirbelfreie Feld im Unendlichen. Beispiel.

5. Nachdem der Nachweis fiir die Existenz des Vektors v erbracht
ist, stellen wir vor allen Dingen die Frage nach seinem Verhalten im
Unendlichen. Wir zeigen:

© wichst mit zunehmendem @ schwicher als 1g o.

Ich- zeige andererseits am Beispiel, daf3 das Wachstum der aufgestellien
oberen Grenze beliebig nahe kommen kann.

In Riicksicht auf dieses Beispiel werde ich bei dem Beweise des an-

Mathematische Annalen. LXL 16
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gefilhrten Satzes die Genauigkeit der Abschitzungen etwas weiter treiben,
als es fiir den unmittelbaren Zweck néotig ist.

6. Wir beschreiben zunichst um die beiden Punkte O und P Kugeln
¢, und ¢ von dem Radius 1. Das Innere beider Kugeln liefert alsdann
zu © einen Beitrag, der unterhalb
einer von der Lage von P unab-
héngigen endlichen Grenze liegt.
Es bleibt also nur der von dem
AuBenraume dieser beiden Kugeln
herriihrende Beitrag zu diskutieren.
Hier liefert aber nach 4. das
AuBere der Kugel K, von dem
Radius ¢lg® ¢ abermals einen mit
wachsendem o verschwindenden
Bestandteil: die Abschitzung be-
schrinkt sich also schlieBlich auf
den Raumteil, der von den drei
Kugeln K, ¢, ¢, begrenzt wird.

Diesen Raumteil zerlege ich
schlieBlich nochmals durch Kugeln

ky und % von dem Radius Ii’ um O und P in die 3 Teilrfume J,, J, 4

(siehe Fig.1) und schreibe jetzt, unter Weglassung verschwindender Glieder,
das abzuschitzende Integral in der Form:

(8) f—l—f—i—Jdequt——— f+f (u-n)Gdo
f—{—f u535+“481;+u5'8§}d1

oG e
— ,f{“ﬁg“*‘“vﬁJ’“s“a—g} dr.
A4

Zunachst ist die Summe der beiden Flichenintegrale kleiner als eine
von P unabhingige Konstante o'

In den Raum-Integralen sondern wir die beiden in %—?, %—«f, aa—? auf-
tretenden, von O und P herriihrenden Bestandteile und behandeln sie
einzeln.

Von dem f zeigen wir, daB es hochstens von der Ordnung lglge

4
ist. Da npamlich in A dberall |u| <¢ ist, da ferner mach (5) fiir jede

der Grogen 5F, 29, O sich eine Abschitaung

Fig. 1.



Zerlegung unendlicher Vektorfelder. 243
1 1
<efEtig) -
ergibt und da die GroBen 7, und » innerhalb 4 zwischen den Grenzen

lg—e und ¢lg®o bezw. g_ und ¢ lg?p + o variieren, so ergibt sich sofort
o (g?o+1)
f‘<aef~<w[1g(lg o+ 1)+151ge]<ﬁelglg9
s

A

lgg

Die beiden Integrale f und [ lassen sich vollstindig gleichférmig

behandeln. Wir betrachten daher nur f Man iibersieht zunichst leicht,

daB der von dem Punkte P herruhrende Bestandteil dieses Inteo'rals mit
wachsendem ¢ verschwindet (genauere Betrachtung liefert a—m als Ord-

nung des Verschwindens).
Fiir den von dem Punkte O herriihrenden Bestandteil erhalten wir
zunichst die obere Grenze

ﬁflgie flzzld——+f1;|"’—]

<B[Mlglge + ¢(e) {1g0 — 21glge}],
wo M das absolute Maximum von |%|, ¢(¢) das Maximum derselben
GroBe auBerhalb einer Kugel um O von dem Radius lgo bedeutet. Es
kommt also schlieBlich:

llfl < Pe(o)lgo oder <pB'lglgo,

je nachdem der erste oder zweite dieser Ausdriicke der groBere ist; hier
ist B° wieder eine von P unabhingige Konstante.
Das Resultat < f'¢(¢)lgo gilt, mit noch etwas einfacherem Beweise,

auch fiir f*)
J

¥) Der angegebene Niherungswert fiir f ist sehr roh. Mit ausreichender Ge-
nauvigkeit dagegen laBt sich f abschdtzen. Daher vereinfacht sich die Untersuchung
J
erheblich, wenn « so beschaffen ist, da8
| . 1
v _Efdlvugmdq —
16*
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Die Zusammenfassung der verschiedenen aufgefihrten Tatsachen
liefert erstens den verlangten Nachweis, daB |v| schwécher wichst als lg o,
sie fiihrt aber zweitens zu dem fiir das folgende wichtigen Ergebnis, da8
bei schwach abnehmendem &(p) die Glieder hichster Ordnumg allein her-

vorgehen aus dem P-Bestandieile des Integrals f und dem O-Bestandteile
b ®
des Integrals f Alle iibrigen aufiretenden Griflen sind hochstens von der
J,

Ordnung 1glg o.

7. Die letzte Bemerkung ist niitzlich zur Aufstellung von Beispielen
im Unendlichen verschwindender 2, deren zugehorige v ihrerseits mit
wachsendem ¢ beliebig groBe Werte annehmen. Das nachstehende Beispiel
empfiehlt sich durch besondere Einfachheit, der Vektor » wird in ihm

. . lg [
unendlich wie T

Wir betrachten einen Vektor w, der iiberall in der Richtung der
z-Achse orientiert ist, dessen Komponenten u,, u, also identisch Null sind.
Die z-Komponente u;— u sei auBerhalb einer Kugel von dem Radius
a > e gegeben durch

z*  cos®d,
rtlglgr, lglgr,’

U =

wo 9, den Winkel gegen die z-Achse in einem Polarkoordinaten-System
7o, ¥4, @o bezeichnet. Im Innern der Kugel werde die Funktion mit be-
liebig vielen stetigen Differentialquotienten fortgesetzt. u ist iiberall end-

lich und stetig und verschwindet im Unendlichen wie Ellg—r' Die Diffe-
o
rentialquotienten verschwinden gleichfalls im Unendlichen, und zwar
die ersten von der Ordnung ——1__ die zweiten von der Ordnung
7, 1g1g 7,

FTI—gIT:T usw. Sie sind auBerdem iiberall endlich und stetig mit Aus-
[} g 7o .

nahme des Randes und des Inneren der Kugel von dem Radius a, wo
nur eine endliche, aber beliebig groBe Anzahl von ihnen als endlich und

stetig vorausgesetzt wird.¥)

existiert. Dies ist z. B. der Fall, wenn || von der Ordnung '(lﬁ)* oder scharfer

abnimmt. Man zeigt dann, daB o’ gleichfalls im Unendlichen verschwindet, so daf
sich alsdann % in zwei m Unendlichen verschwindende Vektoren zerlegen 1aBt: dies
ist eine Erweiterong des in der Einleitung angefiihrten physikalischen Satzes.

*) Ein Beispiel einer mit simtlichen Ableitungen iiberall endlichen und stetigen
Funktion der gleichen Eigenschaften ist u = " ;1; oy, a>e
"8 Mgt 7

&
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Zur Abschitzung des Vektors » haben wir nur den P-Bestandteil
von f und den O-Bestandteil von . [. in Betracht zu ziehen.
J Je

Das erste Integral liefert zu den 3 Komponenten von v die Beitriige:

1 [ costd, {1 3(&;46)2} dr, =L {2 E=nn—9) ;.

iz gigy, Tix,) glgr,  #
F J

(J)
3 cos®d, E—2x)(¢—2) Ar.

Tax ) Iglgr, r®
J

Wir bezeichnen mit g, = die Polarkoordinaten von P in bezug auf O und
zeigen, daB innerhalb J sich 7, und &, nur um verschwindende GriSen
von g, v unterscheiden. In der Tat ergibt sich zundchst aus dem Kosinus-

satze fiir geniigend grofe ¢
r°=9(1+l§§)’ —2<a<+ 2

ferner ist (siehe Fig. 2)
v . 1 o . L
!r—r&olgﬁ', Sm&_?lg_e_lge
Setzen wir diese beiden Ausdriicke in

cos? g, .
]gl—gTo em, 80 fOlg‘J

x-Ackse

Fig. 2.

cos® g, cos®r + g _3<p<+3.

Igigr, ~ Iglge " Ige - iglge’

Daher stellt sich z. B. das erste der Integrale (J) in der folgenden
Form dar:

1 costr 1 3(E—a) 1 1 1 3(¢E—n)2)
Elglgof{Ts_ 7 }dt+ﬁlge~1glgefﬂ{7"“ B F

J J

Das letzte Glied sinkt mit wachsendem o unter jede Grenze, das erste
aber verschwindet identisch, wie die Ausfiihrung der Integration unmittel-
bar ergibt. Das- gleiche Verhalten zeigen die beiden anderen Integrale
(J). Dabher:

Die Integrale (J) liefern zu dem Vektor v im Unendlichen verschwin-
dende Bestandteile.

Wir haben also nur noch die von f herriihrenden Beitrage zu unter-
Jo

suchen. Schreiben wir diese zunichst in der Form
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_ 1 [ & 38
4= ,)] lglgr, 7o'

(o) "

£ &7

glgr, 7,7’

3
df, + in
4

3 1
+ rp” Iglgr, 7,7 2
Jo
so ist unmittelbar ersichtlich, daB die beiden letzten Integrale wieder Null
sind. Fiihren wir in dem ersten Integrale Polarkoordinaten ein, so liefert es

@ e
1gg +1 lgo

1 cos*d, (1 — 3 cos?d,) _ 4 dr,
) f j‘ 7, - loglog 7, dryd (cos ) = 15,) 7,1glgr,
a -1

wo | =1gr, gesetzt ist. Dies letzte Integral ist aber der Integralloga-
rithmus und hat daher bis auf Grifen geringerer Ordnung den Wert

4 lge

15 Iglge
Daher sehen wir:
Die z-Komponente des Vektors v wird unendlich wie 52

Iglg e’

die ibrigen
Komponenten sicher von geringerer Ordnung als 1glg o.

Das Beispiel ist von besonderem Interesse, weil es zeigt, daf das
wachsende Verkalten des Vektors v von den Differenzierbarkeitseigenschafien
von w gdanzlich unabhingig und nur an die Ordnung des Abnehmens dieses
Vektors gekniipft ist.

d. Das quellenfreie Feld.

8. Hiermit ist der in 1. angekiindigte Satz vollstindig bewiesen,
auBerdem ist in Formel (2) der wirbelfreie Vektor v allgemein angegeben.
Wird aber die Aufgabe gestellt, einen im Unendlichen verschwindenden
Vektor aus seinen Quellen und Wirbeln zu berechmen, so ist weiter auch
der Vektor w in allgemeingiiltiger Form zu berechnen. Diese Aufgabe soll
noch gelost werden.

Wir machen dazn den bekannten Ansatz

) w=rot 4,
der die Quellenfreiheit von o verbiirgt. Wird alsdann A so bestimmt, daB
(10) AAd=—ryotu, divd=0,
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50 ist
rot rot A =rot w =rotu

und die Aufgabe gelost.*) A ist das Vekiorpotential von w.

9. Im folgenden gebrauchen wir eine einfache Erweiterung des
Stokesschen Satzes, welche zundchst angegeben werden soll. Bezeichnen
wir durch rot; u, rot, u, rot, w die Komponenten der rot u, so handelt
es sich um Umformung durch partielle Integration von Integralen der Form

(11) a rot,udt resp. [rot,u Gdz.
4 ¢

Wir benutzen die bekannte Formel
rot (au) = a rot w — [w - grad a],

aus welcher sich durch Integration iiber eine Fliche ¥ mit der Randkurve s
nach dem Stokesschen Satze ergibt

f?z(rot u-n)df =‘/’a(u - ds) +ﬂ[uogmd al-n)df.

Wenden wir diese Formel insbesondere auf ein von der ebemen Kurve s,
begrenztes Stiick der (zy)-Ebene an, deren Element mit de; bezeichnet
werden soll, so folgt

(12) farot;udet-— a(u- ds)+J uEar nag)d‘&

und bei vektorieller Zusammenfassung ebenso

(12) frotCqueg -—fG(u d8)+f“ea wg)d"t

Wir betrachten jetzt ein Imtegral der Form (11), erstreckt tiber das
beliebig vielfach zusammenhiéingende Innere einer Fliche, welche aus einer
endlichen Anzahl von analytischen Flichenstiicken zusammengesetzt ist.
Alsdann lassen sich auf jeden Querschnitt senkrecht zur z-Achse die
Formeln (12) resp. (12') anwenden, und wir erhalten daher fir das In-

tegral selbst

frotcqur——ffG(u ds)dg-rqua '73 dr

* Math. Enc. IV 14 (Abraham), pg. 19 u. 20, Formel (20).

(13)
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hierin bedeutet ¢ die positive Einheitstangente an die Kurve s,, dw, die
Projektion des Flichenelements do auf die durch ds, gelegte Parallel-
ebene zur z-Achse.
Dies ist die Formel, die wir angeben wollten. IThre Anwendbarkeit
wird sofort zutage treten.
10. Wir haben einen Vektor A4 aufzustellen, welcher den Glei-
chungen (10) geniigt. Ich behaupte:

Ist u ein beliebiger im Unendlichen verschwindcnder Vektor mit iberall

. Stetigen, differenzierbaren und im Unendlichen verschwindenden Ableitungen,

so existiert stets das Integral

(14) A= ﬁ rot u(% — :: + (Q gradg %))dr

und erfuyllt die beiden Forderungen
AAd=—rotu, divAd=0,

stellt also das gesuchte Vektorpotential dar.

A ist vollkommen analog gebaut wie das skalare Potential (7). Der
Beweis fiir seine Existenz konnte auf direkterem Wege gefithrt werden; wir
benutzen hier diejenige Methode, die sich am genauesten an die Betrach-
tungen von 4. anschlieBt.

11. Ich betrachte (mit der Bezeichnung der Formel (11)) die Integrale

(14) ﬁot;qut, ﬁOtE uGdr, ﬁOtn uGdr.

Um die Existenz eines dieser Integrale, z. B. des ersten, zu erweisen, habe
ich nur zu zeigen, daB das iiber den Zwischenraum C zwischen einer
Kugel K vom Radius R und einer beliebigen sie umgebenden Fliche F
erstreckte Integral

ﬁot;qu;
¢

mit wachsendem R verschwindet. Dieser Beweis aber LiBt sich mit Hilfe
der Umformung (13) sofort filhren. Man hat auf die Integrale der rechten
Seite nur die aus 4. bekannten Abschitzungen fiir G und seine Differen-
tialquotienten anzuwenden.

Integration und vektorielle Zusammenfassung der GroBen (14") liefert
die Exigtenz des gesuchten Vektors 4.

12. In 4 ist die Ausfihrung einmaliger und (bei AusschluB eines -
kleinen Gebietes um den Pol) auch zweimaliger Differentiationen unter
dem Integralzeichen gestattet (siehe 3.). Hieraus folgt zundchst:

AA=—rotu.
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Ferner ergibt sich

Y 1_1 fl_ 1
diVA=_i/Lr°t§uG<rd§ r°)+r°t'zua(ran 70)'+rot;ui r")\ldt

4 ¢

=—;17’f(rot uw - gradq(% —-:;)) dz.

Wir beschreiben um O eine Kugel K von geniigend groBem Radius R, dann
hat der von dem AuBenraum dieser Kugel herriihrende Bestandteil von
div 4 einen beliebig kleinen Wert. Der von dem Innenraum herriihrende
Teil 148t sich nach dem Greenschen Satze umformen in

1 1 1 1 . 1 1
-—E‘f(rotu‘n)(7——R;)d0+z;t'[d1vrotu(T—K)dr.
X (K)

Wegen div rot 4 = 0 verschwindet das letzte Integral identisch. Das
erste kann durch geniigend groBe Wahl von R unter jede Grenze herab-
gedriickt werden. In der Tat ist ja fiir alle Punkte der Kugel K

r=1dr+%% —RLaL 42,
daher
i1 1, _de
TR <®
Setzt man diesen Ausdruck in das Kugelintegral ein und beriicksichtigt,
daB rot 2 im Unendlichen verschwindet, so folgt das angegebene Resultat.
Daher besteht die Gleichung

div 4 =0.

Damat ist gezeigt, dafl A allen gestellten Anforderungen geniigt.

Fiir den Vektor w selbst 1aBt sich schlieBlich eine recht elegante
Integraldarstellung angeben. Fiihre ich nimlich die Operation rot 4 unter
dem Integralzeichen aus, so folgt

(15) Qv=rotA=£;.f[T°tu‘gmdQ (_:"%)]dt'

Die formale Ahnlichkeit der Ausdriicke fiir 20 und v ist bemerkenswert.

Auf Grund dieser Darstellung 1iBt sich durch genaue Ubertragung
der Entwicklungen von 6. der Nachweis fiihren, daf w nach dem Unend-
lichen zu schwicher anwichst als Ig o.

13. Hieraus folgt schlieBlich die zu beweisende Tatsache, daB der
aufgestellte Vektor (15) mit der quellenfreien Komponente w der Zer-
legung (1) tibereinstimmt In der Tat zeigt der Eindeutigkeitssatz, daB
% — v — w sich auf eine vektorielle Konstante reduzieren muB.
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Somit lassen sich alle bisherigen Entwicklungen zu folgendem ein-
fachen Resultat zusammenfassen:

Ein beliebiger mit seinen Ableitungen vm Unendlichen verschwindender
Vektor w Vipt sich aus seinem Quellen- und Wirbelfeld konstruieren durch
die Integraldarstellung

Y iy 1 1 1] 11
(16) u=1wu,+ Gfdlvugradqb——a)dr + ;;j[rotu-gradq(7—70)]dr
=uy+ v + w,
wo U, eine vekitorielle Konstante ist. Diese Darstellung ist (bis auf die
Konstante) eindeutig dadurch charakterisiert, daff v und w bet Fortgang

ins Unendliche miglichst schwach anwachsen.
Im Falle ebener Vektoren bleiben alle Ergebnisse in Kraft, wenn

% mit Igr vertauscht wird.
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