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Uber die isoperimetrische Eigenschaft des Kreises auf der
Kugeloberfliche und in der Ebene. '

Von

Ferix BernsTEN in Halle a./S.
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Einleitung.

DaB der Kreis unter allen ebenen Kurven von gegebenem Umfang
den groBten Inhalt habe, ist eine Behauptung, welche fiir unsere Vor-
stellung eine Art unmittelbarer GewiBheit besitzt. HEs ist nicht ohne
Interesse den hierfiir mafigebenden Griinden nachzngehen. Einen Haupt- -
anteil an der Ausbildung der Vorstellung hat jedenfalls die Erfahrung,
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daB beim Anfiillen einer biegsamen aber nicht beliebig dehnbaren Hiille
von zylindrisch allseitig geschlossener Form mit einem festen Material,
Wasser, Sand, Schrotkérner etc., sich dieselbe mehr und mehr abrundet
und daB sie schlieBlich unter Spannung der Wandung einen kreisformigen
Querschnitt bekommt.

Das intuitiv-mechanische Gefiibl, das die Vorstellung begleitet, stammt
jedenfalls aus dieser Quelle. Man hat unmittelbar das Gefiihl, daf der
Inhalt einen allseitig gleichm#Bigen Druck auf die Wandung ausiibt und
sie dadurch in die Kreisform zwingt. Vielleicht muB man aber auch noch
ein wvisuelles Moment beriicksichtigen. Wir machen ofter die Erfahrung,
daB wir eine kreisformige Fliche schneller mit den Blicken beherrschen,
als eine nichtkreisformige Flache von sonst gleichem Inhalt. Der wandernde
Blick hat im Durchschnitt’ geringere Entfernungen zu tiberwinden, um die
Dimensionen der Fliche zu erfassen. Dementsprechend erscheint uns auch
die Kontur geringer. Das Gesichtsfeld selbst hat ja aus solchen Griinden
eine nahezu kreisformige Gestalt. So wirken vielleicht zwei Momente
verschiedener Natur zusammen, um der Vorstellung die zwingende Gewalt
zu verleihen, die ihr eigentiimlich ist.

Die einleuchtende Einfachheit des Satzes, sowie die verhiltnismaBige
Schwierigkeit einer strengen Begriindung hat die Aufmerksamkeit der
Mathematiker schon friihzeitig auf sich gezogen. Indem ich die ersten
unvollkommenen Versuche iibergehe, erwihne ich besonders J. Steiner,
Uber Maximum und Minimum bei den Figuren etc. Werke Bd. I, 16. 17. —
H. A. Schwarz, Math. Abhandlungen Bd. I, S. 327ff — Minkowski,
Math. Ann. Bd. 57. — Hurwitz, Annales de I'Ecole normale supérieure
t. 19, 1902. — .

Es mu8 auffallen, daB die bisherigen Beweise mit der urspriinglichen
Quelle, aus der wir die GewiBheit seiner Richtigkeit schopfen, in keiner
Beziehung stehen. Es schien mir daher lohnend einen Versuch zu machen,
auf der anschanlichen Grundlage einen strengen Beweis zu fiihren. Hierbei
diente die folgende Vorstellung als Ausgangspunkt der Betrachtung. KEs
moge sich auf einer Kugeloberfliche, etwa der iiberall als glatt gedachten
Erdoberfliche, eine Fliissigkeitsschicht, die von einem elastischen Bande
umschlungen und zusammengehalten ist, von einem Punkte, etwa_ dem
Nordpol aus, sich ausbreiten. Dabei wird die Kontur unter der Wirkung
der mechanischen Krifte stets ein Kreis bleiben. Im Verlauf der Aus-
dehnung wird das Wasser einmal die ganze nérdliche Halbkugel bedecken
und ihre Kontur wird der Aquator sein. Durch dieselben Krifte also,
welche vorher die Begrenzung kreisférmig gestalten, wird sie einmal ein
groBter Kreis und also die kiirzeste Verbindung zweier ihrer Punkte.
Hier ist also ein offenbarer Zusammenhang des vorliegenden Problems
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mit dem einfacheren der kiirzesten Verbindung zweier Punkte. Der ge-
suchte Beweis besteht lediglich in einer genaueren Ausarbeitang des
analogen Verhiltnisses bei der Ausdehnung nicht kreisférmiger Schichten.
(Teil L) Allerdings ist damit zundichst nur der Satz fiir die Kurven auf
der Kugeloberfliche bewiesen.

Um daraus fiir die ebenen Kurven das gleiche folgern zu konmnen,
muB ein Grenziibergang gemacht werden. Es muB hierzn nachgewiesen
werden, daB wir von dem Prinzip der Stetigkeit Gebrauch machen diirfen.
Es wird dementsprechend gezeigt, daB eine kleine Abinderung der Be-
dingungen unserer Erscheinung nur eine kleine Abinderung dieser selbst
zur Folge hat, und damit die Berechtigung des Grenziibergangs gesichert.
Der Nachweis geschieht in Form einer Ungleichung fiir die sphirischen
Kurven, welche sich auf die ebenen Kurven iibertrigt (Teil IT).

= Teil 1.
Das sphéirische Problem.

§ 1
Einfach geschlossene Kurven. Konvexe Kurven. Parallelkurven.

Das Ziel der Betrachtung in dem ersten Teil ist der Beweis des
folgenden

Satz 1. Unler allen einfach geschlossenen konvexen Kurven auf der
Kugeloberfliche von gegebenem Inhalt hat der Kreis den kiirzesten Umifang.

Wir werden den Beweis zun#ichst nur fiir solche konveze Kurven fiihren,

welche iiberall eine bestimmie geodiitische Kriimmung pi = Z—% besitzen und
g

die darin liegende Einschrinkung im zweiten Teile aufheben. Wir stellen,
der gréBeren Klarheit halber, die Definitionen der verwendeten Begriffe
hier noch einmal zusammen.

1. Definition der einfach geschlossenen sphérischen Kurve C. Es seien
z=2(t), y=1y(t), 2= 2(t) eindeutige und stetige Funktionen der reellen
Variabeln ¢ von der Periode 7, so daB allgemein 2(¢)=2(¢t+ T, y(t)=y(¢t+T),
2(t) = 2(t+T) ist; wenn dann 2® + y* + 2% =+ fiir alle Werte von £ ist,
so durchlduft der Punkt (, 9, 2) fiir variable ¢ eine geschlossene sphirische
Kurve C, welche einfach geschlossen heiBt, sobald zwei verschiedenen Werten
von ¢ im Intervall O-..T zwei verschiedene Punkte (2, y,7) entsprechen.

2. Inhalt der sphérischen Kurve. Nach C. Jordan teilt die Kurve C
die Kugeloberfliche in zwei getrennte Teile N und S¥). Jeder derselben

% C. Jordan, Cours d’analyse 2. éd. Bd. 1, p. 90. Die Betrachtung ist dort nur
fiir ebene Kurven gefithrt, LiBt sich aber ohne weiteres auf sphirische Gbertragen.
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kann als Inneres resp. AuBeres der Kurve C angesehen werden und be-
sitzt zugleich einen bestimmten Inhalt, der entsprechend als Inhalt J der
Kurve C bezeichnet werde. (Im allgemeinen werden wir den kleineren
als Inneres, den groBeren als AuBeres auffassen.) Der Umfang der Kurve
wird in der iiblichen Weise definiert und mit Z bezeichnet.

3. Konvexe Kurven. Eine Kurve C heiBt kowver, wenn sie von einer
sphirischen Geraden (groBtem Kreise) in nicht mehr als zwei Punkten
« und B so geschnitten wird, daB die Strecke «f ganz im Innern von
C liegt.

Wir nehmen an, die konvexe Kurve C habe an jeder Stelle eine be-
dr
ds’
Element des Kontingenzwinkels bedeutet. Die Tangente ¢ im Punkte «
hat mit der Kurve C keinen zweiten Punkt § gemein, da sonst eine der
die Tangente approximierenden Sehnen drei Punkte «, o und g’ mit
der Kurve C gemein haben wiirde. i

Es liegt also die Kurve C gamz innerhalb einer der beiden Halbkugeln,
welche die Tangente t begrenzt.

4. Parallelkurven. Die in der Einleitung besprochene Ausdehnung
eines sphirischen Flichenstiickes filhrt die Kontur desselben in eine
parallele Kontur iiber. Wir betrachten demgem#B, und zwar der Ver-
einfachung halber fiir »r — 1, die duBeren Parallelkurven C, einer konvexen
Kurve C mit angegebenen Kigenschaften, die den allseitigen Abstand &

(O <e< ;) besitzen. Es besteht der
Satz 2a. Die duere Parallelburve C, im Abstande & (0<e< %)

zur Kurve C ist eine einfach geschlossene Kurve (die jedoch im allgemeinen
nicht konvex ist).
Beweis. Es sei 6 ein Punkt auf der ZuBeren Normalen % im Punkte «

der Kurve, so daB 6¢ =¢ (O <e< —Z—) sel. Fs ist dann die Entfernung

6B des Pumkies 6 wvon eimem beliebigen amdern Pumkte B der Kurve C
grofer als e.

Denn der um ¢ mit dem Radius ¢ geschlagene Kreis beriihrt in «
den groBten Kreis ¢, der in « tangiert, und wird durch diesen von der
Kurve C getrennt. Also schneidet 68 den groBten Kreis ¢ und zugleich
den Kreis mit dem Radius &, so daB 68> ¢ ist. Hieraus geht hervor,
daB die ufere Parallelkurve C, sich nicht selbst in einem Punkte 6
schneiden kann. Denn ein solcher Punkt ¢ wiirde von zwei Punkten «
und g der Kurve C gleichen Abstand ¢ haben, was unméglich ist.

Wir beweisen ferner den

stimmte Tangente ¢ und geoditische Kriimmung —:—= wo dr das
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Satz 2b. Das Linienelement ds bewahrt bei der Dilatation der
Kurve C sein Vorzeichen, so lange 0 <e¢ <% ist und es ist unter der
gleichen Bedingung an jeder Stelle

%ds,=‘% und L,——-fds,.

Beweis. Wenden wir dieselbe Betrachtung wie beim Beweis von
Satz 2a auf zwei unendlich benachbarte Normalen an, so erkennen wir,
daB sich dieselben fiir den angegebenen Bereich der Grifie & auBerhalb
der Kurve nicht schneiden. Es wird daher ds, im gleichen Sinne durch-
laufen wie ds und es wird L, = f ds, die Linge im gewshnlichen Sinne be-
deuten. Bezeichnet ferner P die auf der inneren Normalen gemessene Ent-
fernung des Mittelpunkts des oskulierenden Kreises von dem Punkte ¢, so ist
offenbar P + ¢ der Radius des oskulierenden Kreises an dem entsprechen-
den Punkte von C,. Die Linienelemente ds und ds, verhalten sich, wie die
Peripherien der oskulierenden Kreise, also wie 2z sin P zu 2z sin (P+¢).

Es ist also
_ . 8in(P+e)
dS‘ =ds —TLTP_’
woraus an der Stelle ¢ =0

9 ds
Eds,=ds-ctgP=?

infolge der bekannten Beziehung ctg P = —:— folgt.
Die gleiche Betrachtung gilt an jeder Stelle ¢ im betrachteten Bereich,
woraus also fir 0 <e < —;i allgemein
P ds

5z 45, = _f
folgt.
§ 2.
Das Zustandsdiagramm.
Um uns diber den Sinn unserer Behauptung volle Klarheit zn ver-
schaffen, tragen wir in einer X Y-Ebene 2x — ’—f; als X-Koordinate, {i als

Y-Kooxdinate auf, wobei wir % und % statt L und J einfilhren, um die
Betrachtung auf die Einheitskugel zu verlegen.
Lassen wir nun eine beliebige einfach geschlossene Kurve C auf der

Kugeloberfliche alle moglichen Formen annehmen, so entspricht einem

jeden ihrer ,Zustinde“ ein bestimmtes Wertepaar 2:;—’.—{, %, welches

in der XY-Ebene durch einen Punkt P reprisentiert wird,
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Die X Y-Ebene heiBe dementsprechend die ,Zusfandsebene der
Kurve C. Die Gesamtheit aller Punkte, welche auf diese Weise in der
X Y-Ebene erreicht werden konnen, bezeichnen wir als das ,reelle Gebiet G,
welches also in bestimmtem Sinne zu den Kurven C gehort. Alle die-
jenigen Punkte der Zustandsebene, welchen keine wirklichen Kurven ent-
sprechen, heiBen das imagindre oder unmdigliche Gebiet U.

Aus dieser Auffassung, welche sich bei allen Aufgaben der Variations-
rechnung, wo Nebenbedingungen gestellt sind, in gleicher Weise ent-
wickeln ldBt, ergeben sich ohne weiteres diejenigen Fragen, deren
Losung als die natiirliche Aufgabe dieses Teils der Variationsrechnung
erscheint.

Das Gebiet G ist als Punkimenge definiert. Es ist die Natur dieser
Punktmenge zu studieren. Man muB z. B. zeigen, ob sie abgeschlossen,
ob sie i sich dicht, susammenhingend etc. ist.

In den meisten Fillen wird man, wie im vorliegenden, zeigen, daf
das Gebiet G ein Kontinuum bildet, d. h. daB jeder Punkt eine Um-
gebung besitzt und mit jedem andern stetig verbunden werden kann.

Als zentrale Frage muB aber die folgende angesehen werden:

Welches ist die Natur der Begrenzung der Pumktmenge G2

d. h.
1) Gehort die Begrenzung von G zu G selbst oder zu U?

2) Welches sind diejenigen Gebilde, deren Zustand die Punkte
der Begrenzung darstellen?

Die Begrenzung ist dabei als die Menge der Punkte gedacht, welche
zugleich Grenzpunkte der Punkte von G und der Punkte von U sind.
Wir wollen die Punkte der Begrenzung als kritische Pumkte bezeichnen.

Die Aufgabe, bei gegebenem X das kleinste zugehdrige Y zu be-
stimmen, ist offenbar ein spezieller Fall der allgemeinen Fragestellung.
Es wird dabei das Gebilde der kritischen Punkte durch eine Schar von
Parallelen zur Y-Achse geschnitten und es werden die Schnittpunkte oder
ein Teil derselben aufgesucht. Wenn die kritische Kurve aber aus mehreren
Zweigen hesteht oder stiickweise der Y-Achse parallel ist, so erweist sich
diese spezielle Fragestellung als unzweckmiBig und muf durch die all-
gemeine ersetzt werden. ’

Wenn die kritische Kurve eine monotone Funktion von X ist, so ist
auch X eine eindeutige Funktion von Y, und die Aufgabe das groBte X,
das zu einem gegebenen Y gehort, zu suchen, hat dieselbe Losung.
A. Mayer hat in einer wichtigen Arbeit¥) die analytischen Bedingungen
fiir eine solche Tmkehrbarkeit der Fragestellung aufgestellt.

*) A. Mayer, Math. Ann. Bd, 26, p. 74,
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Bei Aufgaben, in denen drei Grofen X, ¥, Z oder mehr vorkommen,
ist es meist noch wesentlicher, die spezielle Fragestellung durch die all-
gemeine zu ersetzen, da das kritische Gebilde in den vielen Fallen aus
ganz verschiedenartigen Flichen zusammengesetzt ist.

Wir wollen nun die Verhiltnisse bei unserm speziellen Problem ins
Auge fassen. Wenn die sphirischen Kreise in der Tat die behauptete
Minimaleigenschaft haben, so ist das kritische Gebilde hier ein Dreieck,
welches von zwei Parallelen zur Y-Achse im Abstande + 2x und — 27,
sowie von dem oberhalb der X-Achse gelegenen Halbkreise K begrenzt
wird, der O zum Zentrum und
2z zum Radius hat. (Fig. 1.) |

Der Halbkreis K reprisentiert
die auf der Kugeloberfliche liegen-
den Kreise. In der Tat sind In-
halt und Umfang des sphérischen
Kreises vom Radius g, durch die
bekannte Formel

1) Y=2—2zsn?,

’ J
X=2:z—?=2m:cos% Pig. 1.

gegeben, so daf also —:} das Argument des darstellenden Punktes ist

Unsere Behauptung gewinnt hier also die folgende Form:
1) Das kritische Gebilde ist in unserm Falle der Halbkreis K
und zwei Halbgeraden.
2) Die Punkte des Halbkreises K stellen allein die sphirischen
Kreise dar.

Die Beziehung zwischen einem beliebigen Punkte des Gebietes G
und den entsprechenden sphirischen Kurven ist keine eindeutige. Eine
umkehrbar eindeutige Beziehung tritt nur fir die Punkte des Halbkreises
K ein. Allgemeine Bedingungen fiir diese Verhdltnisse sind nicht bekannt.

Da es evident ist, daB die beiden Halbgeraden zur Begrenzung von G
gehoren, so handelt es sich allein um die Untersuchung des Kreises K.
Wir konnen daher unsern zu beweisenden Satz auch folgendermafen
formulieren. Da

J\2  (L\®

@ . @r—3)+(F) = @y

die Gleichung des Kreises K ist, so ist das AuBere durch die Ungleichung
J\2 I

3) (22— 3) + (7) > @a»
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charakterisiert. Wir miissen daher fiir alle sphirischen Kurven, die nicht
Kreise sind, die Ungleichung (3) behaupten, wihrend fiir die sphirischen
Kreise und nur fiir diese die Gleichung

2 2
(x—5)+ ()~ @y
gelten soll.

§ 3.
Die Transformation auf das absolute Problem.

Wir nehmen also im folgenden an, daB die konvexe Kurve C am
jeder Stelle eine bestimmite Tangente t und eine geoditische Kriimmung
dv
ds
wickelten Vorstellung die Kurve C durch einen auf das Innere ausgetibten
Druck gleichmiBig ausdehnen, so wird sie in eine #uBere Parallelkurve C,
vom allseitigen Abstande &-7 iibergehen. Wir wollen die Wirkung dieser
Transformation, die "wir mit 7, bezeichnen wollen, in dem Zustands-
diagramm studieren.

Ist die Kurve C zunichst ein Kreis, so geht sie wieder in einen
Kreis iiber. Der darstellende Punkt P wandert also auf dem Halbkreise X
und zwar durchliuft er alle Punkte desselben. Wenn die Kurve C ein
groBter Kreis geworden ist, so befindet sich der darstellende Punkt P
auf der Y-Achse in Q.

Wie aber gestaltet sich das Bild in der Zustandsebene fiir eine der
Kurven C, welche kein Kreis ist? Die iiberraschend einfache Antwort
liefert der

Satz 3. Wird die Transformation T, auf alle konveren Kurven C,
welche den angegebenen Bedingungen geniigen, gleichzeitiy ausgeiibt, so erfihrt
die Zustandsebene der darstellenden Punkte P eine Drehung wm den Null-
punkt und zwar eine Drehung im positiven Sinne um den Winkel e.

Es sollen also die folgenden Formeln gelten:

=% besitze.  Wenn wir jetzt entsprechend der in der Einleitung ent-

J, .
2% — 5 = (275——{2-) cos s — = sin &,
r r r

@

£g=(2z___;'€.) Sing-}-—f—cOSE, (0S5<%)

r

wo J, und L, Inhalt und Umfang der Parallelkurve C, bedeuten.

o,
Beweis. Es werde zuniichst » = 1 gesetzt. Bekanntlich ist Tsf =L,
und also ‘
2x—J,
@ i =L




Die isoperimetrische Eigenschaft des Kreises. 125

Fiir die Dilatation des Linienelements benutzen wir die Formel von
§ 1 Satz 2b

0 dsa k2
?)_ads"=9—£=d1‘ (O_<_E<?)'
Infolgedessen ist, in Hinblick auf Satz 2a,
®) 2r=2x-17, (0<e<3),

wo L, = f ds, die Linge von C,, J, den Inhalt von C, nach der Formel
2z — J, = [(dv, bedeutet. Aus (4) und (5) folgt mit Hilfe der Gleichung
2 @n—J,+iL)=i@n—J,+iL)

durch Integration von ¢ =0 bis e =¢
(6) 2n —J,+iL,=¢*Qz—J+il)  (0<e<T)-

Die Formel (6) stimmt aber vollig mit (I) iiberein, wenn wir, noch mit
J. L

Riicksicht auf ein beliebiges 7, J, durch — und L, durch — fiir jedes &

ersetzen.

Zusatz. Es ist also insbesondere

J,\2 L \2
® (=—3) +(3)
eine Invariante unserer Transformation T,.

Die Transformation 7', ist iibrigens in der Ausdrucksweise der Lie-
schen Theorie eine Beriihrungstransformation™).

Neuverdings hat Engel in einer Note: Zur Flichentheorie®¥) diese
Transformation auf einer beliebigen Fliche untersucht.

Der eben bewiesene Satz 3 gestattet den folgenden SchluB. Gesetzt
der Halbkreis K wire nicht die kritische Linie, d. h. es gibe innerhalb
desselben einen Punkt P, welcher eine konvexe Kurve C mit den vor-
ausgesetzten Eigenschaften darstellt, so wiirden wir auf diese Kurve die
Transformation 7', so anwenden, daB der darstellende Punkt P auf die
Y-Achseriickt. Hierzu ist iibrigens erforderlich, dafi der Winkel SC POQ=FE

zwischen Null und 1;— liegt, eine Bedingung, die infolge der Gleichungen °
tgE=22"7 750, L>0, sicher erfillt ist. Indem wir also  — E
setzen, wird 27 — J, =0 und

) L= (2z—J)*+ L2

*) Siebe Lie-Scheffers, Geometrie d. Berihrungstransformationen. Lpzg. 1896.
*) Berichte d. Kgl. Sachs. Akad. d. Wiss. Leipzig 1901.
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Der Punkt P wiirde also in einen Punkt der Y-Achse ¢ riicken, so da
OP = 0Q < 2x sein wiirde. Wenn wir aber beweisen, daB die Strecke
0Q = 2z keinen darstellenden Punkt @ in ithrem Innern enthilt, so folgt
also, daB auch der Kreis K keinen darstellenden Punkt in seinem Innern
enthilt.

Der Punkt @ stellt die groBten Kreise der Kugeloberfliche dar. Die
Behauptung, daf die Strecke OQ i ihrem Innern keinen darstellenden
Punkt enthilt, heiBt daher nichts anderes als:

Unter allen Kurven der angegebenen Eigenschaft, welche die Kugel-
oberfliiche hilfien, hat der grofte Kreis den kleinsten Umifang.

Auf dieses Problem, welches mit dem Problem der geoddtischen Linie,
wie wir im niichsten Paragraphen zeigen werden, identisch ist, haben wir
also das dsoperimetrische Problem zuriickgefiihrt.

§ 4.
Das absolute Problem.

Es bleibt also noch ibrig zu beweisen, da8 der folgende Satz gilt:

Satz 4. Unter allen einfach geschlossenen Kurven D, welche die Kugel-
oberfliche hilfien, hat der grofte-Kreis den Kleinsten Umifang.

Hierbei ist es nicht einmal nétig, iiber die zum Vergleich heran-
gezogenen Kurven die einschrinkenden Voraussetzungen zu machen, welche
sich bei der Aufstellung der Transformationsformeln als nétig erwiesen.

Man erkennt zunichst, daB die Kurve D wenigstens ein Paar Gegen-
punkte B und R’ der Sphire enthilt. In der Tat teilt auch die Kurve D
welche die simtlichen Gegenpunkte der Punkte von D enthilt, die Kugel-
oberfliche in zwei gleiche Teile. Wiirden sich nun D und I’ nicht
schneiden,/ so wiirden die beiden einfach geschlossenen Kurven die Kugel-
oberfliche in drei getrennte Teile T, Ty, T3, zwei duBere T, und T},
und einen mittleren 7\,, der von D und I’ gleichzeitig begrenzt wird,
zerfillen. Es wiirde dann 7, einen von Null verschiedenen Inhalt haben,
und da andrerseits 7; und 7, jeder den Inhalt 2z haben wiirden, so
wiirde die Summe 7; + Ty, + T, groBer als 4x, d. h. gréBer als die
_Kugeloberfliche ausfallen, was einen Widerspruch ergibt. Es ist also 7},
nicht vorhanden und die beiden Kurven D und IV schneiden sich in
wenigstens einem Punkte B. Dann aber ist R', der Gegenpunkt von R,
gleichfalls Schnittpunkt von D und D, und B und R’ bilden ein Paar
von Gegenpunkten auf der Kurve C.

Durch R upd R wird D in zwei Teile D, und D, zerlegt, welche
die Lingen L, und L, haben mogen. Ist D; oder D, kein groBter Halb-
kreis, so ist L, oder L, groBer als x und daher L > 2x. Sind aber D
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und D, groBte Halbkreise, so bilden sie, da D die Kugeloberfiiche hilften
soll, einen groBten Kreis. Es ist also L =2z dann und nur dann, ‘wenn
die Kurve D ein groBter Kreis ist.

Hslt man also jetzt den eben bewiesenen Satz 4 zusammen mit den
Ausfithrungen am SchluB des vorigen Paragraphen, so erkennt man, daB
jetat der folgende Satz bewiesen ist:

Satz 5. Unter allen sphérischen Kurven, welche konvex sind und denen
an jeder Stelle eine bestimmie Tangente und geodditische Krimmung zukommd,
hat der sphirische Kreis bei gegebenem Inhalt den Kleinsten Umfang.

Ziehen wir jetzt die Formel (8) heran und bedenken wir, daB L, die
Lénge der Kurve D bedeutet, so folgt, wenn wir noch beriicksichtigen,

daB die Relationen fiir eine Kugel vom Radius » gelten, sobald L durch % 5
J durch TJ’ ersetzt wird, aus der Ungleichung L, > 2% die Beziechung

® - (22 —2) '+ (2) 2 ey

in welcher das Gleichheitszeichen nur fiir den Fall des Kreises gilt. In
dieser Formel ist der Inhalt des Satzes 5 ausgedriickt.

Teil 1L

Die approximativen Sitze und der Grenziibergang
zur Ebene.

§ 5.
Das Verhalten der Minimaleigenschaft beim Grenziibergang.
Definition der natiirlichen Bréite.

Aus der bewiesenen Minimaleigenschaft der sphirischen Kreise folgt
leicht, dafl die ebenen Kreise gleichfalls bei gegebenem Inhalt Kurven
kleinsten Umfangs sind, und zwar im Vergleich mit allen ebenen kon-
vexen Kurven, welche Tangente und Kriimmung an jeder Stelle besitzen.
Was jedoch schwieriger zu zeigen ist, ist die Behauptung, daB die Kreise
die einzigen ebenen Kurven dieser Minimaleigenschaft sind. Hierzu war
es notig, fir die sphirischen Kurven einen tieferen Satz abzuleiten. Es
ist das Charakteristische des hier behandelten Variationsproblems, daB sich
neben den ezakien Minimumsatz ein approximadiver Minimumsatz stellen
1iBt. Eine Kurve, welche annihernd Inhalt und Umfang eines Kreises
hat, ist annihernd ein Kreis. Indem nun solche approximativen  Sitze
der Reihe nach fiir die geoditische Linie und die zwischen dieser und
dem Kreise stehenden Kurven bewiesen werden, wird die fundamentale
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Formel (28) hergeleitet, welche nicht nur den Grenziibergang zur Ebene
in leichter Form gestattet, sondern auch zugleich die Mittel an die Hand
gibt, den Geltungsbereich des zu beweisenden Satzes so weit als moglich
auszudehnen. )

Wir beweisen zunichst den

Satz 1. Hat eine ebene konvexe Kurve C, welche an jeder Stelle eine
bestimmite Tangente und Krimmung besitet, den Inhalt J = mR? so ist der
Umfang L grofer oder gleich 2x R.

Beweis. An einen beliebigen Punkt der Ebene, welche die Kurve C
enthdlt, legen wir die unendliche Schar der auf einer Seite berithrenden
Kugeln mit den beliebig wachsenden Radien » und projizieren die Kurve C
von den Mittelpunkten der Kugeln auf die Oberflichen derselben. Die so
entstandenen sphirischen Kurven C, besitzen als Tangenten und oskulie-
rende Kreise die Projektionen der zur Kurve C gehérigen Tangenten und
oskulierenden Kreise auf die Kugeloberflichen. Sie haben daher ins-
besondere keine Doppeltangenten und sind konvex.

Aus der Formel (9) des § 4, welche wir jetzt anwenden, folgt, indem
wir den Inhalt und Umfang von C, mit J, und L, bezeichnen

(10) L,2—4aer+%—g0.
LaBt man jetzt » unendlich werden, so folgt aus
(11) J=IlmdJ,, L=IlmlL,
(12) L*—4xJd >0.

Ist also J = xR so ist
13) L>2zR,

was zu beweisen war.

Das Gleichheitszeichen gilt fiir den Fall des Kreises; es muf nun
noch gezeigt werden, daB es nur fir den Kreis gilt, und daB also jede
ebene Kurve, welche Inhalt und Umfang des Kreises hat, auch selbst ein
Kreis ist.

Wir beginnen die Reihe der daranf abzielenden Sitze mit der Er-
Klirung der Variation des Kreises.

Erklirung 1. Unter allen Kreisen, welche eine ebene einfach ge-
schlossene Kurve C einschliefen, gibt es einen oder mehrere, deren Radien
die umiere Grenge g, der fiir die Radien derselben méglichen Werte wirk-
lich annehmen. (Es folgt dies aus dem Umstande, daB die Kurve C eine
ganz im Endlichen gelegene abgeschlossene Punktmenge darstellt und gilt
fiir solche ganz.allgemein.) Wir bezeichunen einen derselben mit K. Des-
gleichen gibt es unter allen Kreisen, welche im Inunern der Kurve C liegen,
einen oder mehrere, deren Radien die obere Grenze g, der fiir die Radien

.
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derselben moglichen Werte wirklich annehmen. Wir bezeichnen einen
derselben mit K,. Die Kreise K, und K, sollen innere und duBere Spann-
kreise heiBen. Denkt man sich die Punkte der Kurve C als fest, so kann
man die Spannkreise sich durch zwei Kreisfedern realisiert denken, von
denen die innere durch das Bestreben sich auszudehnen, die #uBere durch
das Bestreben sich zusammenzuziehen gegen die Kurve C gepreBt wird.

Erklirung 2. Die Differenz d = g, — ¢, der Radien g, und g, des
duBeren und inneren Spannkreises heiBe die natiirliche Breite der Kurve C.
Die Entfernung f der Mittelpunkte M, und M, der Kreise K; und K,
heiBe die Exzentrizitit der Kurve C. Es ist offenbar der Kreis die einzige
Kurve von der natiirlichen Breite d =0 und fiir jede andere Kurve ist d
groper als Null. Analoge Definitionen lassen sich auch fiir die spharischen
Kurven treffen. Es gilt fiir die definierten Begriffe der

Satz 2. Die Grofien d und f bleiben bei der Transformation T, invariant.

Beweis. Die Gesamtheit der von der Kurve C eingeschlossenen und
die Gesamtheit der die Kurve C einschlieBenden Kreise wird wieder in
die Gesamtheit der von der Kurve C, eingeschlossenen resp. sie ein-
schlieBenden Kreise iibergefiihrt.

Die Mittelpunkte bleiben dabei ungeindert und die Radien werden
alle um die GroBe & vermehrt, infolgedessen sind jetzt ¢, + & und o, + &
die obere und untere Grenze der Radien. Es ist also sowohl die Exzen-
trizitit, wie die Dicke der Kurve dieselbe.

§ 6.
Uber die angeniihert kiirzeste Verbindung zweier Punkte
auf der Sphire.

Die bekannten Minimaleigenschaften der sphérischen Geraden, welche
die Grundlagen der Schliisse bilden, sollen hier unter Verwendung der
definierten Invarianten abgeleitet werden.

Satz 3. Es sei ABC ein sphdirisches A
Dreieck (Fig.2), dessen Seiten kleiner als z-r
seien. Die Seiten BC, AC und AB seien mit
a-r, bor und c-r, die sphirische Hohe AD,
welche gleich oder Kleiner als o sei, mit h-r »
bezeichnet. Es gilt die Besiehung Z7D
(149 b+c—a22-0052%(1-—cosh). e & '

Beweis. Es werde BD=a1rr=(—;—+l)-r und GD=a2'r=(2 l)-r

e
gesetzt. Es sei zuniichst 7 S%: Aus

D

Mathematische Annalen. LX. - 9
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1> sin 2FE
und

a—§f . «—f
3 = sin 5 >0

unter der Annahme z > 5—;_—'3 >0 folgt

o a—f

«—f>2sn 5

g .
2 sm

= cos f§ — cos «.

Setzen wir jetzt einmal ¢ =5, f=a,, und ein ander Mal a=c¢, f=a,,

so folgt, da die Bedingung = > “;ﬁg 0 beide Male erfiillt ist, unter

Beriicksichtigung von
cos ¢ = cos @, - cos h,

cos b = cos @, cosh,

b — ay > cos @, — cos b = cos ay (1 — cos k)
und
¢ — a, > cos @, — cos ¢ = cos a, (1 —cosh);

durch Addition dieser letzten Ungleichungen ergibt sich infolge von

a
cosa1+cosa2=2cos?cosl

b+ec—a=>2 cos% cos I (1 — cos k).

Da zunichst 1 < % £ % sein soll, so.wird cos ! > cos —g— und also

b-}-c—ag?coﬁ%(l—cosh).

Ist andrerseits I > —;-, so ist @, >a und cos ¢ = cos a, cos b < cos a cos h.

Es folgt also aus
C— @ >C0S@—CoS e

¢ — a > cos a(l—cosh);
ferner ist
Also wird schlieBlich
b+ c¢—a>(14cosa)(l—cosh),

b>h>1—cosh.

d. h. wieder
b +c—-a>2cos”%(1—cosk), q. e d.

Anmerkang. Will man den Satz benutzen, daB das gleichschenklige
sphirische Dreieck bei gegebener Hohe das Minimum des Umfangs dar-
stellt, so schlieBt man leicht, daB stets

b+c—a>2cos 5 (1—cosk)
ist. Wir machen jedoch von dieser schiirferen Ungleichung keinen Gebrauch.
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Die Ungleichung (14) enthilt nicht nur den Beweis des Satzes, da8
die sphirische Gerade die kiirzeste Verbindung zweier Punkte ist, sondern
auch die genauere

Folgerung 1. Weicht die Linge L einer sphirischen Kurve, welche
B und C verbindet, nur wenig von a -r ab, so lift sich ein von Parallelen
zu BC gebildeter Streifen von der Breite 2h - r abgrenzen, in dessen Innern
die Kurve liegt, d. h. sie weicht selbst nur twenig von einer sphdrischen
Geraden ab.

Denn es sei 4 derjenige Punkt der Kurve, welcher die absolut grofte
Entfernung 4 -r von BC hat. Die Kurve liegt dann offenbar ganz inmer-
halb eines Parallelstreifens, dessen Grenzen zu beiden Seiten von BC um
das Stiick % - r entfernt ist. Durch Vergleich der Linge L mit der Seiten-
summe AB + AC ergibt sich

(15) %-agb+c—a;>_2cosgg(l—cosh)=4cos2—;—sin9%-

Sobald also % — a Klein ist, sinkt auch % unter eine entsprechende Grenze.

§ 7.
Uber die angeniihert kiirzeste einfach geschlossene Linie, welche
zwei Gegenpunkte der Sphire enthilt.

Wir beweisen jetzt der Reihe nach die folgenden Sitze:

Satz 4. FEs sei C, éine spharische Kurve von der Linge L,, welche
zwer Pole der Kugel P und P’ verbindet. Ferner sei A einer der Punkte,
in denen C, den Aguator passiert. Es sei e-r die griple seitliche Abweichung
der Kurve C, von dem Meridian PAP aus gerechnet, so ist

(16) —I;f—‘—:n:_z_l-—cose;

oder: weicht die Linge einer Kurve, welche zwei Pole der Kugel verbindet,
nur wenig von ®-r ab, so ist die Kurve an-
ndhernd ein grofter Halbkreis. (Fig. 3.)
Beweis. Es seien ¢,-7 und ¢,-r zu beiden
Seiten des Aquators die groBten Breitenabwei-
chungen der Kurve C, vom Meridian PAP. Ks
ist dann gemdB der bewiesenen Ungleichung

%‘——-xg2cos2%(1-—cose1)

+2cos’3:—.(1——cose2),
d h
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% —mx>1—cose,
wo e den groBeren der beiden Werte ¢, und e, bedeutet.

Ebenso beweist man den

Satz 5. Es sei C eine sphirische Kurve der Linge L, welche ein-
fach geschlossen ist und die Pole P und P’ enthilt. Die Kurve zerfdllt in
zwei Teille C; = PAP und Cy= PBP, von denen jeder wenigstens in
einem Punkte A resp. B den Aquator passiert. Fiir C, und C, seien, wie
vorher die groften Breitenabweichungen bestimmi. Ist e das absolute Mazx:i-
mum derse'lben, so st

X))

oder: Besitzt eine geschlossene Kurve auf der Kugeloberfliche, welche zwei
Gegenpunkte enthilt, annihernd die Linge 2w, so ist sie anndhernd ein
sphérisches Zweieck.

Wir haben die Kurven C, und C, in zwei Streifen von der Breite 2¢
eingeschlossen und es bilden diese ein Kreuzband K, das fiir die folgenden
Betrachtungen die Kurve C ersetzen soll. Um diese Beziehung noch enger
zu gestalten, fassen wir das Zweieck Z ins Auge, welches von den Halb-
meridianen P AP’ und PBP’ gebildet wird. Wir schreiben aber jetzt vor,
daB die Punkte 4 und B, was stets moglich ist, so gewihlt seien, daB weder
die geschlossene Kurve P4 P’ C;noch
auch PB P’ C, die auBerhalb der Strei-
fen geledenen Kalottenpaare trennt.
Das Zweieck Z teilt dann aupferhalb
des Kreuzbandes K die Kugelober-
fliiche genaw so, wie C. Wenn K nicht
die ganze Kugel bedeckt, seien ¥V, =V,
V, =7V, (Fig.4) die iibrigen Teile der
Oberfliche. Es liege dann etwa V)
von V,, V,, V, durch Z getrennt.
Wir bezeichnen den konkaven Winkel
von Z, innerhalb dessen ¥, liegt, mit
(1 —22)w. Wenn die Bedingung des Satzes 5 erfiillt ist und wenn auBer-
dem 1 eine kleine GroBe ist, so ist die Kurve C offenbar angenihert ein
groBter Kreis,

Wir bringen dies zum Ausdruck, indem wir die natiirliche Breite
von C einfiilhren und in Beziehung zu i und e bringen. Wird nimlich
die natiirliche- Breite D .r des Kreuzbandes K so gemessen, daB die
Spannkreise in ¥, und ¥, angenommen werden, so ist offenbar

D=21z+2e;_

— 2% >1 — cos e;

S|




¢

Die isoperimetrische Eigenschaft des Kreises. 133
dasselbe gelte, wenn V;=V,=0ist. In jedem Falle ist aber

D=4,
wo d-r die natiirliche Breite von C bedeutet. Also ist
(18) 2ix +2¢ > d;

in Worten: Weicht eine einfach geschlossene sphiirische Kurve C, welche
zwei Gegenpunlite enthilt, wur wenig von einem Zuweieck Z ab, dessen Winkel
(1 — 22) = nahezu gleich 2w ist, so ist die Breite der Kurve C gering.

§ 8.
Uber die angeniihert kiirzeste einfach geschlossene Linie, welche
' die Kugeloberfliiche hilftet.

Es sei jetzt C eine Kurve, welche die Kugeloberfliche hilftet. Wir
wissen, daB dieselbe zwei Gegenpole P und P’ enthalten muB. Falls die
Kurve ein sphirisches Zweieck ist, muB sie notwendig ein groBter Kreis
sein. Ist also unter Anwendung der bisherigen Bezeichnungen e =0, so
ist auch 1 =0.

Genauer gilt der folgende

Satz 6. Es st
19) 2(1 —cose)=>14,
oder -
L b

Beweis. Nach der Konstruktion des vorigen Paragraphen teilt das
Zweieck Z (Flg 4) auBerhalb des Kreuzbandes K die Kugeloberfliche
genau so, wie C. Sind 7, und 7, die beiden Teile, in die C die Kugel-
oberfliche teilt, und gehért ¥, zu 7}, so gehdren also V,, ¥, V, zu T,
Es ist 7, ginzlich enthalten in 7; und K und wir haben also, da

= 2mr? ist,
(21) V,+ K>2ar
Andrerseits liegt aber ¥, ganz im konkaven Teil des Zweiecks Z, welcher
letztere den Inhalt (1 — 22)2=y?® besitzt. Es ist also

(22) (A =21)2xr 2>V,

Ferner ist der Inhalt des Kreuzbandes h

(23) K<L2 - 4mr*(1 —cose).
Also ist

(24) 1—21+4(1—cose)>1,

d h

2(1 —cose)y=>12 q. e d.
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Wir fassen die bisherigen Resultate zusammen, indem wir den
folgenden Satz beweisen:

Satz 7. Besitzt eine Kurve C, welche die Kugeloberfliche
hilftet, annihernd den Umfang 2xr eines griften Kreises, so ist
sie selbst anndhernd ein griBter Kreis.

Beweis. Aus (18) und (19) folgt durch Elimination von 1

4w (1l —cose)+2e>d.
Nun ist allgemein, fiir e > 0; e > 1 — cos e; infolgedessen ist

(25) 21+ 2x)ex>d.
Andrerseits ist allgemein, wenn a>f>0 ist, auch 1—cose>1— cosg.
Infolgedessen ist ¢
d
l—cosegl—cosm-

Der Vergleich mit (17) lehrt dann, da8

(26) H_2x>1—co — 2 sin?

d a
Sea L2 i1+ 27
ist. Aus der Formel (26) folgt unmittelbar, daB d eine kleine GroBe ist,
sobald £ — 2 Klein ist.

§9:

Uber die einfach geschlossene sphiirische oder ebene Kurve, welche
angenithert den Inhalt und den Umfang eines Kreises besitzt, und
die Minimaleigenschaft des sphirischen oder ebenen Kreises.

Wir beweisen jetzt den

Satz 8. Wenn eine konvexe einfach geschlossene sphéirische oder ebene
Kurve C, welche an jeder Stelle eine bestimmie geoditische Kriimmung be-
sitzt, anndhernd den Umfang und den Inhalt eines sphdrischen resp. ebenen
Kreises hat, so ist sie selbst anmndihernd ein Kreis.

Beweis. Wir transformieren die Kurve C' durch die Transformation
T, in die Kurve C = C,, welche die Kugeloberfliche hilftet. Es ist dann
nach Formel (8) (I, § 3):

(- e '
In Verbindung mit (26) folgt hieraus
(27) (2 x— %) +(E) 2 (2% + 2 sin® ﬁ)",
oder : - :
e (- () - ey zse iy

s
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Wenn nun die Kurve C annihernd den Umfang und Inhalt: eines
sphérischen Kreises hat, so ist die linke Seite von (28) klein und also
ist auch d eine kleine Grofe.

Wir kénnen diesen SchluB leicht auf eberne Kurven iibertragen.

Es sei C eine ebene Kurve, die konvex ist und eine bestimmte
Krimmung an jeder Stelle besitzt. An einen Punkt O der Ebene derselben
legen wir eine tangierende Kugel mit dem beliebigen Radius » und pro-
jizieren die Kurve C vom Mittelpunkt M, der Kugel auf die Kugelober-
fliche, wodurch sie in die Kurve C, iibergehe. Da C keine Doppel-
tangente hat, so besitzt auch die Kurve C, keine sphirische Doppel-
tangente, d. h. C, ist konvex. Ebenso besitzt C, auch tberall eine
bestimmte Kriimmung. Es gilt also fir C, die Ungleichung (28) in der
Form

df
(29) 4(1+2m)’
wenn J, und L, Inhalt und Umfang der sphirischen Kurve C, darstellen.

Nun ist offenbar
(30) Lim J,=J, Lim L, = L,

r=®

L2 —4=nlJ,

4 . .-
= -}-';Ifg&msm’

und da die einbeschriebenen Kreise bei der Projektion in einbeschriebene,
die umbeschriebenen in umbeschriebene iibergehen
(31) Limd,.-r=d.

Also ist, wenn die beiden Seiten von (29) mit #® multipliziert werden
und zur Grenze r = oo iibergegangen wird,

zd?
(32) L2—-4ﬂJ2m'
Die Formeln (28) und (32), vderen Geltungsbereich wir sogleich auf be-
liebige Kurven iibertragen werden, stellen das Ergebnis der bisherigen
Entwicklung dar.

Wenn wir die Herleitung derselben noch einmal iiberblicken, so sehen
wir, daB dieselben nur durch Transformation aus der fundamentalen Un-
gleichung hergeleitet sind, welche besagt, daB8 im sphirischen Dreieck die
Summe zweier Seiten groBer ist als die dritte. Was den Zahlfaktor anf
der rechten Seite von (28) und (32) angeht, so ist derselbe keineswegs
das erreichbare Maximum. KEs ist an sich interessant, aber fiir die jetzige

Betrachtung tiberflissig, die Ungleichung noch weiter zu verschirfen.

Erweiterung des Geltungsbereiches des Satzes 8.

1. Wenn C eine beliehige konvexe Kurve ist, so gibt es stets eine
unendliche Schar konvexer Kurven C, (»=1, 2, ---), welche iiberall
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geoditiseche Krimmung besitzen, mit den Lingen I, und den Inhalten
J,, welche die Kurve C beliebig approximieren, so daf J = Lim J, und
L = Lim Z, ist. Insbesondere wird ein im Innern von C geleg_e:ner Kreis
fiir hinreichend groBes » im Innern simtlicher C, liegen und ebenso wird
es sich mit den im AuBern gelegenen Kreisen verhalten. Hieraus geht
hervor, daB auch d = Lim d, ist, wo d, durch die natiirliche Breite von

y=wx

C, gegeben ist. .
Die Ungleichung (28) fiir O, wird daher fiir » = oo
J\2 L\2 s d
(33) (275———;;) + (T) —(27‘)22875 szm'

2. Es sei ferner C, eine belichige ebene einfach geschlossene Kurve,
welche einen Inhalt J; und einen Umfang I, besitzt. Es 148t sich dann,
wie bekannt, C, zu einer konvexen Kurve C abrunden, welche griBeren
Inhalt J und kleineren Umfang L besitzt. Bei entsprechender Bezeichnung
ist damm

ds
(34) L12-47‘=712L2—47‘J22—(r:_—2,,):;a

wo das erste Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn C, bereits konvex
ist. Durch die letzten Relationen ist nun der von uns behauptete Satz
fiir alle ebenen Kurven bewiesen, fiir welche er iiberhaupt ausgesprochen
werden kann.

3. Fiir beliebige sphirische Kurven liBt sich die analoge Betrachtung
durchfithren, wenn dieselben ganz in einer Halbkugel enthalten sind. Es
gilt dann

J

(35) (27— %)2+ (%)2—(2,;)2(21 — 75)“Ur (%)2—(29:)287; sin® mﬂm ,

4
wo das erste Gleichheitszeichen wieder nur gilt, wenn C, bereits konvex
ist, woraus dann in gleicher Weise der behauptete Satz hervorgeht.
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