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Ueber Theilung und Transformation der elliptischen Functionen.

Von

L. KiererT in Hannover.

Mit den Untersuchungen iiber Theilung und Transformation der
elliptischen Funetionen ist ein fruchtbares Feld erschlossen, auf welchem
ohne Zweifel noch eine reiche Ernte zu erwarten ist, zumal wenn es
gelingt, die Modulargleichungen durch wesentlich einfachere zu er-
setzen und den Zusammenhang dieser Gleichungen mit der Theorie
der elliptischen Functionen noch weiter zu erforschen.

Zu diesem Zweck fithrte ich in meinen fritheren Arbeiten iiber die
Transformation der elliptischen Functionen®) eine Hiilfsgrosse f ein,
welche die Eigenschaft besitzt, dass sich alle iibrigen bei der Trans-
formation auftretenden Grossen durch sie und die Invarianten g,, g;
rational ausdriicken lassen. Zwischen f, g, und g; besteht immer eine
algebraische Gleichung, welche die ,,f-Gleichung® genannt werden
soll. Ist der Transformationsgrad % gleich a®bf¢? ... eine Zahl von
der Form 674 1, so wird /2 die Wurzel einer Gleichung vom Grade

Ty=n(t+ ) +3)Q+3) -

Hat aber » die Form 6! 4 2, oder 6/ + 3, oder 67, so wird
erst eine hohere Potenz von f die Wurzel der f-Gleichung, wahrend
der Grad wieder 7'(n) ist, so dass (wenn man von den Fillen
n=2, 3, 4, 9, 25 absieht) die Grosse f nicht mehr die geeignetste
Hiilfsgrosse ist.

*) Vergl. Journal fiir Mathematik, Bd. 87, S. 199—216, Bd. 88, S. 205—212
und Bd. 95, S. 218231, Diese drei Abbandlungen sollen in dem Folgenden der
Kiirze wegen durch Abh. 1, Abh. 2, Abh. 3 citirt werden, — Vergl. ferner die
nenerdings in den Gottinger Nachrichten verffentlichte Note (Sitzung vom 6. Juni
1885): ,,Ucber eine Resolvente derjewigen algebraischen Gleichung, von welcher in
der Theorie der elliptischen Fumetionen die Theilung der Perioden abhingt
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Dieser Umstand hielt mich mehrere Jahre hindurch davon zuriick,
weitere Untersuchungen auf diesem Gebiete zu veroffentlichen, bis es
mir durch das Studium einer Arbeit: ,,Notiz diber Modulargleichungen
bei zusammengesetztem Transformationsgrad* von J. Gierster (Math.
Annalen, Bd. 14, S. 537 — 544) gelang, die angedeutete Schwierigkeit
zu {iberwinden.

Herr F. Klein hatte nimlich in seiner Abhandlung: , Ueber die
Transformation der elliptischen Functionen und die Auflosung der
Gleichungen finften Grades* (Math. Annalen, Bd. 14, 8. 111 —172)
statt der Modulargleichungen diejenigen Gleichungen untersucht, welche
zwischen der absoluten Invariante

3 s
I= 2 —%27.%' =
und der’ entsprechenden Grosse J der transformirten Function be-
stehen. Dabei machte er die allerdings sebr wesentliche, dafiir aber
auch sehr niitzliche Einschrinkung, dass das Geschlecht dieser J- Glei-
chung gleich Null sei, was nur bei den Primzahlen
2,8,5,17, 13
und bei den zusammengesetzten Zahlen
4, 6, 8, 9, 10, 12, 16, 18, 25
der Fall ist. Man braucht nun bei dieser Einschriinkung die J-Gleichung
nicht selbst zu bilden, sondern J und J’ werden rafionale Funetionen
T(n)yer Grades einer Hilfsgrosse 7, welche sich durch functionen-
theoretische Betrachtungen leicht” bilden lassen. Natiirlich kann man
diese BHiilfsgrosse z noch durch eine lineare Funection von 7, nimlich

. durch 22 +8 ersetzen, dies ist aber die einzige Willkiir, welcher z
yz+ 06

unterworfen ist. Vertauscht man in der v-Gleickung, d. h. in der
Gleichung zwischen J und z, die Grossen J und 7 mit J' und %, so
ist 7" eine lineare Function von 7, so dass damit auch schon J” als
“rationale Function von = dargestellt ist. -

Herr Klein bildete nun die z-Gleichung fiir digjenigen Werthe
von n, welche Primzahlen sind (ausserdem fiir » = 4) und fand, dass
in allen diesen Féllen durch passende Verfiigung i{iber die Con-
stanten «, 8, ¢, 0 '

71 — AS-1 f24
gemacht werden kann, ein Umstand, welcher fiir die Verwendung
meiner Hiilfsgrosse f sehr giinstig erschien *).

. *) In der That hat Herr Klein von hier ausgehend seinerseita eine all-
-gemeine Theorie der f-Gleichungen (die er Maltiplicatorgleichungen erster Stufe
nennt) in Untersnchung gezogen [vergl, die Mittheilung im 5. Bande der mathem.
Anpnlen, Seite 86—88]. Ich neune bier auch sagleich die Abhardlung im 18. Bapde
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Im Anschluss an die Klein’sche Arbeit behandelte Herr Gierster
noch die oben genannten Fille, in denen n eine zusammengesetzte Lahl
ist, und stellte die 7-Gleichungen auf. Auch hier kann fiir n=4, 9, 25
diese Grosse z noch so bestimmt werden, dass

Al = An-1f24

wird. Dagegen ist Herr Gierster im Irrthum (wahrscheinlich durch
Induction verleitet), wenn er behauptet, dass diese Relation auch noch
fir die anderen Werthe von % gilt. Es ist vielmehr fiir

n=86, 8, 10, 12, 16, 18

die Grosse z°~1 nur ein Factor von A®-1f24,

Diese Erkenntniss, welche sich mir allerdings erst bei wiederholter
Durchsicht und Priifung der Gierster’schen Notiz ergab, eréffnete
. mir eine vielversprechende Aussicht auf dem Gebiete der Transforma-
tion. Dabei ist die von Herrn Klein inaugurirte Beriicksichtigung
des Geschlechtes der J-Gleichung wesentlich, die Untersuchung aber
nicht auf den FKall beschrinkt, wo dieses Geschlecht gleich Null ist.

Die von mir eingefiihrte Hiilfsgrosse f ist somit gewissermassen
der vornehmste Reprisentant einer ganzen Gatlung von Hiilfsgrossen,
die nicht nur fir die Transformation, sondern auch fiir die Algebra
von besonderer Wichtigkeit sind, und die zn einander in inniger Be-
ziehung stehen. Desshalb ist es nothwendig, dass ich in dieser Ab-
handlung zunichst die Theorie der f-Gleichung in ihrem Zusammen-
hange mit der Theilung und mit der Transformation der elliptischen
Functionen gebe. Der Inhalt meiner frilheren Abhandlungen iber
Transformation, deren Kenntniss ich hier iibrigens nicht unbedingt
voraussetze, wird dadurch wesentlich erginzt, erweitert und zu einem
fertigen Ganzen abgeschlossen. Dabei sind die einzelnen Sitze hier
bereits so gefasst, dass sie auch sogleich fiir die spiteren Unter-
suchungen verwendbar sind,

Im Gegensatz zu meinen fritheren Arbeiten gehe ich jetzt, einem
. giitigen Rathe von Herrn Kronecker folgend, von der Theilung der
elliptischen Functionen aus, indem ich die Theilwerthe von g, d. h.
diejenigen Werthe von pu untersuche, bei denen u der #'¢ Theil einer
Periode ist. Die von einander verschiedenen Theilwerthe sind Wurzeln

der ‘mathematischen Annalen (,,Grundlagen einer independenter Theorie der ellip-
tischen Modulfunctionen und Theorie der Multiplicatorgleichungen erster Stufe‘),
in welcher Herr Hurwitz, soweit es sich um die f-Gleichung haundelt, die von
Herrn Klein gegebenen Ideen weiter verfolgt und eine grosse Anzahl never
Resultate hinzugefﬁgt hat. Neuerdings ist auch Herr Weber auf die Theorie der
f-Gleichung eingegangen (Acta Mathematica, Bd. VI, pag.” 329 ff.: ,,Zur Theorie
der elliptischen Functionen‘), wobei er seinen Ausgangspunkt in der Thexlrmgsp
gleuzhn.ng fiir sin am % nimmt, T i
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der ,,speciellen Theilungsgleichung®, deren Coefficienten ganze rationale
Functionen der Invarianten g,, g, sind. Ist » eine zusammengesetzte

Zahl, so lassen sich alle Theilwerthe g (ﬂ%), bei denen die

drei Zahlen 4, u, n einen gemeinsamen Factor haben, absondern, wo-
durch eine Reduction der Theilungsgleichung eintritt.

Indem man die genannten Theilwerthe in Gruppen ordnet und
cyklische Functionen Gy, der Theilwerthe einer solchen Gruppe bildet,
erhilt man algebraische Gleichungen zwischen C;, und g,, g;, welche
Resolventen der reducirten Theilungsgleichung heissen sollen. Unter
ibnen nehmen diejenigen eine hervorragende Stelle ein, welche zur
Transformation der elliptischen Functionen fiihren.

Die Aufgabe der Transformation xt® Grades besteht nun haupt-

sichlich darin, pu = p(u | % , & ) als rationale Function von

pu|@, @) =pu|o, o) =pu
darzustellen, wobei das Periodenpaar
2% =2po + 290, 20 =2p 0+ 290, (pd —po=+1)
dem primitiven Periodenpaar 2, 26" dquivalent ist.

Die Form dieser rationalen Function ist leicht anzugeben, es
handelt sich nur darum, die Coefficienten, welche sie enthilt, als
algebraische Functionen von g,, g, moglichst einfach darzustellen. Diess
kann geschehen durch Einfilhrung der Hiilfsgrosse f, welche durch
die f~Gleichung von g,, g, abhingt, und welche man durch die Gleichung

fre=(— l)u-—ln i H \:”2( 2 "‘“ 2:5)]

a==1 a=1

definiren kann. Ausserdem giebt es aber noch eine ganze Reihe
charakteristischer Darstellungen von f, von denen hier in der Ein-
leitung nur zwei hervorgehoben werden mogen.
1) Ist
o'ni

hme”, Q@ o) =(Z) 3 []a—),
o)

Q@)

2) Ist » ungerade, so ist bei der Darstellung von pu als rationale
Function von pu = s der Nenner das Quadrat einer ganzen Function
P(s). Fir die Gleichung

so wird

(@, T) =A@, T) =g, — 2792 wd f—

. P =
wn'd -+ f—"**‘ die Discriminande.
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Unm nun die oben erwihnten Coefficienten darzustellen, bildet man
eine partlelle Differentialgleichung, welcher die Function f3 P(s) ge-
niigt. (Ist % gerade, so tritt an die Stelle von f3P(s) der Nenner in
der Darstellung von @w, multiplicirt mit £¢). Aus dieser Differential-
gleichung findet man durch Entwickelung mnach Potenzen von s die
einzelnen Coefficienten von P(s) unmittelbar als Functionen von f und
den partiellen Ableitungen von f nach g, und g,. Sobald also die
f-Gleichung gebildet ist, kann man die Coefficienten von P(s) als
rationale Functionen von f, g, und g, darstellen.

Hat man den Nenner von pu, so ergiebt sich daraus der Zihler

sehr leicht, und ebenso ist auch die Darstellung von 6u — G(uI%,?B"),

wie sich zeigen wird, dadurch schon gegeben. Die Invarianten g,, g, der
transformirten Function pu findet man gleichfalls aus dieser partiellen
Differentialgleichung.

Es kommt daher Alles auf die f-Gleichung und deren Wurzeln
an. Zu ihrer Bildung ist es zunichst nothwendlg, das Verhalten der
Grosse (@, @) zu untersuchen, wenn man die primitiven Perioden
20 , 20" mit den #quivalenten 2@, 2@  vertauscht. Es wird nimlich

0@, ) =0 (2 1) Qo, ),
wo @ (z’ g) eine 24'¢ Wurzel der Einheit ist, welche man durch

Zuriickfiihrung anf Gauss’sche Summen bestimmen kann. - Ich habe
fiir diese Grosse @ auch sogleich eine Tabelle aufgestellt, welche die
Fille ¢ = 1 bis ¢ = 7 umfasst.

Jetzt bietet, abgeschen von numerischen Rechnungen, die Her-
stellung der f-Gleichung und die Untersuchung ihrer Wurzeln keine
Schwierigkeit mehr, namentlich, wenn % eine Primzahl von der Form
6141 ist; denn man kennt die Form der Gleichung und kann die

L 2
Zahlencoefficienten durch Entwickelung nach Potenzen von & (= eT)
ausrechnen. Nach dieser Methode habe ich fiir die Zahlen
n=>5, 17,11, 13, 17, 19, 23, 29
die f-Gleichungen wirklich gebildet; fir # =5 und fir » = 7 sind
auch die iibrigen Grossen, welche bei der Transformation auftreten,
als rationale Functionen von f,g,, g, dargestellt.
Zwischen den % - 1 Wurzeln der f-Gleichung gelten ”;" L Rela-

tionen, welche denen fiir den Jacobi’schen Multiplicator analog sind.

Ist » eine zusammengesefzte Zahl von der Form 61 1, so kann
man die f-Gleichung am leichtesten durch wiederholie Tmmformatwn
finden. Ist z. B. » = ab, so bilde man

Mathematische Annalen. XXVI. ' 25
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Q(“’“) z Q( at ' ® @)

Q @ a)’ Qb(_ za)

f

und die beiden f-Gleichungen, deren Wurzeln f und f sind. Diese
f-Gleichungen gehoren bez. zur Transformation a'*® und bt Grades.

Da nun .
&
fbir_: ?{E‘,b_;f) — o D))
¢*w,a) ' Nab’
wird, so findet man durch Elimination auch die f-Gleichung fiir

(ab’

Eine wesentliche Reduction tritt hierbei ein, wenn % =674 1
ein Quadrat ist, weil dann nicht nur f2, sondern schon f selbst die
Waurzel einer Gleichung vom Grade 7'(n) wird®). Dies habe ich auch
an den Beispielen # = 25 und # = 49 durchgefiihrt.

Fiir die Zahlen von der Form 61- 2 gelten #hnliche Schliisse;
nur ist hier im Allgemeinen erst f5 die Wurzel der f-Gleichung; als
Beispiele sind die Fille n = 2, 4, 8 behandelt*),

Hat » die Form 61 4 3, so 1st im Allgemeinen erst /¢ die Wurzel
der f-Gleichung. Eine Ausnahme davon findet statt, wenn x ein
Quadrat ist, weil dann schon f3 die Wurzel der f-Gleichung wird.
Als Beispiele dienen die Fille # = 3 und # = 9.

Hat schliesslich # die Form 67, so wird im Aligemeinen erst [
die Wurzel der f-Gleichung sein; die Ausfiihrung von Beispielen wire
daher in diesem Falle sehr umstindlich und konnte um so eher unter-
lassen werden, da dieser Uebelstand durch Einfiihrung anderer Hiilfs-
grossen zu heben ist.

Wie schon in meinen friiheren Abhandlungen, so werde ich auch
hier die Theorie der elliptischen Functionen nach den Methoden des
Herrn Weierstrass zu Grunde legen. Daher werde ich mich auch
moglichst der Bezeichnungen bedienen, welche Herr H. A. Schwarz
in seinen ,, Formeln und Lehysitee zum Gebrauche der elliptischen
Functionen nach Vorlesingen und Aufzeichnungen des Herrn Prof.
Weierstrass“ benutzt hat,

Die innigen Beziehungen, welche mit den #lteren Arbeiten des
Herrn Klein bestehen, wurden schon hervorgehoben. Es eriibrigt nur,

*) Vergl. denselben Satz bei Weber, 1. ¢. Indem ich die Beispiele » =25
und % = 49 hinzufiige, folge ich einer von Herrn Weber an mich gerichteten
Aufforderung.

#*%) Vergl. hier und bei den folgenden Angaben die vorgenannte Arbeit von
Herrn Hurwitz.
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dass ich auf die neuesten Publicationen von Herrn Klein verweise, in
welchen sich derselbe meinem urspriinglichen Ausgangspunkte und den
von mir gebrauchten Methoden sehr genzhert hat (siehe insbesondere
auch die nach Abschluss der hier folgenden Untersuchungen verdffent-
lichte Arbeit: ,,Ueber die elliptischen Normalcurven von der nter Ord-
nung und zugehdrige Modulfunctionen der »ter Stufe*, in den Abhandl.
der k. sichs. Gesellschaft d. Wiss. von 1885).

Abschnitt 1.
Eigenschaften der speciellen Theilungsgleichung.
§ 1.
Definition und Eigenschaften der Theilwerthe der p-Function.

Nach meiner Abhandlung: , Wirkliche Ausfiihrung der gane-
zahligen Multiplication der elliptischen Functionen* (Journal fiir Mathe-
matik, Bd. 76, S. 21-—33)%) ist fir jeden beliebigen Werth von #

g;'u ?"u <o =Dy
(n o rees puu Pluu/ R p(‘lﬂu
(1) d’n(u) . )1:2. = 2! 3("" .<Z,,_ DI
p(“—l)u p(n)u e p(2n—3)u

Hieraus folgt zunichst, dass fiir jeden beliebigen Werth von m

sy Pomte () : :
die Grossen 93,41 (u) und —22)‘—'*1—— ganze rationale Functionen von

pu, g,, g5 sind. Andererseits ist

@) vi =t [T [pu— p(Rot2eay],
wo 4 und g alle Werthe von O bis » — 1 annehmen, nur diirfen sie

nicht beide gleichzeitig gleich O sein, was der Strich bei dem Product-
zeichen ” andeuten mbge. Nun ist aber
210 4+ 2pa’ 21 2p' @
p(Hatine) (et ars))
wenn
A4V =p4 ¢ =0 (mod. u),

folglich werden auf der rechten Seite von Gleichung (2) je zwei Factoren
einander gleich, nur die drei Factoren

pu—po, pu-—pa, pu— po -+ @)

*) Die Resultate dieser Abha.ndlung sind in die oben erwahnte Formel-
Sammiluong von Herrn H, A, Schwarz aufgenommen worden,

256
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treten fiir gerade Werthe von #» einzeln auf. Setzt man also pd =3s
und

Yompr ()= (2m—+1)[(pu)2mtntn— K (pupnimt =1 LK, ]

3 = (@m+1) Hzm-H (s),
( ) Do 2 (u) —(m _I_ 1) p'u [(? u)?m(m+2)___ Kl(pu)zm(mJ,-%——l_{_---—}-sz(%i—'z)]
= =t l)plunwz-}-z (8),

so sind K,, K,,... die elementaren symmetrischen Functionen der
von einander verschiedenen Grossen p(m—w’:—gf’—m—), wobel aber fiir
gerades n die drei Grossen po, po, p(@ + ©') ausgeschlossen sind.

Die so definirten Grossen p(g‘lm_{;&";), welche der Kiirze wegen

durch g, , bezeichnet werden, sollen ,,das vollstindige System der Theil-
werthe n** Grades der Function pu‘ heissen®) und die Gleichung

) Il.0=o,

deren Wurzeln sie sind, soll ,,die specielle Theilungsgleichung® genannt
werden. Es gilt dann der Satz:

I Die Coefficienten der speciellen Theilungsgleichung sind ganze
rationale Functionen von g, und g,; und daraus folgt weiter:

II. Jede (ganze) symmetrische Function derjenigen Theilwerthe, welche
das vollstimdige System bilden , st eine (ganze) rationale Function von

9, und gs.

§ 2.
Reduction der Theilwerthe nt» Grades der p-Function.
Sind a, b, ¢, ... die von einander verschiedenen Primfactoren

der Zahl %, ist also
ne=a*bbe ...,
so zerfillt Hﬂ (s) in Factoren. Es wird némlich nach Gleichung (2)
viw = [ [ (on —pr; (:;;8 i, i, ... :_ i)’
dabei giebt es unter den Werthen von 4 und ebenso unter den Werthen
von g genau % Werthe, welche durch @ theilbar sind. Wenn man

nun noch beriicksichtigt, dass 2 und g nicht gleichzeitig O sein diirfen,
so ergiebt sich der Satz, dass die Aneahl der Factoren pu — g3, , bei

denen i und p beide durch a theibar sind, gleich o — 1 ist. Das

¥) Da pu+2eco+2p0)=pu ist, so wird auch Patan, ptBn=0su.
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Product dieser Factoren ist — 1,{;2 (w), also eine ganze rationale Func-

tion von pu, ¢,, g;, durch welche ¥2(w) theilbar ist. Der Quotient
Vi (u) : ll’f_._ (w)

a

ist daher gleichfalls eine ganze rationale Function von pu, 9., g5 und
ist das Product von

W — 1) — (2~ )=n(1 -2
Factoren pu — ;.. Ebenso ist die Anzahl aller Factoren pu — @2,

in ¥3(w), bei denen 4 und p beide durch b theilbar sind, gleich

? — 1, wihrend die Anzahl aller Factoren pu — g2,, bei denen

4 und p beide durch ab theilbar sind, gleich - ?2 — 1 ist. Daraus
a?b?

folgt, dass die Anzahl aller dieser Factoren, bei denen 2 und u beide
durch b, aber nicht gleichzeitig deide durch ab theilbar sind, gleich

(F=1)-G =)= 0~-%

wird. Das Product dieser Factoren ist

w? (u) : = ¥%, (w).

Ebenso, wie 32(u): 1[:2” (u) eine ganze rutionale Function von

Pu, gy, g5 ist, so muss auch 92 (u):y* (u) eine ganze rationale
) ab

Function dieser Grossen sein, durch welche %2 (u): ¢% (u) theilbar 1st.

a

Der Ausdruck
R AOE )
ab
LOE A
@ 0
ist also eine gamze rationale Functlon von pu, g,, g, und enthilt
nur noch

(=)= 51— =w( -0 -5
Factoren pu — 93,

Vertauscht man jetzt #» mit %’ so gelten dieselben Schliisse, s0

dass auch
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vy () 9°, (W)

c abde
¥, () °, (w)
ac Be

eine gamse rationale Function von gu, g,, g, ist, welche diejenigen

n? 1 1 1 o .
?‘( — ?—) (1 — —52—) Factoren pu—g,, enthilt, bei denen 4 und g
beide durch ¢, nicht aber beide auch durch a oder durch b theilbar
sind. Dieser Ausdruck kann also wiederum abgesondert werden,
so dass

v, ) ¥, (@ 9h, (0%, @) .

a5 e Be
Va @ Y5 WY W)Y, (W

a b ¢ abe

eine ganze rationale Function von pu, g,, g, wird, die nur noch
9 1 1 n? ! 1
w1 - D —5) - 50 -0 -5)
1 1 1
—n(1 = 3) (1= )~ D)
Factoren pu — p;, enthilt.

Wenn man in dieser Weise fortfihrt, bis man nur noch ein
Product von solchen Factoren iibrig behilt, bei denen die drei Zahlen
4, w,n keinen Factor mehr besitzen, der allen dreien gemeinsam ist,
so wird dieses Product eine gamze rationale Function von pu, g,, g,

sein, deren Grad in Bezug auf pu gleich ¢ (n) T'(n) ist, wobei ¢(n)
und T'(n) durch die folgenden Gleichungen definirt werden:

om)= (1 — )1 —2)01—-3)-
(5) T(n) = n(1+%)(1+_?1_)_)(1+%).‘.,
o) Tm) = w21 — ) - ) —5)-

Diese ganze rationale Function von gpu ist aber (wenn % von 2 -
verschieden ist) ein vollstindiges Quadrat, weil g, = gy, ,» wird fiir
A4+ A =upu-+ ¢ =0 (mod. n), so dass je zwei von den iibrig ge-
bliebenen Factoren pu — ¢, einander gleich werden.

Die von einander verschiedenen Grossen @;,, bei denen 4, g, n
keinen Factor besitzen, der allen dreien gemeinsam ist, sollen daher
»aas reducirte System der Theilwerthe n** Grades“ heissen, ihre Anzahl
ist fir » =2 gleich 3 und fiir alle anderen Werthe von % gleich

%go(n) T'(n). Die Gleiching, deren Wurzeln das reducirte System

der Theilwerthe n'*® Grades ausmachen, hejsse ,,die reducirte Thetungs-
gleichung.
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Hieraus ergeben sich die folgenden Sitze:
11I. Die Coefficienten der reducirten Theilungsgleichung simd gamze

rationale Functionen von g, und gs.
1V. Jede (ganze) symmetrische Function derjenigen Theilwerthe n'=

Grades, welche das reducirte System bilden, ist eine (ganze) rationale
Function von g, und g;.

§ 3.
Resolventen der reducirten Theilungsgleichung.
Sind jetzt 4 und u so gewihlt, dass g;, zu dem reducirten System
der Theilwerthe mt®® Grades gehort, und setzt man der Kiirze wegen

21w+ 2p0
n
so gehoren auch die p-Theiler
phwan), pHwi,), - - - p(k*w01.)
zu dem reducirten System, wenn £k relativ prim ist zu ». Nun sei
die kleinste Zahl, fiir welche )
k=41 (mod. n)
ist, und es sei (i, eine cyklische Function der Grossen
P(wl,,‘), p(kwllﬂ); p(kzwl,ﬂ)a st ?(kx——lwl,y)-
Da nun p(k*u) = pu ist, so ist (1, auch eine cyklische Function

= Wau, also P = 9(201,,4),

von
phwru), 9Ew), ¢E W), - - 9k wau),
oder von
p(BPwrn), eEwiu), pE W), - - - p(k*Hwy,),
u.s. w. Ferner ist p (k) eine rationale Function von pu, deshalb wird
(6) Cop=F(pwr) = F(phwn)) = - - - = F(p(k*'w2)),
wobei F(p) eine rationale Function von g, g,, g, bedeutet.

Wenn nun g (wiw) = pr, gleichfalls zu den Theilwerthen des
reducirten Systems gehort, aber von den Theilwerthen g (w0,,),
p(kwai), + - -, @F*w,,) verschieden ist, so kann man dieselbe
cyklische Function — sie heisse jetzt Cr, — von den Gréssen

por,w), phwry), pEwrw), - e wz,y)
bilden und erhilt ebenso
(6a) Crp = F(p(wz,w)) = F(pkwr,w)) = - - = F(p(*"0r,0))-

So kann man fortfahren, bis das reducirte System der Theilwerthe
erschopft ist. Nach bekannten Sdtzen aus der Zahlentheorie muss
ndmlich x ein' Theiler von (%) sein, wihrend unter -den - Theil-

werthen . bl L
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@(wl,,u): @(kwl;#)7 R so(kx—lwl,,u):
p(wrw), pkwry), - - e(F*tw,y),

keine zwei einander gleich sind. Da nun (wenn man von dem Falle

n = 2 absieht) % auch sicher ein Theiler von % @ (1) T'(n) ist, so wird

0 5 @) T(n) =N
eine ganze Zahl, und
(8) #(Cop + Crpw +-+7) = 2 F(pu),

wo die Summe auf der linken Seite N Glieder enthilt, wahrend die
Summe auf der rechten Seite iiber die simmilichen Theilwerthe des
reducirten Systems zu erstrecken ist.

Da fiir jede beliebige Potenz der Grossen Cp,, Cy,y, . . . dhnliche
Schliisse gelten, so wird fiir jeden ganzzahligen Werth von 7

C’;.‘.y, + OI’,‘U.' + M
eine symmetrische Function der Theilwerthe des reducirten Systems
und somit nach Satz IV eine rationale Function von g, und g,. Dies
giebt den Satz: ‘

V. Ist Cyu eine cyklische Function vom ¢(wa,), p(kwi), -
p (B wy ), wo x die kleinste Zahl ist, fir welche k* = + 1 (mod. n)
1st, so wird Ciy die Wurzel einer Gleichung N Grades, deren Cocffi-
cienten rationale Functionen von g, und g; sind. Eine solche Gleichung
heisse ,,Resolvente* der reducirten Theilungsgleichung.

So ist z. B. fir n = 14

p(n) =6, T(n)=24, + g T(n)="12;

das reducirte System der Theilwerthe besteht daher hier aus den
72 Grossen

o (+), #(5) o(7);

R
R = YR T
p(?w’;}-tm), p(?lw'—,‘l'-ﬁm), fp(f>3w'-7+9’t“’); (t=1,2)

und jede ecyklische Function von go(%), ga(ﬁim—), so(—g%n—) ist die

Wurzel einer Gleichung 24t Grades, deren Coefficienten rationale
Functionen von g, und g, sind.
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Von besonderem Interesse ist der Satz V, wenn n eine Primzahl
ist, und wenn man annimmt, dass k = g eine primitive Wurzel von
n ist. Dann wird nimlich, (wenn man von dem Falle n = 2 absieht),

r=1om) =251, N=T@)=n+1,
und die Theilwerthe

o(222), o(3£%). - =)

sind, wenn man anders ordnet, identisch mit den Grdssen

(5, #(5) #(5) - s(25~w)

Jede symmetrische Function von diesen Grossen ist auch eine

cyklische Function von go(——), ) 29“’) -go(—‘zgx :ﬂ), so dass

man in diesem Falle leicht Ausdriicke bilden kann, welche die Wurzeln
einer Gleichung (n 4 I)t» Grades sind.

Solche Resolventen {n - 1)*» Grades sind in der That mehrfach
gebildet und fiir die Transformation der elliptischen Functionen be-
nutzt worden. Es soll hier aber auch ausdriicklich hervorgehoben
werden, dass aus dem Satz V auch die Bildung zahlreicher anderer
Resolventen hervorgeht, die man erhilt, wenn & Fkeine primitive
Waurzel von » ist.

Um dies an einem Zahlenbeispiel zu erliutern, sei #» = 13, dann
geniigt eine cyklische Function der 6 Grossen

() o(i5) #(55) o(5) o555 o5

einer Resolvente 14'» Grades, dagegen gentigt eine cyklische Function
der 3 Grdssen
20 8w 32w
SO(T;), L T)’ 5"( 13

einer Resolvente 28t Grades; und endlich geniigt eine cyklische (sym-
metrische) Function der beiden Grossen

p(32), »(>)
einer Resolvente 42t Grades.

Aehnliche Betrachtungen gelten fiir alle Zahlen » von 2 der Form
a® oder 2a%, wenn a eine ungerade Primzahl ist, d. h. man kann
dann mit Anwendung des Satzes V unmittelbar Resolventen vom
Grade T'(n) bilden, weil es dann noch primitive Wurzeln von # giebt,
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Ist » auf andere Weise aus mehreren Factoren zusammengesetzt, so
sind die Resolventen, welche der Satz V liefert, nicht vom Grade 7'(n),
sondern ihr Grad wird ein Vielfaches von 7'(n). Es wird aber in dem
* Folgenden gezeigt werden, wie man anch dann noch Resolventen vom
Grade T'(») bilden kann.

Abschnitt II. -

Einfilhrung der Grésse f (i;";, @) und ihre Bedeutung fiir die
Transformation der elliptischen Functionen.

§ 4.
Ueber die transformirten Functionen cu und pu.*)

Die Theilwerthe nte® Grades der gp-Function spielen eine sehr
wichtige Rolle bei der Transformation der elliptischen Functionen; und
umgekehrt kann man auch zeigen, dass die genannten Theilwerthe
rational berechnet werden kénnen nach Auflosung gewisser Resolventen,
welche bei der Transformation st Grades auftreten.

Die allgemeinsten Ausdriicke fiir die Transformation der elliptischen
Functionen findet man dabei in folgender Weise.

Es seien die ganzen Zahlen p und ¢ zu einander relativ prim, im
Uebrigen aber ganz beliebig, dann kann man zwei ganze Zahlen p’
und ¢  finden, so dass

) pg —pg=+1
wird. Das Periodenpaar
(10) 2% =2pw + 290, 2% =2p 0 4 24w

heisst dann zu dem primitiven Periodenpaar 2w, 20" dquivalent.

Vertauscht man nun die primitiven Perioden 2@, 20 mit den
dquivalenten 2@, 2%’, so indern sich die Functionen 6u, pu und
ihre Invarianten g,, g, gar nicht. Es moge dies durch die Glei-
chungen

(11)

ausgedriickt werden. Sind dagegen in
20, =210 + 2uo, 20,/ =210+ 24 e

{ o(u | @, w)=0(u|o, @) =6u,
pul®, @) =puio 0)=pu

*) Die Ausfiihrungen dieses und des folgepden Paragraphen sind zum Theil
einer Vorlesung entnommen, welche Herr Weierstrass im Winter 1870—71
gehalten hat. "



Zur Theorie der elliptischen Functionen. 383

i, u, &', w ganze Zahlen, fiir welche
Ay —Vp=n>1

wird, so sind 6(u | ®,, @) und p(u | ®,, ®,') von 6(« | @, @) und
9(u | @, @) verschieden. Es besteht aber doch noch ein Zusammen-
hang zwischen diesen und den urspriinglichen Functionen, welcher
durch die Transformation der elliptischen Functionen klar gelegt wird,
und zwar entstehen hierbei die urspriinglichen Functionen aus den
neuen durch Transformation n'* Grades. Es lisst sich aber zeigen,
dass man sich darauf beschrinken kann, den Zusammenhang zwischen
den FKunctionen 6(u | 7@, @), p(u|»n®, ) und o(u| @, &),
9(w| @, @) zu untersuchen; oder — und dass kommt auf dasselbe
hinaus — man braucht nur den Zusammenhang zwischen 6(u | », ),
9 (| @, @) und den transformirten Functionen

(12) o(ul 2, @)=0u, p(u|2,w)=pu
zu untersuchen.

Da pu eine gerade Function von u ist, welche die Perioden 2,
2%  besitzt, so muss pu eine rationale Function von pu sein, die jetzt
gebildet werden moge. )

Die simmtlichen nicht congruenten Werthe von %, fiir welche
pw unendlich wird, sind

1 2m—na
n n! n 3
entwickelt man pu nach Potenzen von u — ﬁgﬂ, so wird fir =0,
L,2...0—1
208 2aB

pu=(u— 222+ 5w~ 52+

so dass die elliptische Function

n-~1
pu — pu — p(u—129)=——3l
a=1
fiir keinen Werth von % mehr unendlich wird, woraus man schliesst,
-dass B, eine Constante ist. Den Werth dieser Constanten findet man,
indem man die linke Seite der letzten Gleichung nach Potenzen von
u entwickelt, dann ist der Coefficient von u® gleich — By, also

z—1 =

(13) B, = Dp(%2).

a=1

Dies giebt fiir beliebige Werthe von #:
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n—1

(14) . §u=pu+2[9(u_2:@)_9(226)].

Ist » ungerade, also n = 2m -+ 1, so wird

§u=gm+2[p(u— 2:)—{-9(74——2(’”%‘1)] — B,.
a=1

Setzt man jetzt
m—4tae=n—@B, aso B=m4+1—e,
und beachtet, dass
2(n—B)B 28®
p(u— 25 B8) = (u+ 207)

wird, so erhilt man

m

g=1 m
27 (o= 2t S (u - 22) = Dp (u 4 252),
a=1

a=1 p=m
also
(14a) @u:pu-{-Z[p(u__ 2Zw)+p(“+ 2:&5)] _ B,
a=1
Nun ist aber
T
pu—v) + p (utv) = e ,
folglich wird
m |, 2003 2 2als _l _
(15a) {ou=§,u+2[ﬁ’u+@( p ):H: pu@z(u; 2 3 .92] gs——B,.
| CRE)

Ist » gerade, also » = 2m -+ 2, so findet man in #hnlicher Weise

pu = pu + 9 (u—a)
(14b) +2[?(u_ 2Za)+ o+ 2;&:)] _B,

oder o=t
pu—pu+ e+ %ﬁ
R T &) & o R AT

= [ou—e (52

wenn man 9@ mit ¢; und die beiden anderen Wurzeln der Gleichung



Zur Theorie der elliptischen Functionen. 385

49> — g9 — 95 =0
mit e, und e, bezeichnet.
Ist n ungerade, so folgt durch Integration aus Gleichung (14a)

_, 20:65) (+2um
(16w L2 u y ST (uﬁm) o R

a=1

und ist n gerade, so folgt durch Integration aus Gleichung (14b)

L
(16 b) %=—‘3§+“(" )+

6(u— @)

- 6'(11,— 20 “am)"
+2 ( . 20:1’25 ( 2a® J B e
e=1] oluw u -+

Hierbei ist

und die Integrationsconstanten sind dadurch bestimmt, dass man %
mit — % vertauscht.

Bei nochmaliger Integration der .Gleichungen (16a) und (16b)
findet man die Integrationsconstante, indem man % = 0 setzt und die

Relation

i"-"--—l fir u=0
ou

beachtet. Dadurch erhdlt man die Gleichungen

2 &
B T:_B‘u'z m a( ] —u)s L. u)
ou=¢ ““H -am) 2aas)

(17 a) a=1
%B‘“z = 2B
o [ o= ()

e=1

wenn #n=2m-} 1 ist; und, indem man —i_—y%ﬁ_ﬂ mit 6, 4 bezeichnet,
1 m
- = Biw? & b

(17b) 6u=ce’  6uclu l l [pu—p(z‘;w)],

a=1
wenn % = 2m - 2 ist.
Es kommt besonders auf die Bestimmung von

—

(18). H[w — (2““’)] P(S)

a=1
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an, denn. kennt man diese Grosse, so folgt fiir n =2m 4 1
Ig (6u) = 5 Byu? + nlg (su) 4 1g P(s),

dlo_P
—“"Bx“+ 7,7“1- (s),

GU

a@lg P(s)
du?

In dhnlicher Weise findet man fir » = 2m 4 2

(19b)  pu=(r—1)pu+ p(u—w) — B, — LELO

Dabei ist

(20) P(s) =sm— G714 Gys"2-—... 4+ G, und s=pu,

es sind also Gy, G,, ... Gy die elementaren symmetrischen Functionen

der Theilwerthe
P(2) o (%), - p (222).

B—{QG’ fir n=2m+41,
2G4, n=2m42.
Aus diesen Betrachtungen ergiebt sich der Satz:

VI. Zur Transformation n'* Grades braucht man nicht die Theil-
werthe ., selbst, sondern nur die Grissen G, G,, ... Gn (und fir
gerades m noch €;).

(19a) pu=—=mnpu — B, —

Ausserdem ist

@)

§ 5.

Ueber die Anzahl der Transformationen n'® Grades.

In §u=p(ul%, ’5) ist @ gleich pw + gw’, wobei p und ¢
beliebige ganze Zahlen sind. Den unendlich vielen Werthen, welche p
vnd ¢ baben konnen, entsprechen aber nicht unendlich viele Werthe von
pu, sondern es giebt nur eine endliche Anzahl von verschiedenen
Functionen pu, welche durch Transformation %' Grades aus pu ent-
standen sind. Diese Anzahl nennt man die Anzakl der Transforma-
tionen m'* Grades. Mit ihrer Bestimmung hat sich schon Jacobi
beschiftigt. (Ges. Werke, Bd. 1, S. 101)*). Hier kann man diese
Anzahl auf folgende Weise finden.

*) Man vergl. auch Kénigsberger, die Transformation, die Multiplication
und die Modulargleichungen der elliptischen Functionen, S. 70. .

Joubert, Sur les éqnations, qui se rencontrent dans la théorie de la trans-
formation des fonctions elliptiques, S, 13.

Hurwitz, Grundlagen einer independenten Theorie der elliptischen Modul-
fanctionen, Math. Annalen, Bd. XVIII, S, 528—592.
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Es sei zunichst » = 2, dann wird
—{-Bl 2 -

B —=p@®—6, 6u—=c’ 6 ucu, pu—=putpu—m=a)—pd;
dabei ist p@ die Wurzel einer Gleichung 3te Grades, nimlich der
Gleichung

49 — 9,9 — 9, =0.
In diesem Falle ist also die Anzahl der von einander verschiedenen
Transformationen gleich 3; die zugehdérigen Werthe von & sind:

D=0, D=0, =04 .

Es sei ferner n eine von 2 verschiedene Primzahl, also von der Form
2m 4 1, dann ist nach den Angaben in § 3

20 i 2mB
& =)+ ()b (5]
die Warzel einer Resolvente (n- 1)® Grades. Dasselbe gilt von
G,, Gy, ... Gy; men braucht aber nur eine dieser Resolventen auf-
zustellen und zu losen, weil, wie sich spiter ergeben wird, @,, G, ... Gy
rationale Functionen von G, sind. Die »n +4 1 verschiedenen Werthe,
welche @ dabei baben darf, sind z. B.*)
0,0,o+o,204+0,...,n—1)e+ .
Im allgemeinen FKalle gilt der folgende Satz:
VII. Ist n eine beliebige ganze Zahl von der Form
n=a<bfer.. .,
so ist die Ansahl der von einander verschiedenen Transformationen nter
Grades hichstens gleich

Tm)=n(1+ )0+ )+
Zum Beweise dieses Satzes beachte man, dass
p (357 + 2e(lotua)) = p (222)

ist, wobei 4 und g beliebige ganze Zahlen sind, folglich indern sich

6% und pu gar nicht, wenn man bei ihrer Bildung, wie sie durch die
Gleichungen (14), (17a), (17b) dargestellt ist, in

T =po+qe .
die Zahlen p und g bez. mit den Zahlen p + ni=p,, ¢ + np =g,
vertauscht. Dann werden allerdings die Zahlen p und g mbglicher

Weise cinen gemeinsamen Factor haben, dagegen werden sie niemals
beide denselben Factor mit # gemeinsam haben. Setzt man nun

*) Man darf natirlich zu 2& das n-fache einer beliebigen Periode addiren,
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2po + 2¢,0°

w‘= - »

so ist pw eine symmetrische Function der Grossen

(), p(210,), . .. p((n—1)w,)
und wird sich gar nicht &ndern, wenn man w, mit rw, vertauscht,
wenn nur 7 zu % relativ prim ist, denn die Zahlen

r,2r,3r, ... (n—1)r
geben modulo # die Reste
1,2,3,...n—1,

nur in anderer Ordnung. KEs liefern daher je zwei Grossen w, und
w, dieselbe Transformation, wenn

w,=rw, +2io 4 2po’

und 7 relativ prim zu % ist, so dass die Anzahl der Werthe von »
gleich @ (») ist. Die Anzahl aller Grossen w,, welche modulo 2w, 2
nicht congruent sind, ist aber mach den Untersuchungen des ersten
Abschnitts gleich @(n) T'(n), foiglich kann die Anzahl der von einan-
der verschiedenen Transformationen m'® Grades hochstens gleich
T (n) sein.

In Uebereinstimmung hiermit wird- spiter der Satz bewiesen wer-
den, dass die Grissen, welche bei der Transformation w'* Grades auf-
treten, simmitlich rationale Functionen wvon einer Grisse sind, welche
von einer Resolvente T(n)e* Grades abhingt.

§ 6.
Einfiihrung der Hilfsgrisse 7 (2-, @).

Es liegt nahe, bei der Transformation der elliptischen Functionen
die in dem vorhergehenden Paragraphen charakterisirte Grosse B,
(resp. G,) als Hiilfsgrosse einzufiihren, durch welche die anderen bei
der Transformation auftretenden Gréssen, nimlich G,, G, ... Gn
und die Invarianten g,, g, der transformirten Function g u, sich
rational ausdriicken lassen. Dies ist auch in der That die Absicht
von Herrn Weierstrass gewesen (vergl. F. Miiller, de transforma-
tione functionum ellipticarum, Berlin 1867). Die Resolvente, deren
Waurzel B, (resp. G,) ist, wird aber nicht einfach genug, weshalb es
niitzlich erscheint, noch andere Hiilfsgrossen aufzusuchen. Ks sei nun,
gleichviel ob n = 2m + 1 oder » = 2m + 2 ist,

N !

a=1 g=1
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wo der Strich bei dem Productzeichen TT andeuten moge, dass fi nur
die von a verschiedenen Werthe zwischen 1 und m annimmt; dann ist
D die Discriminante der Gleichung

m

@) Ps) = ] [[on — 9 (C22)|=s"— G571 +-Gpsm=2— - +Go=0.

=1

Setzt man nun der Kiirze wegen®)

—2(2Y5 &
S (),

(24) Gap,ag = —

so wird

(25)  O_up—aqg= — Otap,+aqj Oatrmp,@t+rng= (1) Oup,aq¢}
O(n—a)p,(n—a)qg = Oap,ag-

Aus der Gleichung

6(v—u)o(v+u)

62% 620
(2052 (o)

(258 o (2FB)
oder " *

2aB 28 - —a)g B+ a)p, (B
(26) p( ; )_9( ﬁ )___ (B—e)p. B )q$+ﬂ>pw+am_
o, P9

Ist jetzt n ungerade, also m = 2m + 1, so wird deshalb

pu — pv =
folgt daher

P (2:&5)_ 9(26:3)=

2
6“?1 @q

m

—1 2
m ) 26 (— l)m G{"‘?tﬁ?
4 203 o B=1
H[p(n)—p(n)]= m
=1 Y
@n ¢° S2ap, 20 Oap, aq l l“fzfp,ﬁq
=1
. (_ 1)4:—1
= w3’
2ap, 2a¢q “ap,aq

wobei also § auf der linken Seite der Gleichung nur die Werthe

*) Herr Klein hat in seiner bereits oben citirten Abhandlung die Be-
zeichnungen

»

22 +2uy (u_2m+,um’)
azhu(ulm,m’)=e » G(u—

2lo+2p0 ’
_'i'n____l,,,, ,,,),

_20y+4un) Quwi-pe’)
Lo~ =
Gl,ﬂ.—.- €

6(21‘0—:2“?’ i"”“")

eingefiihrt, denen die hier benutzten Ausdriicke entsprechen.
Mathematische Annalen. XXVI ’ 26
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,2,...a—1,a+41,...m
annimmt. Da nun noch

m m
(28) 1 1 62ap,2aq =1 1 6ap,aq
a=1 a=1

wird, so folgt aus Gleichung (27)

o - m(m—1)
@) D=J[][e(®)—p(22)]— 50—
e=1 g=1 02”1_2
a=1 e
Setzt man also
(30) (G @)= =] [ bonar
so wird o=
m(m—1) (n—1) (n—3)

B)  D=(=1) T fomer=(=1 ° [

Diese Grosse f ist genau dieselbe, welche ich in Abh. 1 als Hiilfsgrosse
in die Transformationstheorie der elliptischen Functionen eingefiihrt
babe. Schon aus ihrer Beziehung zur Discriminante der Gleichung
P(s) =0 kann man schliessen, dass sie zweckmissig gewihlt ist.
Man kann jetzt noch die Beschrinkung aufheben, dass » wungerade
ist. Es war ndmlich fiir ungerade Werthe von %
m
f={(— l)mn Gap,ag3
a=1

deshalb ist nach den Relationen (25) auch

m
=t l)mHG(n—a)p, (n-a)g-

a=1

Multiplicirt man diese beiden Gleichungen mit einander, so erhilt man

62) (2, ) =12 = (=19 J5unen

Durch diese Gleichung sei f? jetzt auch fiir gerade Werthe von # definirt.

. § 1.
Verschiedene Darstellungen der Grosse f.
I. Es sei
@ 26 "

(33) h=e®” , z2=¢", e=¢€" ,
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dann wird bekanntlich

L 1 9y 29 ,—2
_ﬁa _ 2B z2—2 1 —h¥22 1—h"2Z
¢ U= P 27 L 1 — h2? 1_h21 B >
also

2
—2 (%) 7 208 2@ . (aw 1—h% & 1R
—G, = 6 ) = ——8In {— .
ops g n P n Lt l_hzv 1 _h2v )

" folglich ist fiir jeden positiven ganzzahligen Werth von %
= & -1 (l . h21”)2 %
— n——ll ' = l— l l - .
(34) 2—(— 1) Gap.aq - (1;) L L (l ___h2‘l')2n )

a=1 V=

Fiir ungerade Werthe von % war [ selbst durch die Gleichung (30)
definirt, aus der man in Uebereinstimmung mit Gleichung (34)

n—1 R
ER - ___n2nw
© = Al

findet. Man kann auch diese Darstellung ohne Weiteres auf gerade

Werthe von % iibertragen, wenn man eine Festsetzung tiber das Vor-
1

* 2
zeichen von (%) trifft. Dieses Vorzeichen soll stets so bestimmt,
1

2
werden, dass der reelle Theil von (—ﬁ;—) positiv ist. In dem Falle, wo

der reelle Theil gleich O ist, moge der Factor von ¢ positiv genom-
men werden.

Nach dieser Festsetzung sei die Grosse f durch die Gleichung (35)
ebenso fiir gerade wie fiir ungerade Werthe von » definirt.

II. Setzt man jetzt .

(36) 9, — 219 =A@, ) = A,
so ist ’

*) Hierbei ist die bekannte Relation

n—1
2"—11 l sin(———““ =n
=1 "

verwengdet. Eine ausfihrlichere Herleitung der Gleichung (34) findet sich in
o' 7

Abh. 1, § 2. Unter 5 und z verstebt man gewdhnlich die Grossen e @ upd

uRi

e , 80 dass bei dieser Untersuchung b und 2 eine umfassendere Bedeutung haben.

26*
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1
37 —A“ (@, ) = (2) h”f[(l—h?*) 4
l =1
2
wobei (—z—) das vorhin angegebene Vorzeichen besitzt. Aus Gleichung

(35) folgt dann also

A%(m &s)

38 G o) =r=
A (@, @)

Da die 24 Wurzel aus A (@, @') eine grosse Rolle spielt, so moge

dafiir ein besonderes Zeichen Q eingefiihrt werden; es sei also

2y 1

2 = =
39  @=e@ @)=(F) »” 1_7 (1—#») = A* (@, @).
Dadurch geht die Gleichung (38) iiber in

oz =)
(38a) f TR

Bei dieser Darstellung von f, die also fiir jeden Werth von ‘n
gilt, sei noch einmal auf Gleichung (31) verwiesen, (welche allerdings
nur fiir wungerade Werthe von n hergeleitet wurde und) welche jetzt

die Form
(n—1) (n—38)

(40 D=(-1 °® L@

Qn—3(_?:"a m')
annimmt. Dabei ist D die Discriminante von
P(s) =" — Gysm 1 4 Gys™ 2 — - - -+ G =0,
wihrend Q*(@, @) und Q% (%, '5') bez. die Discriminanten der
Gleichungen .
, 49 —g,p — g3 =0 und 49’ —g,p —g,=0
sind.
III. Nach Gleichung (26) war

2a@ 2 O(8—a)p, (b—a)q %(3+a)p,
(41) so( : )_9( i&!)= (f—a)p <g )q6<2rr+ )Py (B1)g
aap,aq (7]

*) Herr H. A. Schwarz bezeichnet in seiner oben citirten Formelsammlung
die Grosse g, — 27g;? mit 16 G. Von dieser Bezeichnung konnte ich keinen Ge-
brauch machen, weil hier fortgesetzt die 24'¢ Wurzel aus g3 — 27g,? vorkommt,

wobei der Factor f/; sehr listig sein wiirde,
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Setzt man in dieser Gleichung B = 2ea, so wird
¢ 2 4 %ap, 32
(42) p( dft)) ( aﬁ)_ 3a1:3 q

% p, cq 2a@,2aq
Hat nun n=2m + 1 die Form 6l-+41, so ist wegen der
Relationen (25)

(43) H62ap,2aq = nﬁap, «g und Hﬁsap,i"aq—'(‘— 1y Hﬁam g)

a=1 a=1

folglich wird

(4 U[@(""")— (Aeo)]m = (—ayp-s,

"cp,aq

a=1
Von dieser Darstellung der Grosse f war ich in Abh. 1 ausgegangen.
Setzt man in Gleichung (41) f = 3, so wird

(2«&5) (6&&1)_ O2ap, 2¢q %dap, dag .
— =— . .
ap,aq “Sap, 8ag
Da nun
#2—-1 m
l lﬁm,m—(—l) 1 lﬁap,aq
a=1 a=1
ist, so wird
n’-—l
m
= 2B 60® ——I) )
) [[lo (Ce2) - o (%22)] = (-
a=1
“ip,aq
a=1

In dieser Weise kann man fortfahren, indem man nach einander

B=4«a, be,... setzt und ﬁ[go (2—:@) — ("Ln""’)] bildet. Diese
a=1

Producte werden allerdings nur gleich + /2, wenn die Zahlen %»—1,
%, 41 zu #» relativ prim sind. Ist diese Bedingung nicht erfiillt,
so erhilt man Grossen, welche von +- f? verschieden sind, auf welche
ich aber schon jetzt die Aufmerksamkeit lenken mochte, weil sie gleich-
falls bei der Transformation der elliptischen Functionen noch niitzliche
Verwendung finden sollen. Auch die Ausdriicke von der Form

n[ (2&1&) ) 2l ):l

sind zu beachten.

IV. Aus der Gleichung _
pugv=[po—u) —pv+tu) (pu—pv)’
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folgt

#(E52) (452 =[p (52) — (552 (C52)— (52T
Deshalb ist nach den Gleichungen (44) und (45), (die aber nur fiir
n==614-1 gelten),

n?—1

[I¢ () p(te) = v 1,

da ferner

LI@ (4um) (__]) l]l (2:?3),
so wird -

L[l (35%) =1
und

(46) H (222) = (—1)mf-s.

a=—1

Die Bestimmung des Zeichens ergiebt sich leicht aus dem speciellen
Falle, wo @ reell und @ = ¢® ist;edann sind nimlich die Grossen

@ (2“)) simmtlich negativ, wihrend f positiv ist.*)

.

V. Aus den Gleichungen (44) und (46) findet man schliesslich

G2 - (5%)
@ — e [[
o (222)
eine Formel, welehe zeigt, dass f eine rationale Function der Grissen
o (2;6’) und ¢’ (2::5 ), also auch der Grossen o (-eng) und @’ (2—:) ist.

#) Ich babe hier diejenige Herleitung der Gleichung (46) benutzt, welche
mir seit beinahe 7 Jahren bekannt ist. Inzwischen hat aber Herr Klein in seiner
oben citirten Abhandlung die folgende einfachere Entwickelung dieser Formel
mitgetheilt, Es ist

a=1

= 6(2u
PU=— ;u) )
also
@ (u _ 2(2&)__ 62ap 2aq(2“)
folglich wird e
0. Wir
- ‘)aﬁ) °2ap,2aq l l (2&3) l l =(—l)mf_3

a=1 ﬂPraq

Die Formel (46) gxlt also immer, wenn 7 = 2m 4 1 ist.
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§ 8.
Herleitung einer fundamentalen partiellen Differentialgleichung.

Die Grosse f oder f (%, c3 ) ist nur deshalb als Hiilfsgrosse bei

der Transformation der elliptischen Functionen verwendbar, weil sich
alle iibrigen Grossen, welche man bei der Darstellung von p# braucht,
als rationale Functionen von f ausdriicken lassen. Zu diesem Zwecke
muss zunichst eine partielle Differentialgleichung hergeleitet werden,
aus der dann die vollstindige Darstellung jener Grossen folgt.

Es sei nun (vergl. die Formelsammlung von Herrn Schwarz,

8. 41, Gl (7))
© (2241)2
48) =9 [n)=2D (—1k * sin(@i41)om,

A==0

wo
o

o h = e%i

T =

sein moge. Aus dieser Definition folgt unmittelbar die partielle Dif-

ferentialgleichung

. 99, _ e
(49) 4me o —-ﬁ,

oder, wenn man die drei Gréssen u, @, @  als die unabhingigen
Verinderlichen ansieht,

. 0 ~ 0%
(50) zi $3 =5 20
eine Gleichung, der noch die Homogeneititsbedingung
— 0%, L 09

hinzuzofiigen ist. Durch Transformation st Grades treten &, 6u, 9,
2, I, 7 an die Stelle von 9, 6u, Q, @, h, 7, und die Gleichung
(50) geht fiir jedes beliebige % iiber in

- . 09, . &P
(02) nxz—%f—= () “8—14%.

Nun ist aber

%2
@

]

L 1
a,=(§)2gae ® Gu, 5,=%)2538—

wobei, wie aus den Gleichungen (16a) und (16b) folgt,

&%
»

ou,

(53) nG—7)=Bw
ist. Wenn man also die Function S durch die Gleichung
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Y A
(54) S — fie 2 o'nu
*u
definirt und in die vorhergehenden Gleichungen einfiihrt, so wird
durch passende Anwendung der Gleichungen (50) und (52)

n—1
= 2 9
55 . n=(Z) L8
(52 ' ("") Vn
und
s o 0% 28 %
nwi [n(n—l)S( ’)+2 A
93‘ 8
_ -—n(n_l)ﬁlS e Hu
oder
nwi 98 38 0lg# 3lg 9
(56) & 0w =2n ou 6u' —n(®—1)58 6u2' + 311,2
Nun folgt aber aus
?;u"
O
dlgd _ __ mu , du *lgd _
ow ® ou ’ aw‘ =% %

so dass Gleichung (56) iibergeht in

(67) 22 05 28 12 l8 (—TE 4 1) L u(n—1)S (2 4pu).
S ist hierbei als eine Function von u, 'm',‘aT betrachtet, man kann
aber auch S als eine Function von pu = s, g, und g, ansehen. Die
Formeln, welche man bei dem Uebergange von der einen Auffassung zu der
anderen braucht, findet man in der Abhandlung der Herren Frobenius
und Stickelberger: ,, Ueber die Differentiation der elliptischen Fumnc-
tionen nach den Perioden und Invarianten“ (Journal fir Mathematik,
Bd. 92, 8. 311—327). Dieser Arbeit entnehme ich die Gleichungen

0s __ 2m s cu 27 ’

P ?(232 30+ G0)— ok @s—us),
% 2@ 89y 127 28,
aa""’" ?+ wi 93 Ja i U5 Lgar 96

wobei also s statt pu und s statt 'w geschrieben ist. Dadurch erhilt
man

98 __ o8 33 08 9gs 08 9gs

it T o0 00 T og, 20

S ’ S
(59) =3 Zs @ —59+s —'—)+ 0 on+ 390 2

_.;‘_. (2s—us)+492 + 93 af]
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Ferner ist
ES a8 , 78 28 ., o8 1
A os (632 2 g?)'

u T s wE T s
Wenn man ausser diesen Relationen beriicksichtigt, dass S in Bezug
auf die Verinderlichen s, g,, g; in dem Sinne als eine homogene Fune-

tion vom Grade — =~ angesehen werden kamn, dass s .von der

4
ersten, g, von der zweiten, g, von der dritten Dimension ist, so findet

man
, . 08 o8 n—1 o

(60) 373‘;""2 28g +3 93 3g, +——8=0.

Durch diese Relationen geht Glexchung (d7) tiber in

I S
285 1[6—am)s — > 3—dn) 5] L5 —12 ngsgzz-
(61) 2n o8
— 5 9’ 5 Bon + n(n—1)sS=0.

Diese Differentialgleichung kann noch etwas einfacher geschrieben

werden, wenn man eine von den Herren Frobenius und Stickelberger

(in der oben citirten Abhandlung) eingefiihrte Bezeichnung benutzt.

Es sei ndmlich D das durch die Gleichung

(62) D(g) = 18g; 52 + g2 5=
3

definirte Operationssymbol; dann erhilt man aus Gleichung (61)

' *8 28
61a) 6(45°—g, s—93) 5 + (126 —20)s* — (3 —4dn)g,]
—4nD(S) + 6n(n—1) sS=0.
In etwas anderer Form findet sich diese fundamentale Differential-
gleichung bereits in meiner zweiten Abhandlung iiber die Transforma-
tion der elliptischen Functionen (8. 209, Gl. (15)). Dort ist aber die
Function S durch eine Function
=g Qu—l S
ersetzt, welche in dem oben angedeuteten Sinne in Bezug auf s, g,, g,

eine homogene Function Otr Ordnung ist. Dem entspréchend sind
dort anch die Grissen ¢, p,, y; durch die Gleichungen

§=@'9 9=, %=0"rn, 7’ —21y’=
eingefihrt, damit die vorkommenden Grossen simmtlich von der
Oten Ordnung sind, so dass man es thatsichlich nur mit zwe; Verander-
lichen ¢ und 9, zu thun hat. Diese Modification ist aber deshalb eine
unwesentliche, weil

(63) D(8) = D(@*) = D(g,—21g;%) =0
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so dass bei Benutzung des Operationssymbols D die Grosse @ wie eine
Constante behandelt werden darf.

Ist ferner F' eine homogene Function Ot Ordnung von g, und g,,
so findet man ausserdem

(64 D(F) =189, Q4 30— 72 Q* 5

Wenn man also die Gleichung (61a) mit @»—5 multiplicirt, so geht
sie in die Form iiber, welche ich in Abh. 2 mitgetheilt habe, nimlich in

27, L
6(40—1a—7y) Gi + (126 —2m)g* — B—4n)p] 5o

(61b)
— 20y, g—i + 6n(n—1)gL = 0.

Nachher haben auch die Herren Frobenius und Stickelberger
am Schluss ihrer oben citirten Abhandlung die entsprechende Differen-
tialgleichung fiir die Function B = f—3S angegeben und schliesslich
hat auch Herr Klein neuerdings (vergl. die wiederholt genannte Ab-

X
.,n(u) , welche fiir a=0,
U

handlung) gefunden, dass seine Function ¢ =

p=1, ¢g=0, =0, ¢ =1 gleich S wird, auch dann noch der
Gleichung (61) geniigt, wenn « einen der Werthe 0,1,2,... 7 — 1
hat. Dabei beschrinkt sich aber Herr Klein auf den Fall, wo n un-
gerade ist. Im Uebrigen ist die Function @ nur scheinbar allgemeiner
als S, weil S eine Function der Grosse @ ist, welche noch. die beiden
beliebigen Zahlen p und ¢ enthilt, wihrend bei den Herren Frobenius,
Stickelberger und Klein nur der Fall @ = o, @ = @  in Frage
kommt.

§ 9.
Darstellung der Grissen G,, G,, ... G, als rationale Functionen von f.
Die Gleichung (61a) gilt fiir alle Werthe von s; daher miissen in
der Entwickelung nach Potenzen von s die einzelnen Coefficienten
gleich Null sein.
Unterscheidet man zunichst zwei Fille, je nachdem % wngerade
oder gerade ist, so wird nach Gleichung (17a) fir n =2m 4 1

(64) S={Fsm"—Gsm !+ - - G) = D (= 1)of 3G 5me.

a=0
Hierbei ist natiirlich G, = 1, wihrend die Grossen G , welche in den
folgenden Formeln mit negativem Index auftreten, gleich Null zu
setzen sind. Indem man diese Entwickelyng von S in die Gleichung
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(61a) einfithrt und den Coefficienten von (— 1)*s»—2+1 gleich Null setat,
erhdlt man

240(2e+41)G, 480D (Ger)+ (n—2a+3) [0+ 62 —6)g,Guz
+3(®—2a+45)g9;Go—s] + 240G D(lgf)=0.
Fir ¢ =1 ergiebt sich hieraus
(66) 3G, +nD(gf) =0,

(65) {

und wenn man dies in die vorige Gleichung einsetzt,

24a(2a41) Gy — 126, Goy 89D (Gay)

+ (n— 20+ 3) [(n+ 6 —6)g, Gos+3(n —2e+5) gy Gaus] =0.
So findet man fiir « =2, 3, 4, . .. bez. die Gleichungen

(653){

240G, — 12G* + 8»D(G,) + (n—1)(n+6)g,=0,
5046, — 12646, -+ 84D (G,) + (1—3)[(n+ 10,6,
+3(n—1)g,]=0,
864G, — 12G,G; + 8nD(Gy) +.(n—5)[(n-+18)g,G,
+3(n—3)g,G,]=0,

(67)

L .
Fiir » = 2m -+ 2 wird nach Gleichung (17b)

(68) S=/rs—e (m—Gsm 144 Gy)
= EZ(_ 1) f3 G psm—e ..
a=0

Wenn man diesen Ausdruck in die Gleichung (61a) einsetzst, so hat
man zu beachten, dass wegen der Gleichung 46— g,e — g; =0

189; ¢ + 92°

(69) Do) =i

=66’ — g,

3

wird. Indem man dann die Gleichung (61a) mit 4(s—e15§ multiplicirt,
_nach Potenzen von s entwickelt und den Coefficienten von — s%+2 gleich
"Null setzt, erhalt man zunichst

€10) - 3(2G,+e) + 2nD(gf)=0.

Setzt man jetzt den Coefficienten von (—1)*s@»—ot$ gleich Null, so
wird mit Riicksicht auf Gleichung (70)- -
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24¢(2e+41)G.+24[— 3G+ 4a(a—1)e2]Goy
+[—1446G,+24(n+2a? —5a) 624 (02 +4an —12e2—Tn
+30a—18)g,] Ga—sz
+[—726G+2(n+4an—12a* —5n448a—54)g, e
+3(n*—4an+4a*+10n— 162+ 12) 9,] Go—s
+®—2a+46){[(n+6a—15)g,e.2+6(n —2a+5)g;6,] Ges
+3(n——2a—|—8)gsez"Ga_5}
© - 8n[(D(Ge-1)+2€ D(Gp—z) + €22 D(Go—s)] = 0.
Hieraus findet man fiire =2, 3,4, ...

240G, —12G,*448¢, G, +8nD(G,)
+n—2)[24e +(n+-3)g,] = O,
504G, —12G,G,496¢6,G,+8nD(G,)
(72) +(n—4[246° G+ (n+9)9, G +3(n—2)g;] = 0,
864G, —12G,G;+ 144G, + 80D (Gy)
+(n—6)[24¢’ G, + (n+15)g,G, +3(n—4)g;G,]1 = 0,

(1)

Man kann aber auch beide Fille vereinigen, indem man
(73) §* = fb(s*! — B;s*2 4 B,s"% — ...+ B, ,)
setzt, wobel also fir n = 2m 4 1
B, =2G,, B,=2G,+G?* B,=2G;4+2GG,, ...
wird, wihrend fir » = 2m + 2
B, =2G, + &2, B,=2G,+ G2+ 26G,,
B, =2G, + 2G,G, + ea(2G,+ G, ...
ist. Dadurch gehen die Gleichungen (66), (67) und ebenso die Glei-
chungen (70), (72) iiber in
( 3B,+2nD(lgf) =0,
120B, —48B;*+4n D (B,)+ (n —1)(n+6)g, =0,
252B,—84 B, B,+12B3+44nD(B,)+ (n*+ Tn—21)g, B,
(14) +3n*—4n+3)g, =0,
432 B, —108 B, B, —48 B,>+{-60B,> B, — 12 B,*-}-4n D (By)
+(®%*+9n—48)g, B, 39, B,*+3(n* —6n+9)g; B, =0,

Noch einfacher werden diese Differentialgleichungen, wenn man
die Grossen Gy, G,, ...; B, B,, ..., die ja in dem oben angegebenen
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Sinne homogene Functionen von g, und g, sind, durch andere Grissen
ersetzt, so dass man es nur mit homogenen Functionen Ot Grades
von g, und g; zu thun hat; d. h. es werden dann alle Grossen Func-
tionen einer einzigen Verinderlichen

=g ol p= g

QB
Zu diesem Zwecke setze man
A n— == :Q_ 3_ = 3
(75) @i = ($) =T, 1@=Qur,

und bezeichne der Kiirze wegen die Ableitungen nach ¢, durch Accente.
Dadurch gehen z. B. die Gleichungen (66) und (67) iiber in

M +2ny,I"'=0,
2407, 41440y, I+ (n — 1) (n+-6)p, =0,
50415+ 144nysTy + (n —3) [(n+ 12) 7,1 +3(n— 1)y, =0,
(76) {sear IR+ = Ol )Tt 3T ]=0,

24a(2a+1)r +144n73I'{,_I+(n—2a+3)f(n+6a—6)y,,l'a 2
+3(®—2a+5)p;la—s]=0.

Diese Gleichungen, welche sich iibrigens schon in Abh. 2 finden,
besitzen den Vorzug, dass sie linear und homogen sind in Bezug auf
die 4 Grossen I,, [,—y, My—2, Fu—s. Daraus folgt dann auch, dass
I« eine lineare, homogene Function von [, [, T". , .. [® ist. Beachtet
man jetzt noch, dass I, gleich Null ist, sobald & grisser wird als m,
so liefert die Darstellung von Mty eine lineare, homogene Differential-
gleichung (m—-1Ye Ordnung fiir die Grisse T.

In den folgenden Abschnitten wird nun noch gezeigt werden, dass
immer eine Gleichung zwischen f, g, und g, besteht, welche hier kurz
die f-Gleichung genannt werden moge. Aus dieser f-Gleichung findet
man also D(Ig f) und somit ist es durch Benutzung der vorstehenden
Differentialgleichungen leicht mbglich, G, G,, ... oder B,, B,,.
als rationale Functionen von f, g, und g, darzustellen.

§ 10.

Berechnung der Invarianten g., gs der transformirten Function Qu
Es ist fiir jeden Werth von %

1
pu=u— 4 55 Gpult o gout -,

PU= U o G o o gout - -
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Andererseits ist

n—1

oo+ STo (s 220) 5 (252)

= —2+[§1592+_;_2791,(2:m):' u?
)]u,“_{—....

n—1
+ [% PN

e=1

Da nun

rerr

P u=6p>u — %gz, """ w = 120p%u — 18g,pu — 12g,

ist, so folgt aus den beiden Entwickelungen von pu

n—1
g= 60 D9 (222) — (50—6) g,,

ae=1 ¢
n—1 n—1
- 14021’ oo (222) 219221’_@(2‘;;“) — (14n—15)gs;
hierbei ist aber
n—1 n—1
2 e(50)=3, De(32)—B:—2B,
a=1 a=1
n—1
GZI$93(2_:£)= B2 - 3B,B, + 333,

folglich wird
(17) g = — 120B, 4 60B,> — (5n—6)g,,
(18) gs — 420B, — 420B, B, + 140B23 — 219, B, — (14n—15)g;.

Da in dem vorigen Paragraphen angegeben wurde, wie man die Grossen
B,, B,, B; findet, so folgt jetzt aus den Gleichungen (77) und (78)

auch die Berechnung von g; und gs.

Man kann aber fiir g und g; Formeln geben, welche fiir die
numerische Berechnung noch geeigneter sind. Aus den Gleichungen

(74) folgt namlich
88, = nD(lg {1 = n*D(f-3).

3nD(B,) = — 9B + n*f* D*(f~2),
also ’

120 B, — 60B;? + (n2+5n—6)g, + 5 u2f?D* (f—%) = 0,
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oder
{78} g2 — n? g, = 5 w2 DX(f ).
Ferner folgt aus Gleichung (77)
4:— f* D (f—8g:) =840 B, — 840 B, B, -} 280 B, — 429, B,—(282—30) g,,
deshalb geht Gleichung (78) iiber in
(18 2) Js— = 5D (f535).

Eine andere Form dieser Gleichungen (77a) und (78a) findet man,
indem man

setzt; dann wird nach Gleichung (64)

g d ,
D(f~) = 18y, @275 — 185,@mteg,
2L 9\ 2. d(y §’)
D2(f %) = 824y, @irts S2e2)
- d 4
go — g, = 432miy, Qo1 S2EL,

2 d(1s8)
(77b) r=ntg(nk + 432 2050,
Ferner ist
9= "n, D(f~g)=18y,@Hy,
folglich wird _ o
gs=np3 o',
oder
(18 b) Q'ys =1y, Q9.
Wendet man diejenigen Bezeichnungen an, welche Herr Klein (Math.
Annalen, Bd. XIV, 8. 111—172) benutzt, so hat man zu setzen
=4, Pi=dJ —1, ;23=J'7 7732=Jl“‘ 1, @_2=”02M
und erhilt dadurch aus Gleichung (78b) die bereits bekannte Differen-
tialgleichung

2 1
- t @F. FFg—=1" |
(79) TN RS A

7P -t



404 L. Kieegrr.

Abschnitt ITI.

Yerhalten der Grosse Q (o, @) bei einer linearen Transformation
der Perioden.

§ 11.
Feststellung der Aufgabe.
o - (3 @)
Um die verschiedenen Werthe der Hiilfsgrosse f =m Zu

erhalten, welche den 7'(n) verschiedenen Transformationen nte» Grades
entsprechen, ist es nur néthig, der Grosse 2@ alle diejenigen Werthe
zu ertheilen, welche nach § 5 die 7' (n) verschiedenen Transformationen
liefern.

Indem man nun beachtet, dass sich

(0, 0) = A(@, @) = g,° — 27g,’

gar nicht dndert, wenn man das primitive Periodenpaar 2w, 2o’ mit
dem #quivalenten Periodenpaar

2% =2po + 2q0, 20 =200+ 290 (pgd—p'q=+1)
vertauscht, findet man, dass
80 D, )= .pli q, o
(80) e@, a)=e (£ 1) @0, o)
sein muss, wobei g(g,’ g), oder kiirzer g, eine 24t Wurzel der Ein-
2

heit ist. Diese 24t¢ Wurzel der Einheit bildet ein Analogon zu den
8ten Wurzeln der Einheit, welche bei der linearen Transformation der
O-Functionen auftreten.

Man kann sie sogar auf die Bestimmung der letzteren zuriick-
filhren, indem man die 24t Wurzel aus A mit der 8t Wurzel aus
dieser Grosse durch Transformation dritter Ordnung in Verbindung
setzt, wie dies bereits Jacobi in seinen Fundamenten gethan hat
(s. Band I der ges. Werke, Seite 237).

Wenn ich trotzdem hier noch ausfithrlich ein Verfahren fiir die
Losung dieser Aufgabe angebe, welches dem auf die ©-Function be-
ziiglichen Hermite’schen nachgebildet ist¥), und welches ich bereits
vor 5 Jahren den Herren Weierstrass und Klein mitgetheilt habe,
so geschieht dies, um das Verstindniss der vorliegenden Unter-
suchungen von dem Studium anderer umfangreicher Abhandlungen
unabhingig zu machen, namentlich aber, um die Resultate in derjenigen

¥) Liouville’s Journal, ser. 2, t. IIT, p. 26—36.
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Form zu gewinnen, in welcher sie spiter von mir verwendet werden.
Vielleicht bieten auch die Betrachtungen, welche zu meinen Resultaten
fiihren, an und fiir sich einiges Interesse.*)

g 12
Definition der Function & ().

Um das Verfahren von Herrn Hermite nachzubilden, werde eine
Function ® () benutzt, welche durch ihre Eigenschaften den ©-Func-
tionen sehr nahe steht. Diese Function werde definirt durch die
Gleichung

% +» (6241)?
un
@) o) =(Z) D (—1*h * cos((6241) 22)*),
A=— X
welche ich bereits in Abh. 1, Gleichung (27) angegeben habe. Dort
findet sich auch schon in Gleichung (31) die Relation

1. 3nw
(82) b u) = A%e ** 6,u6,u6,u.
Hierdurch ist die Beziehung von ®(«) zu den Functionen
G, u = e— "% oo+ u) = gtnu 60 —w)
1 6w 6o ’
83) . 6,u = e~ G—('o——”‘j.'“—) — etru e

(] o

(iw -i:u) e g 6w -—Iu)
6w

G U= ¢ T e
gegeben. Von der Richtigkeit der Relation (82) kann man sich ent-
weder dadurch iiberzeugen, dass man die Werthe von u aufsucht, fir

welche @ (u) verschwindet, oder man kann auch die drei Gleichungen

1
] e
@ 2w
(—;—) V82—63 e o, u

=" et [ Ja—mn a2y (1 -hva-),

r=1

(84)

*) In der That ist auch von anderer Seite in neuerer Zeit der in Rede
stehenden 24tn Kinheitswurzel besonderes Interesse zugewandt worden. Herr
Weber giebt in seiner oben citirten Abhandlung eine Bestimmung auf rein arith-
metischem Wege, wahrend Herr Molien (Berichte der k. sichs. Ges. d. Wiss.
vom 12, Jan. 1885) die sogenanunte.Cauchy’sche Methode benutzt. In der Note

des Herrn Molien finden sich auch noch weitere Literaturnachweise.
o i L4

**) b hat hier den ublichen Werth ¢ ® ; dem entsprechend sei in dem

Folgenden z = ¢%%

Mathematische Annalen, XXVI. 7
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1 -
K} L 2
C2) Ve—ee > syu=[ [a—r4rerizn0pae—irs,
r=1

k4

(84) .

20y T 2 <
(27“’) Ve, —ee *° 6yu= H(l—h‘*’) (1—h2*—12%) (1 —R2"—12-2)

=1

mit einander multipliciren. Mit Ricksicht darauf, dass

1
V2Ver—e Ve —e Ve, —e =A% = @

ist, erhilt man dann

9] e

3nu?

(85) 2(%) Qe °° 6,u6,u0,u

1 ©
= 1% (o) [ Jl—meop3 (1 ke ) (1 e ) (1 ——ito—2) (1 —tv=21),

=1

Dividirt man diese Gleichung durch

_3_ l 1 .
2(2) ¢ =2(2)"w [ Ja—y,

so wird
_ 3pu

(86) Qe *® G, % Gyt Gy %

1
= 1
2 —1 = ©
_—2(2) z+; h“n(1—-h2')(1+h’2'z:‘)(l+h2”z—2)(l——k""’z‘)(lﬂh“—'lr‘).
r=1
Der Kiirze wegen moge der Ausdruck auf der rechten Seite dieser
Gleichung mit F'(z) bezeichnet werden. Es ist dann F(2) eine un-
gerade Function von z, welche sich nicht #ndert, wenn man z mit
z~! vertauscht. Indem man F'(2) nach steigenden und fallenden Potenzen

von 2 entwickelt, kann man schreiben

+c
F(2) =2a,. P,

Zur Bestimmung der Coefficienten a, bildet man F'(hz) und findet
durch einige einfache Zwischenrechnungen
87 F(g) = — h*s5 F(hz),
oder . —
+o e o e
Za“ 2t = — Dg B2t — . Dg. fEn2g2att

—% —® =
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Daraus folgt
(88) Up = — Qush?"2.
Da sich F'(2) nicht #indert, wenn man z mit 2! vertauscht, so wird

(89) F(o)= 2"’% (Prtifg—2n-1) = 220,,. cos (2n+41) 5

%»=0 a=0

Setzt man nun
1 9 25

2a, = B, 2a,=c,h*, 2a,=c,h%,
so wird nach Gleichung (83)
(624+1)? (6A+3)
a5 = (— e, ¥, 2a40=(— 1Y¢h ¥ ,
8245y
2(231+2 = (— 1)3' Cy h 1?
Deshalb geht die Gleichung (89) iiber in

61112
F(Z) = ¢, 2 (—1)2p ® cos((6}.—|- 1) ’2‘_:
(62-43)?
(90) -+ ¢ 2(_ l)lh 12
(64+5)*
+ 6 2 (1% * cos((61+5)2%).

Dabei ist
(53-+5)’
2 (— 1 ® cos((Bi+5) %)
=0
(62—1y
——— 2 (— 1% ™ cos((62—1)42
i+
e 2(_ ek cos((64+1) 4=

="
ferner findet man aus der Gleichung

(62 +1y

© (863) FO)= Q= (—) 2(_ 1¢h ©

2=—

fir die Grossen ¢,, ¢,, 02 die Werthe

“‘(”_) ¢ =0, c2"-“’*("‘)

27*
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folglich ist
(6 1+1)2

F(z) = (—) 2 (— 12k ® cos (644 1) 2%

i=—

Damit ist die Richtigkeit der Relation (82) bewiesen.
Beachtet man noch, dass

G 46, UG, U = — —;— o' ucdu,
so wird
_3nu
(91) Oulo, o) =d@u)=— 5 Q¢ ** gustu®).
§ 13.

Lineare Transformation der Function ¢(u|e, o).
Vertauscht man die primitiven Perioden 2w, 20" mit den
iquivalenten
2@ =2pae + 290, 2@ =2pe+2¢9e, (pd —Pg=+1)
so dndern sich die Functionen p’u und 6w bekanntlich gar nicht; es
wird also nach Gleichung (80)

35u3

Pulw, @ )———\—Q—g ( ) Qe _&go'u63u,

wobei
n=pn + qn,
i 1
L1 e+ ge) — (o1 + an) 0] — 42
ist. Man erhilt also
s (1)
Ou|w, )= (g: Z,)e2 C Y oulo )
¢2) g\ e
. ) 4, ioa ’1
= (p,q>e Dlwi] 2,27

Sgutmi _ umi

oder, wenn man mit 2¢ °®  * multiplicirt,

*) Im Anschlusse an diese Formel und seine eigenen neueren Entwickelungen
bemerkt mir Herr Klein, dass man setzen kann:

‘D(ulm )

=]/§—;£ . 2“' (h —2&’( 3"' ha) »¥ —43(3%—4‘0 h’))
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_Sqwai umi _umi
93) 2e % = owjm,a)=e(L L) * 0|0, o).
Der Kiirze wegen mogen jetzt folgende Bezeichnungen eingefiihrt

werden :

3qu? n (6;.+1 __1_)u+ (614123

o1 q’(u’}');_-—‘ﬂa 123 )
(94) 4 3qu? ( 61+1 ) 61+ 123"

v, ) = — 7 T\~ BTV A S T T
dann wird

pu+t20,)=0pu, 2 —q)+62—4¢9¢ +9+ (2+1) (¢ — 1
Da nun ¢ und ¢ nicht gleichzeitig gerade sein diirfen, so folgt
hieraus

o+ 20,3) =09, 1 —q) + ¢ (mod. 2),

‘und
¢(u+ 2n0, 1) = @, 4 — ng) + ngq (mod. 2).
Dies giebt
(95) eTiput2nw,d) — (— 1)119 emipui—ng)
Ebenso findet man
5 (96) eriv(utene,d) — (_ l)nq e dtng),

Macht man jetzt noch die Voraussetzung, dass ¢ positiv ist, da
(abgesehen von dem besonders zu behandelnden Falle g = 0) alle
iibrigen Fille auf diesen zuriickgefiihrt werden konnen, unnd setzt
man dann

(97) A= mq + v,
wo u alle ganzzahligen Werthe von — oo bis 4 co annehmen mdge,
wihrend » nur die Werthe 0, 1, 2, ... ¢ — 1 duorchliuft, so wird

durch Anwendung von Gleichung (95) und (96)

2 (— 1)* emiod) =Z (— 1y 2 eFiPe—2uay)

A=—w =0 ==

—+» q—1

2 (— 1)* erivd =2 (— 1y 2 emw(u+2,uw,v)

U=—c

(98)

Durch diese Relationen kann man die Gleichung (93) umformen.
Setzt man nimlich zonichst fir ®(u | @, @) und ®(u | @, &) ihre
Werthe nach Gleichung (81) ein, so wird

Lot _
(710—-7-?.7)‘ 2 (— 1P [erioeh 4 gmivd]

€11V’ @i [ 6Rumi  _ (6A42)uni
*(_ E’( 1% e 120 (6 20 iy Zew -)’
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oder

(pm+q<n ) 2 (— 1)' 2 [eﬂ*¢(w—2nm,7) + eﬂt‘w(u-{-?,uw,v)]

(99) p=me
6241y’ i / 32umi _ B4 Yumi
=)

el p) oo :

Nun ist
2.m +o —t—@
‘/ 2 [eﬂi(p(u-Z/tw.v) + eitiw(u+2yw,r)] du =J[eni¢(u,v)+ en;‘w.(u,v)] du
0 M=—o= -
und
2w X
umi 2w fir 1 =0,
EAC e { 0 , 420

0
2w

_ B Numi
fe 2 du =0

0

deshalb folgt aus Gleichung (99) durch Integration zwischen den Grenzen
O und 20

(W)?Z’ L I)J[emrp(u ) em;l}(u,r)] du

) o(8%) .

Nun ist nach Cauchy bekanntlich

(100)

+ o' 1

(101) | j o= u—tabuto dy — ’+c(——)

—C0

i
wenn die reellen Theile von a? und von (—;5;) positiv sind. Diese Be-

dingung ist erfiillt, wenn man

3qme " 1 62.—{-1 61+12a =2
2 = — P —_—
G e~ Zab—(% )z, ¢ 55

setzt und der Einfachheit wegen annimmt, dass o reell und @ =@
ist; es ist dies eine Beschrinkung, die auf den Werth von @ gar
keinen Einfluss hat, Es wird dann némiich-
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3qni _ 39=(@+ p9)
4m2(p+qi) do?(p*+¢%)°

Pte=SE 4 2 (p— 262 +1) + 62+ 17 ),

120

a2=

so dass die Gleichung (101) iibergeht in

- n 1
2(6 441 6241)*
(102) ﬂmw du=h"e iy G ORR) ;‘;? ¥

und dem entsprechend ist
..*:m
(108)  fervid qu— W g

—®

G PFROHDHEH 4o T
3qz

Setzt man dies in die Gleichung (100) ein, so erhilt man

1 pmig—1 g =i

(D ) S T ()

1
. 2- (pa (l, @
_(‘0) ¢ p,4q A= 2
oder, wenn man die Bestimmung iiber die Vorzeichen gehorig be-
riicksichtigt,

(p—8gymi 9—1 (6v41)2g' i

104 p g »l_ 129 1\ 129
(108 o(§ §)=paze T Q- 1re
Ist g =0, so muss p =41, ¢ = 41 sein. Dieser Fall muss,
wie schon vorhin erwihnt wurde, besonders behandelt werden. Zu-
nichst sei
p=+41, ¢d=+1, also0o =0, ' =p o+ o,
dann ist

. 6v+1 1):)

69

(p(u,l)=+ .H.u +(61+l)1§£w+(n)

v(u, A) = — (31"‘;1)“ 4 61412 (P o+ o)

120
Deshalb wird fiir alle Werthe von 4, die von O verschieden sind,

pﬂa 1

Je""l""vz’ du=0 und Je"“l'(""’) du=2¢ & hm

Dagegen ist fiir alle Werthe von A

fg”!?(":l) d“ = 6.’ a
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Wenn man also die Gleichung (99) zwischen den Grenzen O und
2® integrirt, so erhdlt man

1

(2 204 = ¥ 20 ()

oder
lt 0) . p’l;"
(105) e () 1)="
In #hnlicher Weise findet man
@467
—1 0 TR
CLO5) "( p’:—1> s

§ 14.
Zuriickfithrung auf Gauss’sche Summen.
Aus der Gleichung (104) erkennt man noch nicht unmittelbar,
dass o eine 24'¢ Wurzel der Einheit ist; deshalb soll jetzt eine Um-
formung des Ausdruckes fiir ¢ vorgenommen werden, welche auf

Gauss’sche Summen fiihrt.
Der Kiirze wegen sei

uq ZL (691 g +129 ¢H1294-2)
2

(107) Flv)y=ce

——l((w—{—l) q'—12v9—129y—2]

(108) G(v) = €™ ;
dann geht Gleichung (104) iiber in

(p—39)mi g—1

(104 (5 8)=g5e W D F&+ G0N

3q
Nun wird aber

——[(sy+1>q+31q+q+u B Grt1)g+3ug+a+1]
(109) F(u+v)=F(u)e * =F(v ) )

(110) Gty £ I g

Fir u = ¢ folgt hieraus, weil (g 4 1) (¢ + 1) immer eine gerade Zahl
sein muss,

(111) For+q=F@), Gr+q9==GG0)
In Gleichung (104a) darf also ».ein beliebiges Restsystem von ¢ durch-
laufen.

Jetzt sind je nach den Werthen von q und ¢’ vier Hauptfille zu
unterscheiden.

__q—l]
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1. Hauptfall: ¢ =3E§ -} L
Wenn ¢ = 3§ 4+ 1 ist, so wird

i

GE —v)=F(») e 5

also
g~—1 9—1
2 FO) + Gw) = X (F@) + 6 — »),
r=0 =
oder
—1 § _ 2 g—1 _ {!_t _ 9—1 i
[F@) + 6] =14 )2 F)—e¢ *¥3 D F),
y=0 r= =0
also . ot
p,35+1) _ 1 i 5
(112) ¢ (p" o —gre ™ 20 F).
Setzt man jetzt in herkommlicher Weise
a—1 29’@qumi
(113) Ze " = p[m, ],

so sind schon von Gauss in seiner Abhandlung: Summatio quarun-

darwum serierum singularium (ges. Werke, Bd. 2, 8. 11) die Werthe

dieser Summen angegeben. Auf solche Gauss’sche Summen kann -
q—1

man nun 2 F(v) zuriickfithren, doch muss man unterscheiden, ob ¢
y=0 < .

gerade oder ungerade ist.

Is. Ist g =6« -4 1, so setze man

(114) u=ce(p+1)(@+1)=2e¢Be+1)(p+1),
so dass w sicher eine durch 4 theilbare Zahl ist. Es wird dann
6e+1=20q*(p+1)—p,
G+ Dd+g+1=qllp+Dgd—p +1]
=q[— 1D+ @+ @ +1—4d],
(6e+1)gd + g+ 1=— gq (mod. 29).
Deshalb ist
i v(3vg'—qq')®i

—[64+1) ¢"+o+1+37¢]
e? —e q

also

F 2
oder, wenn man mit

_ *) Dieser Ausdruck o[m,n] ist nicht zu verwechseln mit der in Gleichung
(94) definirten Function ¢(%,1), welche in dem Folgenden gar nicht mehr be-
nutzt wird. : :
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y(v4+1)gg 7i

: l=e¢ °?
multiplicirt,
’ g 2(8a4-2)¢' v i
o +q+14+3v4'] —_—
(] ]O) [ =@ 9

Deshalb wird nach Gleichung (109)
2B a2)¢’ v 7i .
(116) Flu+v)=Fuwe * = F(p)r,
wo
. 2B8a42)q'mi g—1

r—e * , Drr=g[Ba+t24 4

. . . v=o
ist. Dies giebt

F(v) ZF(u+v) Fp) p[83e+2) ¢, 4]

=0

und nach Gleichung (112)

1 (p—-loq)m
mry o (k2o )—-¢t<3a+2)q,q1e " F(w
Eﬂt

=~ﬁ 9((Ba+2)q, gle’

Da —VT @[(Be + 2) ¢, g] bekannt ist, so bleibt nur noch E zu

berechnen tibrig. Hierbei ist aber zu beachten, dass man E um ein
Vielfaches von 24 vermehren oder vermindern kann, ohne dass sich
¢ dndert. Dies soll benutzt werden, d. h. es soll ein mdoglichst ein-
facher Ausdruck gesucht werden, der zu E modulo 24 congruent ist.
Nach Gleichung (114) wird
BGe+1gd+1=3aql(p+1 ¢ +p]+Ba+1(d+ 1),
und weil 6pg durch 24¢ theilbar ist,

E=1(p—5q+4+6u+1rg+ 120041242 °
[p—5g+2+120{Bu+1)qd + 1} + 4]
lp+d—50+2+ 1262+ 1) + 1),

il

Il

Rk = e

oder da
2Batl)=g+1, bp=(@—1)(p+1), @—1=12aBa+1)

4 E—{P+q —5¢+2+6p(d + 1)
=gl d—ba+2+@— D)@l +r+d+ 1]
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also .
L E=qpr+49+2) —5.
Dies giebt
lato +2)-81mi
, 6 1
g (b T )=k oGetngge -

I*. Ist g =6a — 2, so miissen p und ¢’ ungerade sein, so dass
man setzen kann -
p+1=2a, g+1=2d.
Setzt man hier
g=aPe—1), also 6g+1=2aqg—p,

so wird

bu+1)g+9+1=92aqg+1—p)=q(1—p)= q¢ (1—p') (mod.29)
und ) L
itk [(6 u+1) "g-+1487¢7) 5’—'%"—' (q—92’+3)

(119) e’ =e
Deshalb wird nach Gleichung (109) .
2 (g p49)
(120) Flu+)=Fg)e ¢ = F(u)r,
wo
(g—gp'+8)g'ni 9—1 29—1
r=e¢ * , gr"=—;-2r"= > olle —av +3)4,24)
=0 =0
ist. Dies giebt
g—1 5
2 F(v)= F(u +v) =5 F(u)pllg— 9p + 3) ¢, 24]
=0 =0
und
(p—5q) 7
p,6a—2 . . 13g
( ————w(q-—qp+3qlq]e S F(w)
(121) p’ q ) [ ) 4 o
=37; ?le—ar +3)q,2q)e &
Dabei wird

E=7}[p-—5q+(6u+1)2_q’+ 12p9 + 126 + 2]

— ;P =79+ 2a0 —p+ 6+ 1) g @ag’+ 2 — 5]

=2a— T+ (6p+1)(2aqg +2 —p)

=20 —T42ag+2—p + 4a(g— 1)(aq+l)—-2ap(q—1)
Nun ist aber i
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da(q — 1) (ag + 1) =12a(2e — 1) 2ad —a 4+ 1)
= 24a’d(2e—1)— 12a(a—1) Ra—1)
ein Vielfaches von 24, so dass
E=4ad —-5—p —2ap'(g—V)=p+49¢ —3 —pp(g—1).

Dies giebt also

. -2 , , 5
(22 o(% 3 )72—1ﬁ¢[(q—p a+3)7,2q) e :
II. Hauptfall. ¢ =3¢ — 1.
Hier wird _
G(—Et—v)=F() el
also
g—1 —1 7i\ g—1
Sre) + eon= S e + e t—n=(14:%) Srw,
»=0 v=0 =0
also (ot ot
® , 3§ —1 P—rq n: g~
(23) 5 (ﬁ', q/ )=—1;7 ¢ B ;‘ F(v).

Wie beim ersten Hauptfalle, so muss man auch hier unterscheiden,
ob g ungerade oder gerade ist,
II», Ist g =6a — 1, so findet man ganz #hnlich wie im Falle
I+, indem man p = a(p + 1) (g — 1) setzt, M
9—1 23 a+1)g »*xni

S ron = 21’"(#-!—1’) F(M)Z ‘

r=0 =0

p—g)mi g (p+Ho'+2)—1] 73
F(y-) e 12¢ a2 12

und da

wird, so erhdlt man
lg(pte 4211 i
p, 6a—1 T

20 o(d )= 9lBet g de

IIb, Ist ¢ = 6« 4 2, so miissen wieder p und ¢ ungerade sein,
so dass man setzen kann
p+1=2a, ¢+ 1=24d
Giebt man hier der Grésse u den Werth —a(2a + 1), sogfindet
man dhnlich wie im Falle I®

SF@) =S Flu+v) =5 Fu) olg— 19+ 3) ¢, 24]

=0 »=0
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und deshalb

[—p—¢'—34p p'(g+Dixi

) o (5 7= e ola—ra+9d.2qe "

III. Hauptfall. ¢=3E, ¢ =37 — 1.

Da ¢ und ¢’ nicht gleichzeitig gerade sein diirfen, so ist

(9+1) (¢ +1) =0 (mod. 6), (¢+1) (¢ —1) = — 2(mod.6),
folglich wird nach Gleichung (109)

2 xs

Fo4+§ =F@, Gu+bH=e *° Gu),

also . e
- -
;0’ F(v) = 3% F(»),
q—1 2ni 4ni\ &—1
B — s N
§G<v)=(1+e e )= G(v) =

Daher erhilt man
(p—87mi §—1

(126) p,3n__1)——’;~§—e T S F).

y=

Aus der Gleichung pg — p'g = + 1 folgt nun, dass hier p 4 1
durch 3 theilbar sein muss; es sei also

p+1=3¢
1. Ist g = 6a -4 3, so setze man
p=28fa(x+ 1),

wodurch man erreicht, dass p durch 4 theilbar ist. Jetzt wird
bu+1=£(9@a+1)—p, 6o+ 1)g+ 9+ 1=¢q (mod 2g).

Daraus folgt
’—ﬂus;m)q ERSEUE P JE SAAJ D S Sk Ly
e = e = e 2 = f"’
wo
(g+3)g i 2(a+t1)g 7i 1
2 ’
re=—e ¢ =g Zot! - ' =¢gl(e + 1) ¢, 2a + 1].

r=0
Man erhilt daher nach Gleichung (109)

A LI
Fp+v)=Fe * = F(g)r=

und
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6 3 {p—3q) =i
o (3 57 1= oo pllet e, 2et 11 F (e ™
(127) En:
=y ol 1, 24106
Dabei ist

E——[p—3¢+ e +10d +120g + 120+ 2]
— s+ a+2 -3+ ZE[Bu+Dd +a+1)

=7 (0 + ¢ 4230 + et D+ +H120 ke ap).
Da nun g durch 4 theilbar ist und
120 (a+1)=24¢a(e>+ 20+ 1) = — 36+ fg(4a?+6at 1)

wird, so ist modulo 24
E=2(p+d+2—30 + @+ @+

=@+ +2—30—380 —3)+ 8@ +1) (4a* + 6+ 1)
=—p — 3+ {1(12¢* + 18a + 3)
=—p —3+inbat3)=Ling—p—3

Man erhdlt also

- 3 .
a28) o (** 7,55 E0) =7 vletud, @at 1

(nlq—p'—3)ari
12

Irv. Ist ¢ =6e, s0 muss ¢ ungerade sein. Deshalb ist '+ 1
durch 6 theilbar und ebenso p 4+ 1; man setze daher

p+1=66, ¢§d+1=
Ferner sei u=—¢, also
6ut1l=—p, 6p+1)d+g9+1= (l—p)q (1-2)qq (mod.2g).
Daraus folgt

i vg v’q i

e
e O e e T el R Lo
e = e Ed == € = f”,
wobei 4
Sq'ms @a~2ap'+1) (2¢-—-2a2pa+l)q E 2
r==~e = £ s
2a—1 4a—1 )

Y= -%—2 = —21— 9[2e — 2ap’ + 1) ¢, 4a].

0 =0

<
Il
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Nach Gleichung (109) erhilt man also
Flu + v) = F(u) r*

und
(p—3g)mi
66 —1, 6a ) . 1 o " i e
¢ v, 6r—1) = 375, 9[(2e—2ep’ 1) g, 4a] F(u)e
’ Eai
= g[Re—2ap +1)q, 4ale ® .

~ 2%
Dabei ist
E——(p—3¢+ 6o+ 1'q + 1200 + 1244 2|
=% (p—3q+1°¢d —2pq — 29— 2p)
=pp —2p—5;

dies giebt also
(66 —1, 6a
p, 6z —1
(129) (pp'—2 p—b)mi

. 1 —2 ’ ’ 12
= SV (2 ap’ +1) 4, 4a]e .

IV. Hauptfall: ¢ =3¢, ¢ =3y4 1.
Hier ist
@+ 1)(d + 1)=2(mod. 6), (¢+ 1) (¢ — 1)=0(mod. 6),
folglich wird nach Gleichung (109)

2ns

Fo+8=e® Fv), G+ E=G(@),

also omi :
9—1 L L3 1 —1
2 Foy=\14¢° + eT) 2 F(v)=0,
2 G(v)=3 2 G(‘u?.

Daher erhilt man

, 3§ E @—8gymi £—-1
(130) e (% 35 1)—T§e 2 ZOG(‘I/).

Die Rechnungen werden daher in diesem Falle denen des vorigen
Falles ganz 3hnlich, man" hat nur- F(v) mit G-(¥) zu ‘vertauschen und
statt der Gleichung (109) die Gleichung (110) passend zu verwenden.
Dadurch erhilt man die beiden Formeln
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: 9(3€+1,ga+3)
'y 1
(151) l 1 2ot ntotp - 9mi
1=VTT+—T¢[(0¢+1)¢, 24 1]e ©
und
6641, 6a )
’ 6 1
(132) . », 67+ O
= 7= ol@e—2ep + 1), 4a]e  *
) § 15.
Tabellen.

Es erscheint zweckmissig, die gefundenen Resultate in einer
Tabelle zusammenzustellen. Es moge dabei ausdriicklich hervorgehoben
werden, dass die Darstellung von ¢ auf sehr verschiedene Weise
moglich ist, und dass es vermuthlich noch einfachere Ausdriicke fiir @
giebt. Die folgende Tabelle ist aber fiir die vorliegenden Zwecke voll-
kommen ausreichend.

‘p, 6a 41 1 (g (ptg'+2)—Slmi
% , 12
e\y, ¢ )=ﬁ9’[(3a+2)q,q]e )
(Gleichung (118)) .
[=p—¢' —3+pp/lg+D)a
6 2 1 , , l=p—g —Sippilgtia
9(2,’ Q'a + )=‘2_;/'§ elg—1'q1+3)q, 2q]e 2 -
(Gleicbung (125)), ;
8 g—p'—8)mi
3f—1,6a+3 ) 3)mi
¢ ( ; v, 3,,f1)= VzT:iﬁ ol(e+1)q, 2e41]e *

(Gleichung (128)) .
o 3¢+1, 6243 L (—ntgtp' —9)mi
¢ p’:3n+l)=“.;f;—;;;¢[(a+l)q', 2a41le *

(Gleichung (131)),
le+g—3—pp’ (¢—11 =i
(&7 )=“—2‘qu>[(q—p'q}3)q', 2qe  ®
(Gleichung (]22)),
o(2 S ) 5 g ety
e\r, q )=—V_§_‘p[(3a+1)4;ﬂe ’ )
(Gleichung (124)),

.
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66—1,6¢
p,6z—1)=
(133)
66-+1,6a )
"( p,6741

1
2) 2«

1
2V 2a

(pp'—2p—5)Ri
12

ol —2ap+1)g,40)e ,
(Gleichung (129)),

(pp'~2p—t)mi
olCa—2ap+1)g 4ele P,

(Gleichung (132)).

Hieraus mogen noch die Fille ¢ =0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, T be-
sonders ausgerechnet und in eine Tabelle zusammengestellt werden.

00 p'ai 10 e
) _ . — 1, . 12
(134) g(p', )=c" e( oo J=e 7
0 (p, 1 _ eg(ﬂ*—q'—*) 0 ( S 2) _ e%f(?,'w"‘ﬁl
e pl’ ql ) p’, ql ’
s (hy—11) e
3k+1) ’ p,3k+2) ’
, 4 ) e]g (b —18) . (p, ) B “(H-q‘—e)
p;4"'+1 ) \D 4k+3 o ’
o (p’, 5 ) _ eg&(?‘!‘?'—‘m) , 5 ) _ (P+9 —15)
P, 5k+1 » @\, 5k+-2 !
(134a) ( , D ﬂ"’“"’"’" ( ) -y
) = i
' 5k-43) = b4
: 6 ‘ﬁ (P+9'—'38) , 6 7—2'(P+q'+2)
9(p’,6k+1)=e ’ "( ’,6k+5>=e ’
( ) 2 (pra'-51) ( 7 ) _ e;’{(m'—m)
e\, k41 v O \py, %42/ = .
7 —-(m —15) ( 1 _ 2 r+a—20)
¢ p,7l»+3 ’ k4] ¢ )
( ) (p+q-l5) ( , T ) 5(?4—9’-}\9)
L @ \p, Tk+5 » O\p, 1k+6

Die Form, welche die 18 verschiedenen Werthe von ¢ in den
Gleichungen (134a) haben, ist so iibereinstimmend, dass die Frage
nahe liegt, ob sich die Gleichungen nicht alle durch eine einzige dar-

stellen lassen.

Dies ist in der That moglich, denn setzt man
p=hqg+r,

Mathematische Annalen. XXVL

g =kq+¢,
28
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wo 7, ¢ positiv und kleiner als ¢ sein sollen, so haben die Gleichungen
(134a) simmtlich die Form

2 Gbbprti—g—2)
o(,:q,)=9(}94+?‘l,q ):..—em
> 9 v,kqg+1 T
Ich habe aber noch nicht gepriift, wie weit die Giiltigkeit dieser
einfachen Formel reicht.

Abschnitt IV.

Theorie der f-Gleichung, wenn « eine von 2 und 3 verschiedene
Primzahl ist.

§ 16. .

Beweis, dass in dem vorliegenden Falle f2 einer Gleichung (» - 1)twn
Grades geniigt.

Ist » =2m + 1 eine Primzahl von der Form 674 1 und g eine
~ primitive Wurzel von %, so wird nach Gleichung (44)

(135) 2= (— 1>'H[ga (L) —p(*e2)] =<—1>112F(p(2:“ ),

wo

3 1
3pt — 3> G2 —3 930 — 16 g2°
403 — g0 — g

F(p)=

ist. Die Grosse f¢ ist somit eine symmetrische und deshalb auch cykli-

sche Funktion von
' m—1
s0(2&5) (29&5 . ( g . w)_

Daraus folgt nach den Ausfithrungen in § 3, dass f~2 die Wurzel einer
Gleichung (% + 1)t~ Grades ist, deren Coefficienten rafionale Func-
tionen von g, und g, sind. Der Nenner in F(p)ist

40° — 900 — 95 = #%

der Nenner in f~2 wird daher glelchngﬁ (2“5) und dieses Pro-
duct ist nach Gleichung (4-6) gleich f“‘. Der Nenner, welcher in

= o] (-C29)
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aoftritt, muss sich also gegen entsprechende Factoren im Zahler fort-
heben, so dass die ganzen symmetrischen Functionen der » 4 1 Grossen
f~% unter Anwendung der angedeuteten Relationen sogar gamze sym-
metrische Functionen der Theilwerthe des reducirten Systems werden.
Daraus kann man also nach Satz IV in § 2 schliessen, dass die Coeffi-
cienten der Gleichung (» 4 1) Grades, von welcher f~2 abhingt,
sogar ganze rationale Functionen von g, und g, sind.

§ 17.
Die » + 1 Wurzeln der fGleichung. Jacobi’sche Relationen.

Um die » -+ 1 Wurzelu der f~Gleichung zu erhalten, beachte man,
dass f? eine cyklische Function der m Theilwerthe nt® Grades

30(?;?) (2gm @(2;:::5 acar (gg lm)

ist. Setzt man jetzt fir & die » 4+1 Werthe
0, ®, 0+ 240, 0,+ 480, --- 0+ 24 (n—1)w,

so wird das vollstindige System der Theilwerthe n** Grades erschopft.
Bezeichnet man also die #» + 1 Wurzeln der f-Gleichung mit

f fo;fl’f2:°-f,._u
so ist nach Gleichung (35)

Q(m’w) m —pen?
(136) fo= Gata, @) =) vn I‘I%L’;.}Z:

o'

—

wobei 7 den Werth ¢~ hat. Vertauscht man jetzt (%9—) mit
30(2 m-};;sm), so geht f, in f, tiber. Nun ist aber
p(u|lo,0)=9p u|o+ 24re, — o),

weil sich pu gar nicht dndert, wenn man die primitiven Perioden
20, 20’ durch die dquivalenten Perioden 2po + 290, 25’0 4 2¢' @
ersetzt, KEs geht also f_ in f, tiber, wenn man

o (2| m o) mit o(UHE |51 010, —a)

vertauscht, d. h. man hat in £ die Grissen © -} 247w, —® an die
Stelle von @, @ zu setzen. Dadurch. erhilt man also ~

0 (m +:4¢(0’ ﬁ'm)'
fr= Q% (042470, — o)

ved

28*
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fir r=0,1,2,...7n — 1. Aus der Tabelle (134a) findet man

(24 r—3)m¢ T3 73
2%y, 1) w7 0, 1) T
—1,0 =¢ > e\_1,0

folglich ist

2

4]

Q@2ro + o, —w) =e¢ TQ((D, @),

®i

— —

Q to'—-}—24rm’ _w)ze 4 Q(m, w-+}24re
©” n

und
(n-—l)sz( co+24rm) m,“ m *;:’;H (l hg_:% 241'7)
(180 frme * =t e T (R T e | [P
27

v n .
wobel & = ¢ 1st.

Dieses Resultat stimmt mit Gleichung (9) in Abh. 1 {iberein; auch
zeigt die hier benutzte Herleitung recht deutlich, wesshalb es zweck-

méassig ist, die Grossen @ (co, ‘°,+:4“°) und nicht etwa Q(m 9;":.’;‘2

einzufiihren.
Setzt man

o 35
=(Z)h (1 —FR2v)
=1
und entwickelt die Grossen

Nf., Nfy, Nfy, ... Nfaca

nach Potenzen von %, so findet man, wie schon in Abh. 1 gezeigt

wurde, die nach Jacobi benannten Relationen, nidmlich die 7—‘%'-1

Relationen
Qi4-m)mi

(138) {fo+ it Lt fia=e T LV
: fotrebffit+ e+ -+ fry=0,

wo f ein beliebiger Nichtrest von #» ist. In #hnlicher Weise findet

man auch die Gleichungen

P4 A+ Bt bh . =e £l

(159) { foO & A f23 i AL =0.
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§ 18.
Herstellung der f-Gleichung.

Schon in- § 5 der Abhandlung 1 ist ausfiihrlich angegeben, wie
man die f-Gleichung wirklich herstellen kann, Sie hat die Form

(140) gl G e g =0,

und es folgt zunichst aus der Productentwickelung der Grossen f, wie
sie durch die Gleichungen (136) und (137) gegeben ist,

(141) G = P[22 £, = (— 1 s
A 12

Da f-2 einer Gleichung geniigt, deren Coefficienten gamze rationale
Functionen von g, und g; sind, so miissen, wie aus Gleichung (141)
folgt, die Coefficienten g,, g,, ... in der Gleichung fiir [ gleichfalls
ganze rationale Functionen von g, und g, sein, dividirt durch eine
Potenz von A, deren Exponent eine ganze Zahl ist. Nennt mau diesen
Exponenten, wenn er bei g, auftritt, «,, so wird «,- zwischen

a(n—1) an
2 und <3

liegen, weil .
1 ©
AR=21° Lll (1 — h2v)?

an

neh® f[(l —penrye :

und

f2a — r=1
® a(n—1) a @ ]

A 12 hG ll(,_hw‘aa

r=1

o 44
Ega,hen 17(1 T i® 8247-1)20:
y=1
fr2a= (— l)am a(n—1) « e

12

A A° l 1(1-1;‘“” @

=1

a(n—
12
liegen aber mehrere ganze Aahlen dazmschen, so darf man fiir &, die
grosste -nehmen.
Um nun auch den Zahler von g, zu bestlmmen muss man zunaohst'

beriicksichtigen, dass die Dimension von

ist. Liegt zwischen und =% 5 " keine ganze Zahl, so ist g, = O,
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(L, @)
9o 93, A= (9, —-21g%™, f*= ¢, ) 8a
bez. gleich
P — 1—
2, 3, 6q, S5, @

ist. Daraus folgt, dass der Zihler von g, eine ganze homogene Funec-
tion &, der Grissen g,, g; sein muss, deren Grad «, durch die
Gleichung

(142) : 0 =6a,— 21

bestimmt wird. Homogen ist die Function in dem Sinne, dass man
die Dimension von g, und g, beriicksichtigt.

Dieser Grad a, ist eine verhilinissmissig kleine Zahl, sie muss
nimlich nach den iiber «; getroffenen Bestimmungen kleiner sein als

-;i- Kennt man «,, so ist die Function &,, bis auf einige Zahlencoef-
ficienten vollstindig bestimmt. Es ist ndmlich, wenn man mit ¢, ¢,,. ..
Zahlencoefficienten bezeichnet, ‘

@l = O)
und es hat
@G, die Form ¢,
G, , 9 €195,
G 5 n GG
G, » o 09t
G5 5w 1995
Gs » » a9°+ g
8 5 692795
@8 »” » 2 924 + 02.92932}
Gy » o 09°%95+ 695°

Um auch noch diese Zahlencoefficienten ¢, ¢,, . .. zu finden, beachte
man, dass die Summe

f:a+f;2a+f12a+.. )_[,_ ”2_31,

welche mit s, bezeichnet werden ﬁi‘)ge, dieselbe Form hat wie g,. Den
Zihler von s, kann man aber leicht nach Potenzen von % entwickeln,
indem man die Reihen ‘
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ﬁ(l_h2’)=___1___h2,___h4+k10+h14_h24___,.

=1

1 4 GA41?
(143) = PN (= T,
A=—

17(1——1»2')2“ = H,(2¢)— H, (2a) h* + H, (20:) b* — Hy(2e) b+ -+
\ y=1
benutzt. Wie man die Grossen H,(2a) einzeln berechnen kann, ist
in Abh. 3 gezeigt worden.

Man kann aber auch s, als Function von g, und g, Letrachten
und den Zihler nach Potenzen von %2 entwickeln durch Anwendung

der Reihen
M [ 1 2 . 5 : ‘710
go=(2)' [ 2008 +- Oh 42818 4 318 412630+ -],

(144) w\6[ 1 7
95— (Z) [135 — & (233 h'4- 244 R+ 1057 15+ 3126 B0+ |-

Durch Vergleichung dieser beiden Entwickelungen findet man leicht
die unbestimmten Coefficienten, welche in g, oder in s, auftreten.
Natiirlich braucht man bei dieser Reihenentwickelung nur so viele
Glieder zu beriicksichtigen, als unbestimmte Coefficienten in s, ent-
halten sind, d. h. man braucht nur x Glieder, wenn @, die Form
6x-41 hat, und x-1 Glieder, wenn «, eine der Formen 6%, 6x -2,
6x43, 6x+4, 6x+5 hat.

Kennt man die Grossen s,, so findet man mit Hiilfe der Newton'
schen Formeln auch die Grossen g..

Im Uebrigen sei hier auf § 5 in Abh. 1 verwiesen.

§ 19.
Beispiele fiir » =5, 7, 11, 13,17, 19, 23, 29. Definition der L-Gleichung.

Das soeben angedeutete Verfahren wurde bereits in Abhandlung 1
dazu verwendet, um die f-Gleichungen fiir n =5, 7, 11, 13, 17, 19
wirklich zu bilden. In Abhandlung 3 wurde dann noch eine Um-
formung der f-Gleichung vorgenommen, die aus den Substitutionen

L =@ 7’2=%5§: 7’-3=‘Q"l.3?
hervorgeht. Dabei ist :

Q== (2)"#* [ [a—1) = @0, o)

eindeutig definirt. Die Gleichung.fiir L, welche man hierdurch érhéilt,



428 L. Kiepgrr.

-

moge L-Gleichung genannt werden. Sie lisst sich einfacher schreiben
als die f-Gleichung, weil die Coefficienten gansze rationale Functionen
von y, und p, sind, wihrend in der f-Gleichung Potenzen von A als
Nenner auftreten.

In Abhandlung 3 wurde die L-Gleichung ftir » = 23 angegeben
und in der vorliegenden Mittheilung moge noch die L-Gleichung fiir
n = 29 hinzugefiigt werden; der Vollstindigkeit wegen sollen hier die
L-Gleichungen fiir alle Primzahlen von der Form 67 4 1 bis #» = 29
Platz finden,

Man erhdlt fir » =5

(145) L 4 10L8 — 129,12 4 5 = 0;

fir n =17
(146) L 4 1412 4 63L8 + T0L* 4 216y, L% — T = 0;

fiir » = 11
(1;17) L* 4 11(—90L"?+40.12p, L8+415.216p, 1.5+ 2. 144 9,2 L)
+ 129, . 216y, L2 — 11 = 0;

fiir #n = 13
L2 4 13(2 L*4-25L** 4196 L*24- 1064 L*° 4 4180 L'®
-+ 12086 L164-25660 L4 39182 L12{-41140L"
4272712 L8 49604 L5}-1 165 L%)
+ (146 —17289,%) L2413 = O;

(148)

fiir n = 17 )
L3¢ 4+ 17[10L3%°+4-2.12y, L% 4 151 L* {-184.12 p, L?
+25T40 L8417 . 144y, L'5- 8780 .12y, L4
(149) + 323903 L1 — 1474.144»,2 L10+99128.12y, L8
+ (—592310+420.17289,%) L6 4 481.144 »,2 L4]
+ (994 —1728,%)12 p, L* + 17 = 0;

fir » = 19

L 4 19[—4 L34 138132 — 2026 L8 — 2,216, 264 41035 L2*
+237.216p, L2 — 359820 L2°—T410. 216 y, L'
1743935 L6 485414216, L4

(150) 4 +(—4798430+ 13.2162p,2) L2 — 317802. 216 9, L10

+ (16921266 +306. 2162 p42) L8 + 148629 216 p, L
+ (422140 185.21623,%) LY]
(1474 4-216%9,2) 2169, L2 — 19 = 0;




fir » = 23

(151)¢

\
fiir n = 29

(152) 4
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L 4 23[684 L3¢-—208. 12y, L3?4-138.216y, L34 76. 122,21

—2.129,.216y, L6 3826738 L
—9631456.12y, L+ 3151332.216p, L'®
45454 584.1227,2L16-+-2732604.12,.216p, L1t
(643643123 ,3 — 3224 219652) L2
+81332.1229,2.216.9, 10

4 (5814.124p,4 +343305200.12y,) L
4(235.1239,3.216p, — 20169438.216,) L
4 (5.1259,5123292.122,2) 4]

4 (124p,%.216 s — 502.129,.216p;) L — 23 = 0;

(L% 4 29[— 1415 —7.12p, L 2041 L+54 3752.12p, L4

— 430920 L*? - 549. 122p,2 L4 — 746 900. 12, L%
139119722 L36—293314.122p, [3+4-88455352. 12, L%2
+ (— 18009.123p,3— 2125 900 852) L»
+63392927.12%,2 L8 4 (2.124,4 —6 278577 146.12p,) L6
4 (6163164.12%y,5+ 65739634 658) L2t

— 4804765196 122p,2 L2

+(182139.124,% 4 112526262488 .125,) L2

4 (— 464606062123, 2343582470 520) L8
4-(110.12°p,5-+ 93035050963 . 1225,%) L16
(30009954 . 124p,4 -+ 2 992511 028940.12,) L!4

1 (11381036076 123,34 42359297 252609) L2

+ (—125917.125p,5+ 355288039 406 . 122 7,2) L,10

+ (51 644991. 124, + 1791596244 808. 12,) L8
+(126.126,5—417739329 . 123,34+ 1466 253 058 066) L
4 (8470. 1255+ 29 673801.122p,%) L1]

' (— 127,74 1738.121,* — 403643.129,) L + 29 = 0.

Manp kann die Richtigkeit dieser Gleichungen dadurch priifen, dass
man fiir die absoluten Invarianten y, und p; solche Werthe annimmt, bei
denen complexe Multiplication stattfindet. Dann zerfillt die L-Glei-
chung, wie bei einer anderen Gelegenheit gezeigt werden soll, in
Factoren. Ist z. B. y, =0 und n =41+ 1, so lisst sich von der.
linken Seite der L-Gleichung ein quadratischer Factor L* 4 aL*>4 b
absondern, dessen “Coefficienten @ und b ohne weitlanfige Rechnung
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bestimmt werden konnen. Der andere Factor 4l Grades ist ein voll-
stindiges Quadrat. Ist », = 0 und % = 61 4 1, so lisst sich gleich-
falls von der linken Seite der L-Gleichung ein solcher quadratischer
Factor L 4+ a L? 4 b absondern. Der andere Factor 67t Grades ist
ein vollstindiger Cubus. Aehnliches findet bei anderen singuliren
Invarianten statt.

Dieser Umstand liefert nicht nur eine niitzliche Controle, sondern
er dient auch dazu, die langwierigen Rechnungen wesentlich abzukiirzen.

Eine eingehendere Untersuchung dieser interessanten Beziehungen,
welche bei Herstellung der Gleichungen (145) bis (152) bereits vor-
treffliche Dienste geleistet haben, bleibt einer spiteren Abhandlung
vorbehalten.

§ 20.

Berechnung der Grossen G,, G;, G, fiir n =15 und n = 17.

Fiir n =5 wird nach den Auseinandersetzungen in § 4
(153) 6 (ul-g—, ‘E‘)=e“‘1“2 S u(p*u — Gpu+ G,),

wobei man nach den in § 9 gegebenen Methoden G, und @, leicht
als Functionen von f darstellen kann; man braucht nur die Gleichungen
(66) und (67) oder die Gleichungen (76) anzuwenden. Die Rechnung
selbst bietet, nachdem die L-Gleichung bekannt ist, keine theoretischen
Schwierigkeiten mehr; und zwar findet man
(154) {1893G1 = — 9,0+ A — 29,2 — Tg,f—2 4 54,
126G, = Af*+ 9, + 1f*.
Fir n = 7 wird in #hnlicher Weise
(155) e (u l , ?Zf’) = A% 67y (P3u— G p*u—+ G,pu—G,),
wobei
129,@, = A1 + 13A°f0 + 4TAf? — B4g + 1412,
129, Gy — — 3g, A3 — 30g, A’fS — A?f* — 1599, Af?
— 6A + 8192 — 132g,f + 17—,
144G = A3f10 + 13 A’fS + H9Af? — 18g, + T4f—2.

(156)

§ 21.

Berechnung der Invarianten g., gs und y:, 5 der transformirten
Function fiir » =5 und fir » =7,

. Die Werthe der Invarianten gs, gs der transformirten Function
sind nach den Gleichungen (77a) und (78a)

g2 =07, + %”eszz(f°2)a 9= i%fSDl (f—s %)-
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Ist # =25, so wird
Af12 4+ 10Af% — 12g,f* + 5 =0,

also

_ 18 g5
D(f) = A BAf —2g,f !

L (A4 g, AP +IASI 20,2 — Bgyf ),

TN

D(f-) = T (A4, A+ 9A 429, —5g,f ),

D(f~%) = 55 (IBAf*—18g,f ~*+ 195 ).
Dies giebt
(157) g2 — g, = 20(Af*+13f~2) und Lt ps — y, = 20(L*4-13L~2).
Setzt man der Kiirze wegen

Fy = 8% + 50— 2,
so folgt hierans

F,D(f~2g:) = — 18¢,(85Af—* — 29,5 4 2605f—1),
F,(gs — g5) = — 420g5(Af*+ 311,

- — 420y, (L4 31L72)
Ly — py= "ToisTi— 5y

oder

(158)

Fiir n = 7 ist die f-Gleichung
A16 1 14 A3F12 - 63A2F% 4 TOAf* 4 2169,/ — T =0.
Hier sei
28 F, = 8Af14 - 8AA3f10 - 252A%f% - 140Af* + 216 ¢,
= — 28(A%"0 + 94 + 15Af? + bdg, — 27,

dann wird

54 g,2
D(f) = 2 — L (A3 13 A 414 — Bhgy 2+ 147,
DH(f) = 21 (BAYS3T AU 105 A+ 129, -+ 141 %),
Daraus folgt

gs — 499, — 130 (OAYf1 + 111 A°f* -+ 315 Af? 4 2169, + 427,
48g, = 3t (— 4410 — 364%f° — 60 Af? — 2169, + 8f),

also . ‘

(159) 92— 9, = 6%’ (A%f10 4 157 4 5LAf2 4 10f ).

Hiera_us ergiebt sich dann nach einjgeh Zwiéchénrethu;{gen :

(160) 3 (gs — gy) = T(ASF10 4 43A2f | 46TAS? + 1634f2).
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In dem Falle, wo die L-Gleichung die Grésse y, nur in der ersten
Potenz, die Grosse p; aber gar nicht enthilt, wie das bei » =5 ein-

tritt, kann man p; noch einfacher berechnen. Es ist nimlich z B.
fir n=>5
(161) L2 4 10L8 — 129,12 4+ 5 = 0.

Eine Wurzel dieser Gleichung ist

I2 ¢ %' ©
o @ o, o)

und p, sei die absolute Invariante der ihr entsprechenden transfor-
mirten Function. Wendet man auf diese nochmals eine Transformation
bten Grades an, so erhidlt man die Gleichung

(161a) L2 4 10L6 — 129, L2 + 5 =0,
welche nach Gleichung (137) unter anderen auch die Wurzel

z @(“’--)

2
0
@2, )

hat. Nun wird aber ganz allgemein

oL, )= [ [ 1 — ) =y @@, v,
r=1
folglich wird hier
T2—23.
(i iz

In dhnlicher Weise findet man zu jeder Wurzel L? der Gleichung
(161) eine zugehdrige Wurzel L? der Gleichung (161a), so dass

L*L* =5
wird. Durch diese Beziehung geht die Gleichung (161a) iiber in
15625 4 1250 L% — 60p, L1° 4 5 L!1? = 0,
oder in Uebereinstimmung mit Gleichung (157) in
Lspy — y, = 20(L* 4 13L—%).

In dem Falle, wo die L-Gleichung die Griosse p; nur in der ersten
Potenz, die Grbss_e v, aber gar nicht enthdlt, wie das bei » =T ein-
tritt, kann man y, einfacher berechnen. Es ist z. B. fir n =17
(162) L. 14L% 4 63 L8 4 T0L¢ + 2169, L2 — T =0,

und zu jeder Wurzel L? dieser Glexchung gxbt es eine Wurzel L2 der
Gleichung i
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(162a) L' 4 14L'? + 63L° + 10L* + 2169, L* — 71 =0,
so dass _
L= —1
wird. Dies giebt dann die Gleichung
T84 14. 7L 463 . T4L3 4 70. T2 L2 — 216p, . TL" — 1L =0,
oder in Uebereinstimmung mit Gleichung (160)
3(7, L12 — p;) = T(L1 4 43 LS + 467 L2 + 1634 L~?).

Abschnitt V.
Theorie der f-Gleichung, wenn » eine zusammengesetzte Zahl
von der Form 674 1 ist.

§ 22.
Wiederholte Transformation.
Sind @ und b zwei Primzahlen, und hat
n=ab

die Form 6! 4+ 1, so werde zunichst eine Transformation a'*® Grades
ausgefilhrt, wenn @ > b ist. Die zugehorige L -Gleichung hat dann

die Wurzeln
2f @ / Qe(_:_’ (o')
=2 o) = Gw
3 a—1 24ro-4 m’)
24ro + o 2 Q’(“” '
L} = Lz(m, T a 2) =1 Q*(w, ) ’
wor=0,1, 2,...a— 1 zu setzen ist.*) Wihlt man nun eine dieser

Waurzeln heraus, bezeichnet die primitiven Perioden der zugehdrigen
transformirten Fuuction pu mit 2w, 2@’, berechnet nach § 10 die

zugehdrigen Invarianten g,, g, oder 7,, 7, und fithrt eine zweite
Transformation, aber vom bt» Grade aus, so sind

r(2)-5E)

_ 24504 @
'Z?(a,248(—0+0) ( l)b—lQ’( ? b )
b ¢ (o, ;’) ? »
wos=20,1,2...5 — 1ist, die b 1 Wurzeln der neuen L-Gleichung,
bei der aber die Coefﬁclenten ganze ratumale Funchonen von p,, y, gind.

‘) 1 ( .?ﬂii”_) sex glelchbedeutend mit- L!(_.._M""“ +o" ’__ “)



434 L. Kigeerr.

m') Q (_“’ ”)

Es werden dann

LG )7 (G AT
=r (ab ’ “’)
—1 o @ 24s50+4a0
O R e =
(163) = I (%, Moty
s a—1 @ , 24r0+ o
Lo, HEO) (G, HE) 1) (”Qz(,,, A )
=L (T’ 24”;—*-&’ ’
Lz(w, 2_4’2-!-_“’) z?(m, ‘2—4(,._’_:;)‘04_9-);‘(*1) D 9’(“’ ab )

@ (0, 0)

— I (Q’ 24(r+¢‘zlsb) o+ o
simmtlich zur Transformation gb'*» Grades gehoren; nur in dem Falle,
wo a = b ist, giebt

a—1 a-1

(2 %) — (— %o und (2, _&%-tﬂ'_)___(_ 1y°

keine eigentliche Transformation vom Grade a?, sondern die ganz-
zahlige Multiplication mit @. Diese a 4 1 Grossen L? sind dann also
auszunehmen, so dass die Anzahl der von einander verschiedenen
Grossen L? bei der Transformation abte® Grades gleich

(e+1)(@+1-
wird, wenn @ > b ist, und gleich

a(a + 1),
wenn ¢ = b ist.

Diese Zahlen (@ 4 1) (b + 1) oder a(a -+ 1) geben auch den Grad
der Gleichung an, welcher die zur Transformation ab'® Grades ge-
horigen Grossen L? geniigen. Die wirkliche Bildung der L-Gleichung
kann hier nimlich in folgender Weise ausgefiihrt werden.

Es sei S,(w, @) definirt dureh die Glelchung

o w)“'L“(_' “’)[Zu(m —’)+2 Li“(- 24s¢o+ @ )] |
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dann wird
5 (@, @) = I* (@, ®) G(ys, 7s).
Dabei ist G (32, ps) eine ganze rationale Function der lnvarianten 7,
und y;, welche zu p{(u|®, @) gehoren. Da aber y,, p, rationale
Functionen von L%(o, @) sind, so ist S,(@, @) eine rationale Fune-
tion von L?(w, @) und p,, »,. Bildet man jetat
2, =28 (o, o),
wo sich die Summe auf alle ¢ 4 | Werthepaare von @, @ bezieht,

s0 erhilt man eine symmetrische Function der a 4 1 Grossen L2 (o, @)
also eine rationale Function von 7, und ;.

Andererseits geht aber aus der Bildung von X, hervor, dass X,
die Summe der ate® Potenzen der (a -+ 1) (b + 1) Grossen L2 ist,
welche zur Transformation abte® Grades gehbren.

Diese (@ 4 1) (b 4 1) Grossen L? geniigen also einer Gleichung
(a + 1) (b + 1)t Grades, deren Coefficienten mit Hilfe der Newton’-
schen Formeln jetzt ohne Schwierigkeit gefunden werden kdnnen.

Natiirlich kann man zu dieser Gleichung auch dadurch gelangen,

dass man aus der Gleichung (a - 1)*® Grades fiir L? (%, ta') und
aus der Gleichung (b + 1)t» Grades fiir

.Z('i'ob—, CO' = ab—.—'—‘-—

die Grosse L2 (-—, ca) eliminirt, nachdem man fiir 5, und ps ihre

Werthe als rationale Functionen von L? (7, o:) eingesetzt hat.

In dem Falle, wo a=1b ist, sondert sich der Factor (L? 4 a)*+! ab,
so dass fiir L2 nur eine Gleichung von a(a + 1) Grade tibrig bleibt.

Das beschriecbene Verfahren kann man beliebig fortsetzen und
dadureh die Transformation fiir jeden zusammengesetzten Transforma-
tionsgrad auf den Kall zuriickfithren, wo dieser Grad eine Primzahl ist.

Man findet dadurch auch unmittelbar, dass bei einer Transforma-
tion nte» Grades, wo
o n = a“bﬂa
und @, b, ¢, ... von einander verschxedene anza.hlen von der Form
6141 smd die Anzahl der moglichen Transformatlopen gleich

rmy=n(+ 2+ 0+ D).

ist, und dass diese Zahl auch den Grad der zugehongen L—Glelchung )
angiebt. (Man vergleiche 'hiermit die Auseinandersetzungen in § 5.)
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Es braucht wohl kaum erwihnt za werden, dass auch hier die
L-Gleichung nur der Kiirze wegen statt der f~Gleichung benntzt ist,
in welche sie durch die Substitutionen

L = @~f, V2= %’

—
Qiz
iibergeht.
§ 23.
Reduction der fGleichung, wenn » ein Quadrat von der Form 67 1 ist.

Die f-Gleichung, oder, was auf dasselbe hinauskommt, die L-Glei-
chung reducirt sich wesentlich, wenn » ein Quadrat von der Form
67+ 1 ist. Es lasst sich dann namlich zeigen, dass nicht nur f?,
sondern schon f selbst die Wurzel einer Gleichung 7'(n)t» Grades ist,
deren Coefficienten rationale Functionen von g, und g, sind.

Es sei zunichst » gleich @® und @ = 27 + 1 eine Primzahl; ferner
sei g in Bezug auf den Modul » eine primitive Wurzel, so dass

{g“ =+ 1 (mod. a), ¢g* = — 1 (mod. a),
g***= -1 (mod. ), g**= — 1 (mod. n)
wird. Bildet man jetzt den Ausdruck

o) () o (222) o (22)

y.—_l_l (24 []o o (29" ’
? ( ” ) = ¢ ( a )

so wird nach Gleichung (47) y gleich 4 f, denn die Grossen go(

?)—s(

bei denen « den Factor g nicht enthiilt, wihrend die Grossen g ( )
4 [

—# (*£®) wi )= ( >)

o

tibereinstimmen.
und 30 (2d3(") mit den Grossen p (——) 1dentlsch Je nachdem

durch @ theilbar ist oder nicht.
Da nun p(2u), p(gu), p(au), ———,u—) rationale Functionen von

(164)

™

9"6)

),

29'®

'y

B . "
—p (i!’”#“—) sind identisch mit den Grdssen go(

<e*$

»
R 8

pu sind, und da im Nenner von y die Anzahl der Factoren gleich
ar 4 v gleich (a + 1)z gleich 2¢(z 4 1) immer gerade ist, so ist ¥
sicher eine ratitnale Function von g (276)‘, -also

y=F(p(22))-
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Ausserdem wird aber wegen der Congrienzen (164)

() (42) o(2)-()
G

o Sl e MR &+ el v )
o (25) o (°7)

Es dndert sich daher y gar nicht, wenn man"Eﬁl mit 292 ” % vertauscht,

d. h. y, und deshalb auch f, ist eine cykheche Function von

2 29 29 24071
/(22), o (). o (352). oo (55,

Damit ist bewiesen, dass in diesem Falle nicht nur f2, sondern
schon f selbst einer Gleichung geniigt, deren Coefficienten rationale
Functionen von g, und g, sind. Man kann diesen Satz auch so fassen:
Ist # = a® und @ eine Primzahl von der Form 6141, so geniigt
nicht nur L2, sondern schon L selbst einer Gleichung a(a 4 1)
Grades, deren Coefficienten ganze rationale Kunctionen von p, und
7, sind. -

Diesen Satz kann man noch in dem Sinne verallgemeinern, dass
n auch das Quadrat einer beliebig zusammengesetzten Zahl von der
Form 67+ 1 sein darf; nur ist dann der Grad der betreffenden Glei-
chung 7'(n). Ist z. B.

n = a’b?,
so kann man zuerst eine Transformation vom Grade a?> und dann eine
Transformation vom Grade b? vornehmen Dadurch erhilt man zuerst

L(az:m) Y2y V35 .
sodann eine Gleichung b(b 4- 1)t» Grades zwischen

i(5.0)

Z(‘%; m’)_—_ L(w m) ’}’2) 735

WO 7,, 7, noch rationale Functlonen von L( - m) Y5, Vs . Sind.
Eliminirt man aus diesen. belden Gleichungen L(—a,—, m)’, se erhalt
man ejne Gleichung ala + 1) b(b 4-1)0 Grades fiir L(%, mf), wenn

Mathematische Annalen, XXVL 29
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a > bist. Dagegen reducirt sich der Grad der Gleichung auf a3(a4- 1),
wenn g = b ist.

In dhnlicher Weise findet man durch wiederholte Transformation
den Satz, auch wenn

n = a2% b26 27 .

und von der Form 61 -4 1 ist.

§ 24.

Die a(a+ 1) Wurzeln der fGleichung, wenn » das Quadrat einer
Primzah®ist und die Form 61 -}- 1 hat.

Beschrinken wir ung jetzt auf den Fall, wo » das Quadrat einer
Primzahl & ist und die Form 61 4 1 hat; so lassen sich die Wurzeln
der f-Gleichung séhr leicht angeben, wenn man von den Untersuchungen
in Abschnitt III Gebrauch macht.

Setzt man nimlich

" ’ Q(ﬂ, @ "—1 2nvy
(166) fw=f(;ﬁ’)=_é#m’:)“_( ) H (1 }Ibz“ ’

so wird f_ nach den Angaben des vorigen Paragraphen eine rationale

Funetion von g (—3), welche in f,, iibergeht, wenn man die primi-
n

tiven Perioden 2w, 2w’ mit den dquivalenten Perioden

48(r + as)o + 20, — 20

vertauscht, wobei » und s die Werthe 0, 1, 2, ... a — 1, (also r 4 as
- die Werthe 0, 1, 2, ...n — 1) durchlaufen. Dies giebt die » Wurzeln
‘ 0 24(r +as)o -+ o i _w)
(167) frs = ‘

Q"4 +ago+o, — o
Nun ist aber nach Tabelle (134a)
9( 1 1') el? lp+q_3)>
y4

» q
also

24(r + as), 1 6,1y,
r4+as),\ _ 71 i ( ’ )=e—4~.
o ——1,0) €= B el 1,6 ’

folglich wird o
QAU +aus)o+ o, —o]=¢ * @@, ),
Q( 24(r+:s)a)+m' -~ 5,) = % Q (to, 24(r+as)o+ o ) .

"
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Da nun ausserdem % +~ 1 == a? — 1 sicher durch 8 theilbar ist,
so wird

24(r+as)co+w ___1 L ) 2y
(168)f Q( ) _) 3 1):-] r—{»—asl_])___hn 230 +asy
ry8 T Q”(m co) (x (l—izz v)n ’

y—1

27 i
wobel ¢ = ¢ " ist. Die noch iibrigen ¢ — 1 Wurzeln f, f,, ... fou
der f-Gleichung erhdlt man aus f,, indem man die primitiven Perioden
2w, 20" mit den #iquivalenten Perloden

(169) 2% =48tw + 2a e, 2% =2p 0 + 29

vertauscht. Dabel durchliuft ¢ die Werthe 1, 2, ... a — 1, wihrend
die ganzen Zahlen " und ¢’ fiir jeden Werth von ¢ aus der diophan-

tischen Gleichung

(170) 24tqg — ap' = + 1

bestimmt werden. Dadurch erhilt man
Q(24tm;}-am ‘ p'w—l—q'co')

(171) fi = — =
Q”(‘Atm-{-aa) , Po+t¢g co)

Jetzt ist aber
. . 24¢, ,
Q@ita+aw, fotqe) —e (") %) @@, o),
2
Uto+a0’ |, P\ 0, 1) (a) 24tm+am’)
Q( n :Pw"l‘qm)——(’(__l,aq' Q ';) n °

Dies giebt
: 0 2WUtodao
“—(aq'~3)[g 24¢, a)]"" Q(a— ’ n )

172 = 612 ’ ’ <
(172) f »,q Q" (w, @) ’

oder, wenn man der Kiirze wegen den Factor g( ’ a) mit @ be-

zeichnet,

"‘1 -—n+l
(“’I 3) —~5 a L —R2? s24aty

118) fi—e" - (—) yah o

Diese Darstellung der Wurzeln hat den Vorzug, dass sie simmt-
lich denselben Nenner haben, und dass sich die Zahler nach Potenzen
von b entwickeln lassen. Da man nun die Coefficienten der f~Gleichung
ihrer Form nach genau angeben kann, so ist es durch Ausfithrung dieser
Entwickelungen mit Hilfe der Newton’schen Formeln méglich, die
f-Gleichung selbst vollstindig herzustellen. Wenn auch ‘die wieder-
holte Transformation schneller zum Ziele fiihrt, so liegt in diesem
Umstande doch eine werthvolle Methode, die Rxchtxgkelt der gefun-
denen Reaultate zu prﬁfen

=1

29%
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§ 25.
Die Transformation 25t= Grades.

Die Untersuchungen der vorhergehenden Paragraphen sollen zu-
nichst auf den Fall » = 25 angewendet werden. Nach Gleichung
(166) ist die erste Wurzel der f~Gleichung hier

. Q( ’ (D) 2 350y
(174) ) fw = st(w ) ( )1 ﬁ(ll_:z,,)g},';

weitere 25 Wurzeln liefert die Gleichung (168), némlich

’ Q(m 24 (r+58) 0+ o 52 2
= 2 25 w\13, 25 ,+5§1"—°I 1B 259y
(1) fro= Q% (0, ©) =<7r- LB vy T

Die vier noch iibrigen Wurzeln sind -nach Gleichung (173) zu bilden,
wobei zuerst der Factor ¢ zu bestimmen ist. Nach Tabelle (134a) wird

S5ni
-T I ( '—3)
fiir t= 1 (fg 2) 1z 3 612 “t p—n _— 8-91’1 R 1,

Tni

i .
= (@9 -3)
=2 o(fg3)=e™, " grmeuma 1,

121n ni o,
2 15 @4 —3)
ot=3 o(43) =™, 7 emmemmi— g,
4ni ni A
3 @9—3) .
R T

Bezeichnet man also der Kiirze wegen Q(co @) mit @, so wird

Qesf‘________Q(g’ 5°’+24‘°)__( )21/ k” 5f1(1-—h“6”‘”)

Q25f2=+Q(g 5"’+48w) +( ) 1/5}112 soﬁ(l_kzréum)
(176) 1

Q?af3=+e'('-‘é{5‘°+7““°) +2)° z/sh“ewﬂa—h“em)

, Qﬂﬁ—"_@( '5m+96m)______(_) ybhlze%n(l—k”ﬁ&"

Dxe L~Gle1chuna fur n=25 ﬁndet man. ubngens am schnellsten wohl
in folgender Weise. Es sei IS : S 5
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Q(zs' ) Q( "”) - Q(%,m

L=@=%@ar "= Quw > °~

) 1L
© Nz
o($ )
Dann ist nach Gleichung (145)

(177) 21?4 1028 — 129,22 + 5 =0,

und wenn man die Transformation wiederhols,

% 4 102° — 129,2° 5 =0,
oder

(178) L2 4 1025 L8 — 12220 L2 - 5212 = 0.
Nun ist aber nach Gleichung (157)
502 = 2025 + p,a? 4 260,

so dass Gleichung (178) iibergeht in
(178a) L'* 4 102°L8 — 12(2028+ y,2*+4260) L + 52" =
Jetzt lisst sich aber die linke Seite dieser Gleichung in die Factoren

L* -5, L>+43L*+4 15 L3251 25L — ab,

L* — 5L+ 15L% — 2512 + 25 L + 8

zerlegen. Durch die Euntwickelung nach Potenzen von % kann man

bierbei noch zeigen, dass von diesen drei Factoren nur der mittelste
verschwindet, folglich wird

(179) 78 =L+ 5L+ 15L°3 4 2512 4 25 L.

Setzt man diesen Werth von z8 in die Gleichung (177) oder in die

daraus hervorgehende Gleichung

(177a) 1728p,% : (216p5)2 : 1 = («'? 4 1028 4 5)°

$ (29 4 2220 4 125) (2'? + 428 — 1)2: 28

ein, so wird in Uebereinstimmung wit der von Herrn Gierster an-

gegebenen Formel

1723p,% : (216p,)? : 1 = (L' + 10 L 4-55 L3 +4-200 L 4 525 L®
~+ 1010 L° 1425 L4+ 1400 L3 4 875 L* + 250 L + 5)3

: (L*42L4-5) (L4 14L134-104 L124-520 L1 -1925 L1e

+5004L"+ 124[1L8-{—22!:76L7+33760L5
+26999L‘+14696L3+4616L?+490L 5)?

L (LA L 15 L3425 L2425 1),

(180) 1

oder
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L3 56 L* 493 L 4-980 L*" 47830 L*¢-}- 50256 L25
-+ 268400 L**-1220700 L% 44804125 L*?
16546750 L' 4- 50280063 L*° - 135548 760 L'9
+ 325391 355 L5 4696975750 L17
1332883725 L'¢ 2274011260 L1®
-+ 3453611025 L1414 4651924950 L3
-+ 5527353375 L'*+ 5749995000 L
(181) 45184120315 L0+ 3995803150 L?
42584554825 L8 41367125500 L7
-+ 569806 000 L8]
-+ (884232000 — 123y,%) L3
+ (186153750 — 5-1234,3) L4
-+ (22292500 — 15-123y,3) L3
+ (1003125 —25.12%y,%) L*
\ + (18750 —25.1239,5) L4125 = 0.
Wesentlich einfacher werden diese Gleichungen, wenn man L4+1=M
als Verinderliche einfiihrt. Dadurch geht nimlich Gleichung (179)
iiber in ’
(179a) 28 = M>+45M3 - 5M—11,
und daraus folgt
1728,%:(216 9,)%: 1 = (M 410 M8 -35 M6 —12 M 5450 M *
—60M34-25 M*— 60 M4 16)3
(M24-4)(MA4-3 M2 1) (M 104108

{150 435 M5 — 18 M>--50 M+—90 M3
+25 M?— 90 M +-76)?
:(M345M3+45M—11).
§ 26.
Die Transformation 49%" Grades.
Fiir n = 49 ist

0(49, ) 1 — 798
(182) f Q‘“(m,m) = ( ) H ( h21)49 5
dann liefert die Glexchung (168) weiter die 49 Wurzeln
( 24 (r4-7s8) 0+

Pl —— 200 e hq.a 24(r+Ts)p
(183)  fro = T __(_) n B »m” e
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Die sechs noch iibrigen Wurzeln sind nach Gleichung (173) zu bilden,
und zwar wird nach Tabelle (134a)

xi A TS o LT
fir t=1 9( ?ﬁ%g)= 6 3 e “ o P=c¢ 2 =+,
b

3z wi 6lmi

= 15 (@9 —3) e
n =2 @ i%g)=e4 H] e” ! é—n_.:e y = -+ 1,

B 9( ‘1%‘1):;%—" B e =i i
yy =4 9( 261;;:’; —eni 3 (ag -3)9"‘—-(3— 9527;._ s
» t=D 9(1‘?9:'{) =e(%l, " ag -9 S, i _
» t=06 o (lﬁ: ;) =__e“1:i’ @' —3) s = 131‘;:;:: .

Daraus folgt

@ofi=+iQ(5, ButTe)— ()V?h‘%’]"_l 1l o),

Qisfz.____i_z‘Q(% 480’+7“’) +1 (a)) 1/7}?/'28“17’1 k2u£.5361)

=1

00 ) i e [ oo

(184) =l
Q”ﬂ:-‘-'*'?;Q(; 96m+7m) +4 (m) ;/7}1,12 28 (]__.k2156‘127 )
Q'gfs‘-‘—‘—-iQ(E, 120“::7“’ ==——z(”) ;/7h12 ”5H 1—h2r g8ior ),

QOf,—=—i Q(_;E 144“"*'7“') W (m) Vi h‘zs“H(l-—h?'e’m')

=1

Mit Hiilfe der Newton’schen Formeln konnte man jetzt die L-Glei-
chung bilden. ~ Es soll aber lieber die wiederholte Transformation
benutzt werden. Es sei
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o5 @) e(%,a)

L= =wrw » *= Q& T

. o)
dann ist nach Gleichung (146)
{185) 2% 4 14212 4 632% + 102 4 216y,2° — T =0,
und wenn man die Transformation wiederholt,

2 4 142" + 632° + 102" + 216952 — T =0,

Q(%"‘") _L
X

)

oder
(186) L“"--[— 1424 L2 4 6328 L8, + 1022 L 4 216 p32'* [2—T215= 0.
Nun ist aber nach Gleichung (160)
Bysatt = T(21 443254467244 1634) + 3yya?,
so dass Gleichung (186) iibergeht in
(186a) L'64-14z'L'? 6328 L84 702'2 L*
+504 (2?4 43284 46T 24+ 1634) L? 216y, 2* L* —~ T2 =0.
Jetzt lisst sich aber die linke Seite dieser Gleichung in die Factoren
L4717, L'4TL8 421 L5449 L4+ T(24-21) L34 T (524 4-49) L?
+49(z*+7) L — 28,
L'—TL84-21 L>— 49L4-}—7(x*‘—}—.2])L3-——7(5ac‘—f—49)L2
+49(zt+4T) L+2*
zerlegen. Die Entwickeluné nach Potenzen von % zeigt, dass von

diesen drei Factoren nur der zweite verschwinden kann. Man erhilt
also die Gleichung

(187) L'+ TL84-21 L5449 L+ 14T L3+ 343 L2343 L

+UL34-5L24-TL)x* —28=0.
Um die Elimination von 2 zu vereinfachen, bringt man die Gleichung
(185) auf die Form A
(185a) 17289,3: (216y,)?: 1 = (25413244 49) (28452t 4 1)?

: (2'04-142124-63 284 T02* —T)? : 2,

Eliminirt man aus den Gleichungen (187) und (185a) die Grosse z¢,
so erhdlt man die L-Gleichung fir n = 49.

Auch hier tritt eine wesentliche Vereinfachung ein, wenn man
L~ 1= M als Verinderliche einfithrt. Dadurch geht nimlich die
Gleichung (187) tiber in ' \

_ (187a) M7+ 14 M 4 56 M3 4 T0M? — 28 M — 113
U LTI 2M—3) 2t~ = 0.
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Abschnitt V1.

Theorie der f-Gleichung, wenn » eine zusammengesetzte Zahl
von der Form 6! 4 2 ist.

§ 27.
Die Transformation zweiten Grades.

Wenn 7 die Factoren 2 oder 3 besitzt, so modificiren sich die in
den beiden vorhergehenden Paragraphen fiir » = 61 4- 1 angegebenen.
Bezichungen in dem Sinne, dass erst eine hiéhere Potenz von f die
Wurzel einer Gleichung 7' (n)» Grades wird, deren Coefficienten
rationale Functionen von g, und g, sind.

Schon fiir # = 2 wird nicht mehr die Hiilfsgrdsse f?, sondern erst
f8 die Wurzel einer Gleichung 3t Grades von der verlangten Eigen-
schaft. Um in diesem Falle die f-Gleichung zu bilden, kann man das
folgende Verfahren einschlagen.

Nach Gleichung (32) wird fiir n =2

=12
fi = — 061, o=2¢" 26(0,
oder, wenn man Gleichung (1) auf Seite 25 der Formelsammlung des
Herrn Schwarz benutzt,
1

s l/(el &) (ei*ea)
also
A 100 S U T
d ® Q" , o) (eo—e) (e—e) [
a

QP = Q" (0, o) =4(e; — &) (6, — e:,) (6 — &)
ist. Ferner wird

d(ey —e) (&g — &) = 12¢ — g, = 12pw — g,
folglich ist f.® eine rationale Function von po, die in f,® tbergeht,
wenn man die primitiven Perioden 2@, 2@  mit den &quivalenten

Perioden 67w + 26" — 2@ vertauscht, wobei » die Werthe O und 1
hat. Daraus folgt

. o . .
i Qa(_z_,—m)_ _ Q A 4(0‘ &)
0T @%@, — o) Q“(w, m) : (es“‘ﬁt)(‘s"‘ex) e 7
3oto s 3m+(p R
s QcBo+o,— ‘0) g Q‘?(W,.W). : la—e)a—e) . . QF .

(189)
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Die f-Gleichung wird daher fiir #n = 2
(190) Af* — 12¢,f® 4+ 16 =0 oder L* — 12p,L% 4 16 = 0.
Ferner wird nach Gleichung (14b), (15b) und (17b)

ou = go(u : 5 co) =pu+pu—o)—po,

(eg—ep) (er—€3)
(191) — e
1.
- > aw
6u===o‘(u’%, w)=e" 6,ucu.

Dabei ist, wie aus den Gleichungen (188) und (74) folgt,

2 = D N T . . T
(192) (& C &) =1fo » € AFE _4g, B,.

Da B, und B, in diesem Falle gleich Null sind, so findet man aus
den Gleichungen (77) und (78) ohne Weiteres

ge = 60¢,> — 4g,, gs = 14g,¢, + 22¢,,
oder, wenn man den Werth von ¢, einsetzt,

—8

Ty — Go = 20f—5. gs — g, — — 3368031

(194) {92 BT BT A

7 ] _
zmj(—ngﬂ?—)Aﬁ—ngsz 8).
§ 28
Die fGlemhung, wenn » eine zusammengesetzte Zahl von der Form
61 4 2 ist.

Hat n die Form 61 4 2, so gelten dhnliche Schliisse, wie in § 22;
da hier aber bei der wiederholten Transformation auch die Trans-
formation zweiten Grades verwendet werden muss, so ist es hier von
vornherein zu erwarten, dass nicht f2, sondern im Allgemeinen erst f®
die Wurzel einer Gleichuug vom Grade T'(n) wird, deren Coefficienten
rationale Funectionen von g, und g; sind. Dieser Umstand macht es
zweifelbaft, ob bei geradem # die Grisse f iiberhaupt als Hiilfsgrosse
zweckmissig zu verwenden ist; denn die Rechnungen werden nicht
einfach genug.

Eine weitergehende Untersuchung, welche einer spateren Abhand-
lung vorbehalten bleibt, zeigt, dass fir » =2 und fir n =4 die
Grosse f selbst noch ala die einfachste Hiilfsgrosse zu betrachten ist,
dass man aber fiir n = 8, 10, 14, 16, . . . andere Hiilfsgrossen emfuhren

muss, durch welche sich B,, B,, ... und die Invarianten gz, g5 der
transformirten _Funcﬁon rational ausdriicken lassen.
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Wenn also in dem folgenden Paragraphen ausser der Transforma-
tion 4t Grades auch noch die vom 8'*2 Grade gegeben wird, so soll
dabei ausdriicklich hervorgehoben werden, dass dem Verfasser bereits
eine weit einfachere Methode fiir die Transformation 8t Grades bekannt
ist. Man wird vielmehr aus dem hier folgenden Beispiel, das zu einer
L-Gleichung vom 96'e® Grade fiir =38 fiihrt, erkennen, wie wiinschens-
werth ih den hier besprochenen Fillen die Einfiihrung einer zweck-

" missigeren Hiilfsgrosse ist.

§ 29.
Die L-Gleichungen fiir » — 4 und » = 8.
Es sei

Ls (%, w') =z, L? (%, co') =y, L8 %, w’) = 7,

dann ist nach Gleichung (190) V ’
22— 129,22 + 16 =0, oder 12y, = z° 4 16.

Fihrt man jetzt noch eine zweite Transformation zweiten Grades aus,
so wird
z=< und 2'—12p2+4 16=0,
oder -

~

ys — 1292%y 4+ 16 23 = 0.
Nun wird aber nach Gleichung (194)

p2 2% = p,2 + 20,
also

Y — 12(p,2+4-20)y + 162° = (y—16)(y*+16y—12p,2416) = 0.
Dies giebt
(195) 129,z =y> + 16y + 16, oder z°=— y* -+ 16y,
und wenn man aus diesen beiden Gleichungen z eliminirt,
(196)  y5 4 48y°> + 816y* + 5632y° 4 (13056 — 1728,3) y?
+ (12288 —16.1728 9,%) y 4 4096 =0,

oder

(196a) 17287,3:(216p;5)2:1 = (y*+ 16y 16)*: (y° 4 24>+ 120y — 64)2
(¥ + 16y).

Noch einfacher lasst sich diese Gleichung schreiben, wenn man

y -+ 8 = 7 als Verédnderliche einfiihrt; es wird dann

(196b) 1728yp,%: (216p4)% : 1 = (9> —48)* : (n*— 129)2: (n* — 64).
Dies ist die L-Gleichung fiir n = 4. '
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Kiihrt man jetzt nochmals eine Transformation zweiten Grades
aus und setzt

_eEs) .
e(3a)
so erhidlt man in Analogie zu den Gleichungen (193)
(197) 2=y’ 4 16y, oder y? = z2®+ 1622z,
und wenn man mit Hiilfe der Gleichungen (195) z eliminirt,
(198) 3y, (y*+ 16y+16)2" 4 4(y2+ 16y+ 16)22 — 367,2° = 0.
Eliminirt man schliesslich noch y aus den bereits aufgestellten Glei-

chungen und setzt # = LS, so erhilt man fiir die Transformation 8ten
Grades die L-Gleichung

L85 — 27,15y, L50— 21271 L72—2%. 35505 ,2 L
+ (219,495, + 214,81 p,4) Lo
+(216.190311 42141115829 ,3) L*
(228, 175095 9,2 + 219. 8505 p,5) L0
+(215. 116635995, — 218, 43565769, — 23, 2187 »,7) L2
+(225.4498517 — 2243597 399,34+ 22t 559143 ,%) L2
4 (224.35058157,2+222.5 998455 y,° — 224 6 561 9,8) L1
- (—29%2. T5p, 2758829 p,'— 292187 ,7) LS4 2% =0.

IR

(199)

Abschnitt VIIL
Theorie der /-Gleichung, wenn » durch die Zahl 3 theilbar ist.

§ 30.
Die Transformation dritten Grades.
Auch bei der Transformation dritten Grades ist nicht mehr f2,
sondern erst f® eine rationale Function von go(—'zsﬂ) und deshalb die

Woaurzel einer algebraischen Gleichung vierten Grades.
Es ist namlich nach Gleichung (46)

, (28
§ () ==,
5 ' .. : 2w\ . S
Bezeichnet man also der Kiirze wegen ¢ (—3—) mit g, so wird

(200) Lt =4p8 4929—-.93-
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Nun folgt aber aus Gleichung (1)

463u) [P up’ u [ )

= (44 e ’
o'u L0 w0 w |

« . . 26’ . T e -
und da 6(3u) verschwindet, wenn u = —- ist, so ist p eine Wurzel

der Gleichung
(201)  p'p" — p"2=12p' — 6g,0* — 12939 — ‘i—gz? =0,

welche in Bezug awf @ vom vierten Grade ist. Man kann daher die
f-Gleichung fiir » = 3 finden, indem man g aus den Gleichungen (200)
und (201) eliminirt.

Eine kiirzere Methode besteht darin, dass man die verschiedenen
Waurzeln der f-Gleichung und -ibre Entwickelung nach Potenzen von h
beriicksichtigt. Dadurch kann man sehr leicht die unbestimmten Zahlen-
coefficienten der f-Gleichung berechnen. Aus

(202) ;o8 7

erhilt man dabei durch Vertauschung der primiﬁven Perioden 2@,
20’ mit den iquivalenten Perioden 167w + 2@’, — 2@ die 3 anderen
Wurzeln

8rw+4 o ; 8rw -+ o
o2 ) s et

Qe Broto, —0)  @Uw,w) °
(vgl.die Tabelle (134 a))

"wobei r die Werthe 0, 1, 2 hat. Da man jetzt auch weiss, dass die
f-Gleichung die Form

A+ alDf'? + bgyf® - 2T =0

haben muss, so findet man durch Entwickelung der Wurzeln nach
Potenzen von h und durch Anwendung der Newton'schen Formeln

| a—18, b= 2186.

Die /-Gleichung fiir % = 3 ist daher

(204) A2f 4 18AF12 - 216G, — 21 =0.
Jetzt wird nach Gleichung (14a)

- 23\ 2 .
gJu—-—-gou—l—p(u———g—)—{—'-go(u—f——? — 24,
ou = ¥ 63u»(pu-—- G,).

Man braucht also nur noch die Grossen G,, g,, g, auszurechnen.
Setzt man der Kiirze wegen

(203) 6 =

(205)"
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Fy = A1 4 9AFS - Bhgy = — 9 (Af* + 189, — 31-9),
so wird nach Gleichung (66)

2
(206) o - -97% = 1ag; (AF° — 189, + 979),
Da hier G, und G, gleich O sind, so folgt unmittelbar aus den Glei-
chungen (77) und (78)

g, = — 120 B, + 60B,> — 9g, = 120G,*> — 9y,,
(207) {g, = 420 B, — 420B, B, 4+ 140B;* — 219, B, — 27y,
= 280G,® — 42¢,@, — 21y,
oder

(2072) F, (g, — 9.) =180, (AfO31), gy—gy—rv (AfO+391-9).

§ 31.
Theorie der f-Gleichung, wenn » die Form 67/ 4 3 hat.

Auch fiir # = 61 4+ 3 gelten #hnliche Schlisse wie in § 22; da
aber hier bei der wiederholten Transformation auch die Transformation
dritten Grades verwendet werden muss, so wird im Allgemeinen erst
f¢ die Wurzel einer Gleichung vom Grade 7'(n) mit rationalen Coeffi-
cienten sein. Man wird also wiederum darauf hingewiesen, noch andere
Hiilfsgréssen in die Transformationstheorie einzufiihren, um einfachere
Gleichungen zu erhalten.

Eine Reduction tritt aber auch bei Benutzung der Grosse f ein,
wenn n = 61 4+ 3 ein vollstindiges Quadrat ist; dann wird nimlich
schon f3 einer Gleichung vom Grade 7'(n) mit rationalen Coefficienten
geniigen.

Der Nachweis dieses interessanten Satzes ist nur fiir #» = 9 néthig,
weil der Satz fiir alle Quadrate von der Form 67 4 1 schon in § 24
bewiesen ist, wo gezeigt wurde, dass sogar schon f die angegebene
Eigenschaft besitzt. Durch wiederholte Transformation ergiebt sich
daher auch die Richtigkeit des Satzes fiir alle Quadratzahlen von der
Form 92(61 - 1), sobald der Satz fiir n — 9 bewiesen ist. Dieser
Beweis kann leicht, wie folgt, gefithrt werden.

Es wird nach Gleichung (46) fir n =9

Frey () (D) () F ()
— 5 () ()5 (52) 5 (22)

—¥ (e ¢ G-
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Daraus folgt, dass f3 eine cyklische Function der Grossen g (2Tm),
9(4—96— , (i?—) ist, so dass also nach Satz V in § 3 f3? die Wurzel

einer Gleichung 12%» Grades mit rationalen Coefficienten sein muss.

§ 32.
Die f-Gleichung fir » = 9.

Nach den Angaben des soeben bewiesenen Satzes ist es jetat
leicht, die f-Gleichung fiir » = 9 zu bilden. Zun#chst ist

Q _;if "") ® \4 e 1___h187
@9 fo=—guw = L w5
Indem man die primitiven Perioden 2@, 2 @ mit den dquivalenten

Perioden 16 (r + 3s)@ + 2w, — 26 vertauscht und die Tabelle (134 a)
passend verwendet, erhdlt man hieraus

o(Bridets _,) q(s 20tidute

fr s = 4 v ¥
' @BUr+iseto, — Q° (0, o)
(209) (8t 1) m) o, o)

2 43 Y
o\i, @ 3 8(r+35) =
=(2)r e =k e .
(") lvl (1-r2")°
Dabei haben # und s die Werthe 0, 1, 2, so dass f; ; im Ganzen
9 Werthe hat. Um die beiden noch fehlenden Werthe von f zu be-
stimmen, vertausche man in Gleichung (208) die primitiven Perioden
2w, 26" mit den dquivalenten Perioden 16t +4 6", 100 4-2(3 — f) o,
wo ¢t die Werthe 1 und 2 hat. Nun ist nach Tabelle (134a)
o 8,3\ B e, (16, 3) -
fiir t =1 9(5,2)-—-8 . fir t=2 o 5,1)=¢€
folglich wird

02 satad) gy (5 205
h= GgGatsa; sm+2m')=9<——1,6)" B C

Q(lﬁm—z)-:im' , 5w+w') ( ? é) e—g—gt—iQ(%a 16@.;_310:)

odf’-= QP Gatsa, seta) S\, P, o)
er
.Q '33)—’ 8‘0-*4.;—3_“: . 4 = _% 2y 24»
fi=—i _(77(5—«,7"*) ——i(2)'yan e[ [
(210)

(m 16co-'r13m')

) 2
fimtimi 2l yi(2) yan el [

— (1—h2 v)9
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Mit Hiilfe dieser Entwickelungen und durch Anwendung der
Newton’schen Formeln kann man jetzt die einzelnen Coefficienten der
f-Gleichung bilden. Einfacher kommt man jedoch auch hier darch
wiederholte Transformation zum Ziele. Der Kiirze wegen soll nicht
die f-Gleichung, sondern die L-Gleichung gebildet werden. Es sei also

(0] ’ o . (0] ’
QS(_:S__, ‘0) g Qs('g") m) - Q3(T) ‘0) I3
I= e ' LT Pwmer T e N @
? Qs (? , w;)
dann wird nach Gleichung (204)
(211) 28 4+ 182t 4 216 p;2* — 27T =0,

und wenn man noch eine zweite Transformation dritten Grades aus-
fiihrt, _ _ _
23 - 18zt 4 216 p32 — 27 = 0,
oder '
(212) L* 4 1824 L2 4 216328 L8 — 2728 = 0.
Nach Gleichung (207a) wird aber
3psab = Tat + 3yp,22 4 273,
so dass Gleichung (212) iibergeht in
L2 - 182 L' - 72 (Tt 4 3ypy2? + 273) L6 — 272% = 0.

Die linke Seite dieser Gleichung zerfillt nun in die Factoren

L6427, L?+4+ 9L+ 2703 — 2%, L% — QLS+ 2713 4 2*.

Die Entwickelung nach Potenzen von % zeigt, dass nur der mittelste
dieser Factoren verschwindet, es wird also

(213) — 19+ 9IS + 2718 — (I* + 3)° — 2T.

Wenn man diesen Werth von 2% in die Gleichung (211) oder in die
daraus hergeleitete Gleichung

(2112) 1728772 (2167,)%: £ = (2 +27) (& 4 3 : (68 4 18 — 21" 24
einsetzt, so erhidlt man

'17289' 8:(216y,: L= (I3 + 39 (I8 4 9L - 27L2 4 3
(2i4) . (L8418 £194-185 L12 4504 LO4-891 L6-}-486 L3—27)2
] : (L4 9 L4217 L3). n
Setzt man L? 43 = M, so ‘geht- diese Gleichung iiber in-
(214a) 1728p,%: (216 ) 1= M3 MP—24)°: (Mo—36 M*+216)2: (M*-27).

Von Interesse ist hierbei die Bedeutung der- Ausdrucke L3 und
Lt + 913427, Nach Glemhung (30) ist-mamlich -
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_8qe

r:ﬁ _ er( m) Qrr (L m) O¥e 5 (_25"_>,

)

(215){ L3= L3 (5 ,a)) Qe ( , &)

20 pw

R I ORI RIC R

folglich wird nach Gleichung (213)

__i']_(_) /)(D)

e Y g’ \
o’ (%‘3) s ("9-)“ (85") —.
Ferner ist

40w
a—2 ’?

[I[s(%5%) —¢ (552)] = -
L 1 9 9 - (____

(216) =L 4 9L 4+ 21 =

8nw

40\ ] e? o ‘)2)
SRl CHE R

a=2 ‘ .
g[@(z T

deshalb wird

(217) “. 20
Lr+9[3+97_7:i‘<2—_)—@( 9‘_) .
| = o (55) —e (5

§ 33.
Theorie der f-Gleichung, wenn » die Forgp 6/ hat.

Die Transformation 6'* Grades kann dadurch ausgefiihrt werden,
dass man die Transformation 3t Grades mit der Transformation 2“’:
Grades combinirt. Setzt man also

e(5. ) o(3. ) el )

Y = ————— e = ZY

Qo) ? YT (e w) T Qe @)

X = »

so wird nach den Gleichungen (190) und (204)
(218) 24 4+ 182" 4 216p,2% — 2T =0, y¥ — 129,45 + 16 =0,
wobel nach Gleichung (207a)

Mathematische Annalen. XXVI. 30



454 L. Kigeeer, Zur Theorie der elliptischen Functionen.

= 72(— 372" F B4y,2* — 12027%)
V=TT 3@ 187,20 — 329)

wird. Dieser Werth ist in die Gleichung

L2 — l?g—l—gx‘eLS + 162 =0
einzusetzen und dann 2z zu eliminiren. Dadurch erhdlt man eine
Gleichung 12t Grades fiir L®*. Es hat aber keinen Zweck, diese
Gleichung wirklich zu bilden, weil sie nicht einfach genug wird. Im

Gegentheil zeigt sich auch hier wieder die Nothwendigkeit, andere
Hiilfsgrossen neben f in die Transformationstheorie einzufiihren.

Die Schwierigkeiten, welche schon bei der Transformation 6t
Grades auftreten, kehren natiirlich in erhohtem Masse bei der Trans-
formation 6pte» Grades wieder.

Diese Schwierigkeiten lassen sich aber, wie schon in der Ein-
leitung hervorgehoben wurde, beseitigen durch die Benutzung von
Ausdriicken, welche #hnlich gebildet sind wie die Grosse f, und deren
Eigenschaften deshalb auch mit den hier entwickelten Untersuchungen
in naher Beziehung stehen. Die eingehendere Behandlung dieses Gegen-
standes muss aber einer spiteren Mittheilung vorbehalten bleiben.

Hannover, im April 1885.%)

# Die Citate, welche sich auf die Abhandlung: ,,Ueber die elliptischen
Normaleurven von der nter Ordnung und zugehirige Modulfunctionen nter Stufe'
von Herrn Klein beziehen, sind wihrend des Druckes hinzugefiigt.
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