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Behandlung der projectivischen Verhdltnisse der Réume von
verschiedenen Dimensionen durch das Princip des Projicirens
und Schneidens.

Von

GwserpE VERONESE in Chioggia.

Mehrere Mathematiker haben sich schon mit einigen Capiteln der
n-dimensionalen Geometrie, meistentheils mit der Kriimmungstheorie
+der Riume nach der Grundarbeit Riemann’s ,Ueber die Hypothesen,
die der Geometrie zu Grunde liegen“*), beschiiftigt.

Ich babe hier nicht die Absicht eine historische Uebersicht der
bisherigen Arbeiten iiber diesen Gegenstand auseinanderzusetzen, son-
dern ich will nur hervorheben: erstens, dass alle diese Arbeiten ana-
lIytische Form besitzen, und zweitens, dass man die n-dimensionale
Geometrie, so viel mir scheint, noch nicht consequent als ein Hiilfs-
mittel benutzt hat um die projectivischen Beziehungen in Ritumen von
verschiedenen Dimensionen, daher auch in der Ebene und dem gewdhn-
lichen Raume zu studiren.

Ich gebrauche in dieser Abhandlung die synthetische Methode und
zwar diejenige Methode, die aus den beiden Fundamentaloperationen
des Projicirens und Schneidens hervorgeht. Ich benutze auch hier und
dort die analytische Methode, aber ich interpretire sie immer in an-
schaulicher Weise.

Um eine Configuration von » -+ 1 Punkten, oder eine Curve,
oder eine 2-dimensionale Fliche, die gewisse Singularititen besitzt,
im gewoOhnlichen Raume R, zu studiren, ist es in vielen Fillen
niitzlich, zuvodrderst eine Configuration oder ein Gebilde 1t oder 2t
Dimension in dem %-dimensionalen Raume R, zu suchen, aus welchem
mittelst geeigneten Projicirens oder Schneidens das gegebene Gebilde
in eindeuntiger Weise entsteht. Und zugleich kann man mnicht nur
jene Configuration, Curve oder Fliche, sondern auch eine Classe dieser
Gebilde studiren, welche siimmtlich mittelst des Projicirens oder Schnei-
dens aus jenem Gebilde im Raume R, hervorgehen. — Dieses Gebilde.

#) Riemann’s Werke pag. 254.
Mathematische Annalen, XIX. 1
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in R, ist immer einfacher als das gegebene in I?, und ldsst sich daher
viel besser behandeln.

Betrachten wir z. B. n 4 1 beliebige Punkte einer Ebene R, oder
eines Raumes R, so kann man sie als Projectionen der n 4 1 Ecken
unendlich vieler Pyramiden in R, ansehen. Und umgekehrt lassen
sich aus einer solchen (# + 1)-eckigen Pyramide in R, (welche die
einfachste Pyramide in R, ist) durch geeignetes Projiciren alle Arfen
von Configurationen von % -+ 1 oder weniger als #» 4 1 Punkten in
den Riumen von niedrigerer Dimensionenzahl erhalten; indem man
unter zwei Configurationen derselben Art solche versteht, bei welchen
die n + 1 Punkte dieselbe Lage haben, ohne auf die metrischen Be-
ziehungen zwischen ihnen Riicksicht zu nehmen.

Als zweites Beispiel mogen die rationalen Curven dienen. Be-
trachten wir irgend eine rationale Curve n'r oder niedrigerer Ordnung in
R,,, wom < nist, so beweise ich, dass sie immer die Projection einer ratio-
nalen Normalcurve C* in R, ist. Und umgekehrt kann man aus einer
solchen Normalecurve (' alle Arten von Rationalcurven n'r oder-
niedrigerer Ordnung in den niedrigeren Rinmen erhalten. Diese
Normalcurve C* besitzt keinerlei Singularitit und ihre Charaktere sind
vermobge der verallgemeinerten Plicker’schen Formeln, die ich eben-
falls in nachstebender Abhandlung aufstelle, sehr leicht zu berechnemn.
Ueberdies lisst sie sich leicht durch projectivische Biischel oder Ge-
bilde (n — 1) Stufe construiren. Es wird also dusserst vortheilhaft
sein, die rationalen Curven derselben oder niedrigerer Ordnung in
nieder ausgedehnten Riumen aus dieser Normalcurve durch Schneiden
oder Projiciren zu gewinnen.

Ich habe die gewdhnliche Nomenclatur fiir Punkt, Gerade, Ebene,
Curve, Kliche, Kegel etc, beibehalten, und zwar habe ich die
linearen Réiume einfache Rdume genannt und mit den Symbolen
R,, R,, R,, BR,, - -- R, bezeichnet. Desgleichen habe ich auch
2,3, -« - (m — 1)-dimensionale Flichen und in analoger Weise
2,3, .+ (n — 1)-dimensionale R,-Kegel (deren Spitze beziiglich
ein Punkt R, ist), und 3, 4 - .. (n— 1)-dimensionale R, -Kegel
(deren Spitze jeweils eine Gerade: R, ist) u. s. w. unterschieden.

Die Arbeit ist in fiinf Abschnitte mit der HEinleitung, und
jeder Abschnitt in Paragraphen eingetheilt, so dass es meinem Leser
nicht schwer sein wird, sich sofort eine allgemeine Uebersicht der-
selben zu verschaffen*®).

Zum Schlusse ergreife ich diese Gelegenheit, um Herrn Prof.
Klein fir die vielfache Anregung und Unterstiitzung bei meinen
_mathematischen Studien in Leipzig den besten Dank auszusprechen.

*) Der Kiirze halber habe ich bei leichten Sitzen, zumal im dritten Ab-
schnitte, die Beweise unterdriickt.
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Einleitung.

1. Es ist bekannt, dass eine Ebene I, durch eine gerade Linie
I, und einen Punkt I, ausser ihr erzeugt werden kann, indem man
alle Punkte der Geraden mit dem Punkte R, verbindet. In derselben
Weise kann man den Raum von 3 Dimensionen durch eine Ebene R,
und einen Punkt B, ausser ihr erzeugen. Wie man die Gerade als
Element der Ebene, und die Ebene als Element des Raumes von 3
Dimensionen betrachtet, so konnen wir den Raum I3, als Klement
eines Raumes von 4 Dimensionen ansechen, Der Raum von 4 Dimen-
sionen R, wird von einem Raume 1%, und von cinem beliehigen Punkte
R, ausser ihm erzeugt, indem man alle- Punkte des Raumes R, mit
I, verbindet. Wie die Ebene in 2y von einer Geraden nur in einem
Punkte geschnitten wird, insofern die Gerade nicht in der Ebene liegt,
so wird auch ein Ry in I, von einer Geraden nur in einem Punkte
und von einer Ebene in einer Geraden geschnitten, wenn die Gerade
oder die Ebene nicht selbst in dem I, cnthalten ist. Wenn man
diese Erzeugung der linearen R#ume *) fortsetzt, so sieht man, dass
der Raum von # Dimensionen R, durch einen Raum R, ; und einen
ausser ihm liegenden Punkt erzcugt werden kann. Man sieht auch,
dass der Raum R, durch # -+ 1 beliebige Punkte, die in keinem
niedrigeren Raume ‘'gelegen sind, bestimmt wird. KEs ist auch aus
dem Vorhergehenden ersichtlich, dass in dem Raume von # Dimen-
sionen R, oo" Punkte enthalten sind, und dass, wenn ein Raum 12,
p 1 beliebige Punkte eines Raumes I, enthilt, wo m > p ist,
R, ganz in 1%, enthalten ist.

Zwei beliebige Riume I, und It,m), dic respective durch m + 1
und m® 4 1 Punkte bestimmt sind, gehoren dem Raume R, 4,041 an,
der durch die m - m® 4 2 Punkte bestimmt wird. Die Riume £, und
R, schneiden sich im Allgemeinén nicht, d. h. sie haben keinen
Punkt gemein. Haben sie aber z B. einen Punkt 4, gemein, so werden
wir, um R, und R, zu bestimmen, ausser A, noch m und m® Punkte
willkiirlich annehmen, und daher werden die beiden Riume in einem
Raume R, .,,) enthalten sein. Haben sie allgemein einen Raum R, ge-
mein, d. h. @ -4 1 beliebige Punkte, so liegen sie in einem Raume
Rm-{»—m(l)—a-

Wir betrachten «ls Tundamentalraum unscrer Operalionen den
Raum von #n Dimensionen. Setzen wir daher I, 4n(h_. R, so
sehen wir, dass zwei beliebige Riiame 7, und I, in R, in einem
Raume R, sich schneiden, wo ¢ = m 4 m® — n ist. Wenn a =0
ist, so haben sie einen einzigen Punkt gemein; ist dagegen a negativ,
so haben sie kein Klement gemein. Ist m > m®, so ist klar, dass

*) Weiterhin nennen wir die linearen Riume cinfach Rédume.
11*
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@ hochstens = m® sein kann, in welchem Falle R, in R, ganz
enthalten sein wird. ' )
Zwei Riume R, und R,® schneiden sich, wie gesagt, in einem
Raume R,, wo:
a=m -+ m® —n
ist. Der Raum R, wird von einem dritten beliebigen Raume RE,® in
einem Raume R, geschnitten, wo:

(1) a, = a -+ m® —n=m 4 m® 4 m® — 2n '
ist. Der Raum R, wird von einem beliebigen vierten Raume B,®» in
einem Raume R, geschnitten, wo

(2) ty = a; + m® —n =m + m® 4 m@ m® — 3n
ist, u.s. w. Endlich der Raum R, , wird von einem (s + 1) be-

liebigen Raume R, in einem Raume R, , geschnitten, wo

(3) Os—y == Qs—2 + M — 5 = E mé) — sn

=0,...8
ist, so dass s 4 1 ganz beliebige Riume R, R0 + -+ Bu» in R, in
einem Rauyme R, sich schneiden, wo:

p = 2 md — sn
i=0,2 ..8
ist. Schneiden sich aber R,, und R, anstatt in einem Raume I, in
. einem Raume R, ;, so muss man in (2) anstatt @, a 4 d setzen, so
“dass R, R,m, R, in einem Raume R, ;. sich schneiden werden.
Schneiden sie sich statt dessen in einem Raume B, 4 444, 50 werden sich
R, R,w, R,®, R,® in einem Raume R 444q schneiden und all-
gemein werden sich s 4+ 1 Riume R, R,w, R, -+ Bu9 in R, in
cinem Rawme R, schneiden, wo:

= (i) .=
. T:O,ZI?Z j;OZsfz—g S
ist und einige oder alle d verschwinden konnen®).

2. Um den Parallelismus der Riiume zu definiren, denken wir
uns, dass jede Gerade in R, einen unendlich fernen Punkt (im
Euklidischen Sinne) hat, d. h. wir nehmen an, dass der Raum R, einen
upendlich fernen Raum R, _, hat, so dass die Réume R, R,, - - - R,
von R, den unendlich fernen Raum in einem R,, R,, --- R,_:
schneiden. Wir sagen: Zwei Riume R,, R,n, wo m® > m ist,

*) Ueber die Bedingungen, dass mehrere Réume von verschiedenen Dimen-
sionen sich schneiden, sehe man Jordan: ,Essai sur la géométrie & % dimen-
sions, Bulletin de la Société mathématique de France 18756 und D’Ovidio: ,Le
Funzioni metriche fondamentali etc.** R. Accademia dei Lincei 1877 (oder auch
Math, Annalen XII).
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sind eimander parallel, wenn der unendlich ferne Raum R,_, von R,
m dem unendlich fernen Rauwme R, _, von R, enthalten ist.

Aus dieser Definition geht hervor, dass man durch einen Ranm
R, einen parallelen Raum R, ,n zu einem beliebigen gegebenen
Raume E,m» legen kann, wenn m -4 m® < n ist; in der That, die
unendlich fernen Raume R,,_;, R, _, liegen ganz beliebig und daher
bestimmen sie einen Raum R, ,1)_,, welcher der unendlich ferne
Raum von unendlich vielen Réumen R, ., ist, die den beiden
Réumen R, und R,® parallel sind. Durch einen beliebigen Punkt
von I, geht ein solcher Raum, und wenn dieser Punkt in R, fillt, so
wird der Raum R, 1,0 durch R, gehen, da er den unendlich fernen
Raum I, _; von R, enthilt. Wenn m--m®>nd h.: m4m®—n=q
ist, so schneiden sich die unendlich fernen Riume R,_;, R, _; in
einem Raume R,_,, und da sie im Allgemeinen in R,_; ganz beliebig
liegen, ohne in einem niedrigeren Raume enthalten zu sein, so kann
man durch B, keinen parallelen Raum zu R, ziehen. Wenn die
beiden Réume R, _;, Rt in einem Raume R,_,_, liegen, so kann
man durch den Raum R, einen parallelen Raum R,_, zu R, ziehen.
— Aus dieser Definition folgt noch, dass zwei parallele Ridume
Ay, By, von zwei parallelen Riumen A, _n, Bu-m in zwei Paaren von
Punkten geschnitten werden, die ein Parallelogramm bilden.

3. Aus Nr. 1. geht hervor, dass zwei Riiume 2, in einem T?,_»,
drei in eilnem R, s u.s. w.,, % in einem R, sich schneiden. Wie n
beliebige Punkte einen Raum R, ; bestimmen, so bestimmen n be-
liebige Rdume R,_; einen Punkt. Wir nennen daher den Punkt und
den (n — 1)-dimensionalen Raum duale Riume in R,. Wihrend
m —+ 1 beliebige Punkte einen Raum IR, bestimmen, so bestimmen
m - 1 beliebigen R,_; einen Raum R, ., ,; I, und R,_,—; sind
auch dual. — Wir sehen also, dass zwei Riume R, , R, dual sind,
wenn m + mW) = n — 1 ist. — Wenn n ungerade ist, d. h. = 2m 4 1,

so ist der Raum R, sich selbst dual.
2
4. Wird ein Punkt nach einem algebraischen Gesetze sich stetig

bewegen, so dass er von seiner Anfangslage nur in zwei Richtungen
(vorwirts und riickwiirts) fortriicken kann, so beschreibt er einen
Raum von einer Dimension. Derselbe ist von der m' Ordnung, wenn
er von einem R,_; in R, in m Punkten geschnitten wird. Kinen solchen
Raum nennt man eine Curve m Ordnung*). Eine Curve m'** Ordnung

*) Die Erzeugung der linearen Mannigfaltigkeiten von mehreren Dimen-
sionen durch Bewegung eines Elementes findet man bei Grassmann, Aus-
dehnungslehre p. 13 etc. 1844, Sie ist auch spiter von Riemann gebraucht
worden in der Abhandlung: ,Ueber die Hypothesen, die der Geometrie zu Grunde
liegen. 1854,



166 G. VeroNgse,

kann nur in einem R,, R;, - - - R, enthalten sein*). Denn wire eiue
solche Curve in einem I, enthalten, ohne einem niedrigeren Rau@e
R, zu gehbren, so kénnten wir sie mit einem Raume R,, der ﬁdle
Curve nur in m Punkten ireffen kann, schneiden, und durch diese
m Punkte und einen andern Punkt der Curve einen Raum R, hin-
durchlegen. Dieser Raum wird dann die Curve in mehr als m Punkten
schneiden, was nicht moglich ist. Wenn man die Tangenten,
Schmiegungsebenen, Schmiegungsriume R,, R, « - - By dor Curve
betrachtet, so bilden die Tangenten die 2-dimensionale Developpable der
Curve (mit Riicksicht auf die Zahl der Punkte), die, wie man sieht,
in einen R,, R,, - .- R,_; entwickelbar ist#*). — Die Schmiegungs-
ebenen der Curve sind Tangentialebenen der Lliche, wihrend die
anderen Schmiegungsriume der Curve auch Schmiegungsriume ihrer
2-dimensionalen developpablen Fliche genannt werden konnen.

Die Schmiegungsebenen bilden aber eine 3-dimensionale deve-
loppable Fliche, die in einen R, R,, - .. R,—s entwickelbar ist. Die
Schmiegungsriume R, der Curve sind Tangentialriume ihrer 3-dimen-
sionalen Developpablen u.s. w. Endlich bilden ihre Schmiegungsriiume
R,_; eine (n — 1)-dimensionale Developpable, die in einen R, ent-
wickelbar ist. Die Schmiegungsriume R, ; der Curve sind Tangential-
riume dieser Developpable. — Wir sehen also, dass eine Curve in
B., n — 2 developpable Ilichen besitzt.

Wenn eine Curve sich stetig in zwei entgegengesetzten Richtungen
bewegt, so wird sie einen 2-dimensionalen Raum erzeugen, der von
der m'» Ordnung ist, wenn er von einem beliebigen Raume R, ; von
R, in einer Curve C™ geschnitten wird. Einen solchen Raum nenue
ich eine 2-dimensionale I'liche m*r Ordnung Fy*. Man beweist in
analoger Weise, wie bei den Curven, dass eine solche Fliche nur in
Réumen RB,, R,, - R4, enthalten sein kann, ohne gleichzeitig
niedrigeren Raumen anzugehtren. Eine solche Fliche hat n» — 3 Deve-
loppablen, respective von 3, 4 ete. (» — 1) Dimensionen, die respective
in einen R,, R,, --- R,—9; R,, R,, - -+ R, ; ete. R,_» entwickelbar
sind. - Man sieht ohne Weiteres, wie man fortzufahren hat, um die
3,4 .. (n—1)-dimensionalen Flichen m' Orduung Fy», F\» ... F»
zu erzeugen. Wir finden mit leichter Miihe folgende Siitze:

Eine p-dimensionale Fliche m*" Ordnung F,» wird von einem
beliebigen Rawme R,_, in einer (p— 1)-dimensionalen Fliche m' Ord-
nung F™ - geschuitten.

*) Clifford. Phil. Transactions 1878, On the Classification of Loci, p. 663,

**) Wie zwei Riume R, , in R, zur Deckung gebracht werden konnen,
werden wir spiter nach der Definition der Perpendicularitsit der Riume kennen
lernen (Nr. 21.).
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. . o L

Eine Fliche Frn Eann nur in cinem R,y Ryyq, - - -, Bpt m—1y
d h. in m—1 veasc]nedenartagen Riwmen enthalten scin, ohne in
niedrigeren Riwmen 2u liegen.

Die Flichen 2 Ordnumng von irgend einer Dimension sind also
nur in einem bestimmten Raume enthalten.

Die F o besitet m — p — 1 Developpablen.

5. Betrachten wir jetzt einen Punkt B, und einen zu ihm dualen
Raum 2, _,, der nicht durch R, geht. Wenn wir von I3 irgend eine
Cuxrve C™ von X, _; projiciren, wo natiirlich m <# — 1 ist, so bekom-
men wir um R, eine einfache unendliche Mannwfaltmkelt von Geraden,
die eimen By-Kegel von zwei Dimensionen und von der m' Ordmung
bilden, da er von irgend einem Raume R,_, in einer Curve m* Qrd-
nung geschnitten wird. Wenn man von R, eine p-dimensionale Fliiche
F,™ von X,_; projicirt, sdie nicht in einem niedrigeren Raume als
2, -1 liegt, so erhalten wir um R, einen (p -+ 1)-dimensionalen R,
Kegel m*r Ordnung. So kann man alle R,-Kegel crhalten, indem man
von einem fest angenommenen %, aus die Curven und Flichen eines
Raumes R, _,,_; projicirt, der R,, nirgends schneidet. Wir sehen auch,
dass die Aneahl der Dimensionen eines R,,-Kegels m-+2 bis m— 1
betragen kann.*)

Wenn eine 2-dimensionale Fliche Iy einen Doppelpunkt R, hat,
so wird sie von allen Rdumen I, durch R, in Curven m' Ordnung
mit einem Doppelpunkte in R, geschnitten; analog wenn es sich um
einen /-fachen Punkt handelt. Wir sehen auch, dass alle in einem
Doppelpunkte osculirenden Geraden einen R -Kegel 2 Orduung bilden,
und dass alle Geraden, die im £-fachen Punkte 4 - 1 Punkte mit der I',"
gemein haben, einen 2-dimensionalen R -Kegel k'** Ordnung bilden.
Im Allgemeinen, wenn eine Fliche F,” in R, einen k-fachen Punkt
R, hat, so bilden alle Geraden, die mit der Fy» in Ry k -+ 1 Punlte
gemein haben, einen p-dimensionalen Ry-Kegel k' Ordnung. Hier kann
man verschiedene Arten von Doppelpunkten oder f-fachen Punkten
unterscheiden je nach der Natur des p-dimensionalen E,-Kegels. Wenn
man eine (# — 1)-dimensionale Fliche m'r Ordnung in IR, betrachtet,
so sicht man, dass sie von allen ihren Tangentialriiumen in einem ihrer
Punkte R, in Flichen niedrigerer Dimension mit einem Doppelpunkte
in R, geschnitten wird. —

Die hiermit in der Einleitung gegebenen Sitze sind einfache Ver-
allgemeinerungen von bekannten Siitzen der 3-dimensionalen Geometrie,
sie werden uns aber spiter sehr niitzlich sein.

*) Wenn eine Gerade oder irgend ein Raum R, in R, sich stetig in zwei
Richtungen fortbewegt, so erhiilt man eine 2-dimensionale gerade Fliche (B
Fliche; Regelfiiiche) oder eine m -+ 1-dimensionale R, - ldche.



168 G. VEronEgsE. .

Abschnitt 1.

Configurationen aus einer endlichen Anzahl von linearen Riumen.

§ 1.
Perspectivische Figuren.

6. Es seien NV beliebige Punkte 1,2,3 - -- N in R, gegeben, wo
N >n- 1 ist. Sie bestimmen

NN—-1 p NHN—1) (N—2)
2 1 2

= NN — 1) (N —m)
Byyo oo = @mEin Rn,

NN—3)-- N—ntn) o NN—p. - (N=ntr—1 p

n—r 1) n—ry T T (n :’;f_i_ 2)! n—r-41°""
und
NN —1):- - (N— 1
( n!( 7 1) Ry 1.
Durchjeden B,  gehen (N—2) R, ,--- (N--&z?;z—(ll)\fl—m) i I
N
”» » By » (N—3) Rs: ) N (3721-—;)' ) Rm’ 2

N—r—1 N—
") » B » (N"‘T_I) By, ( v T(mlr)(l ) R,y

” » Ba—r 5 (N_(”'“"""{"l)) B g1,

(V—(n—r 1)) (N—n+1)
(r—1)!

) 7 Rn—y‘+1 ,, (N—(n—r+2)) Rn__r_,_?’...’
(N—(n—r42) - N—nt1) p

(r—2)! n—1}
» w Barpr » EN—(n—7r+3)) Borys, -
(N—(r—r438)- - (N—nt1) p
(r—3)!
» ” Rn—2 b¥) (-N‘_"n"*— 1) Rn—l-
Jeder R, enthilt 2R,

Rn-—l;

. » 38Ry, 3R,
SO » (7'+1)R0; L(I;'—‘L)RU m—% R,,
(r+1) R,
9w Ba—r  (m—r-+1) Ry,---, (m—r—+41) Rueyy;

T Rn—r-{—l ” (7&—')’—,—2) Ro""} (n—-?‘—i—-?) .R,,_,;
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Jeder By 42 enthillt (n—r-3) B, ., “=rtD0=rdd p

—r+43) Ry ;
po Baw oy (A D)Byyeen, EZDESIEY B
(nA—l)('r—'_(f;;‘!‘T"l,‘i) Loy
(_n___ﬁ(’_%)_‘r__% Byrgsye-,

(n——l) 1{,,,_3;
w Baa 5, om RO,.....‘..,....,ﬁ@lf&;ﬁhwn n

n—7ry

np=1)-m—rt2) p +
n—r ?

(r—1)!
n(n—1)---(n— 3
__,,(}:;%)!_li‘_-?_ Byt e,

n Rn_.g .

Schneiden wir jetzt die Figur mit einem Raume R,. Ein R, schneidet
die Rénme It,_, der Figur in Punkten, die Riume 1!, ,1; in Geraden
u. s. w., die Riume R,_; in Rdumen R,_,. Somit erhilt die Schnittfigur
so viel Punkte, Geraden etc. R,_;, als Riume R,_,, I, etc. R,
in der vorigen Figur enthalten sind. Da jeder Raum IR,_, derselben
durch eine Combination der N Punkte (2—r-2) zu (n —r-42) ge-
bildet wird, und jeder Raum R, ,,; durch eine Combination der
N Punkte (n—r-+2) zu (n—r+42) ete., so kinnen wir diese Com-
binationen zur Bezeichnung der Punkte, Geraden, Ebenen u. s. w. der
Schnittfigur benutzen. — So sehen wir z. B., dass durch den Punkt
123...(n—7r) (m—r-41) alle Geraden gehen, deren Symbole das
Symbol des Punktes enthalten, wie z. B. die Geraden:

123..-(n—r+1)(n—r+2),123..-(n—r41) w—r+43), -
123...(n—r+1)(N—(n—r+1)).

Auf jeder dieser Geraden liegen ausser dem Punkte 123-.-(n—r+1)
noch (n—7-1) Punkte; sie entsprechen den Combinationen der
(n—r-2) Zahlen des Symbols der Gevaden, n —r 41 zu » —» + 1.
So z. B. liegen in der ersten Geraden die » Punkte

128..-(n—r) (n—r—+2), 23---m—r—1)(n—r41)(n—r+2),-
in der zweiten
123 ..+ (n—r) (n—r+43), 23...(n—r—1)(n—r+1)(n—r-43), -

Wenn wir die Punkte in derselben Verticallinie verbinden, so erhalten
wir wieder Geraden der Schnittfigur, nimlich:
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1230 —rym—r4+2)(n—r-+3),
23...m—r—1m—r41)(n—r-4+2)@®m—r+3) ete;

diese zwei Geraden treffen sich in einem Punkte der Figur, nimlich
23-.-m—r—1)(m—1r-42)(n—r-+3). Durch jeden Punkt,
z.B.123.-.(n—17r) ®n— r -+ 1), gehen N— (n—r - 1) Geraden
der Schnittfigur und in jeder derselben liegen ausser ihm noch n—r--1
Punkte. Wir kénnen mit ihnenn —» -1 Pyramiden von N — (n—7 1)
Ecken bilden, die respective in jenen N — (n — » - 1) Geraden liegen.
Eine solche Pyramide ist von denjenigen Punkten gebildet, deren
Symbole n — » Zahlen gemein haben, wie z. B.

123...m—r)e—7r—4+2), 123...m—nr)(n—r43);-
123.«-(n—7) (N — (n—r+ 1).

Man kann sich nun fragen, ob die Figur dieser n — r 4 1 Pyra-
miden eine allgemeine Figur sein kann oder nicht, d. h. ob eine all-
gemeine Figur in R, von #» — 7 + 1 solchen Pyramiden, deren Kcken
respective in N — (n — r - 1) beliebigen durch einen Punkt gehenden
geraden Linien liegen, auch als Schnitt einer Configuration von N
Punkten in R, betrachtet werden kann. Dies st n der That der
Foll. In der That, denken wir uns die N — (» — r + 1) Geraden
durch einen Punkt 123 -...(n — » 4 1) und die darauf liegenden
Ecken der Pyramiden in R, ganz beliebig gegeben, und bezeichnen
wir sie mit denselben Symbolen wie vorher. Von dem Punkte
123...(m—7)(n— r—+ 1) ziechen wir einen beliebigen Raum E,_,
und in diesem Raume nehmen wir » — » 4 1 ganz beliebige Punkte
1,2,8,--,n—r-+1 an. Wir verbinden dann die Ecken, die in
der Geraden 123 .- - (n — r 4+ 1) (0 — r -+ 2) liegen; z. B. die Ecke
123...-(n—7r)(mw—r—+2), mit den Punkten 1,2,3,..+, n —r
von R,_,; so erhalten wir fiir alle Ecken der Geraden, n — r -+ 1
Riume R,_,, die in einem Raume R, ., enthalten sind, nimlich in
dem Raume R, ,i;, der durch den gewiihlten Raum R,_, und die
Gerade 123 ... (n—7r -+ 1) (n — r 4 2) geht, da diese Geraden den
gewihlten RB,_, in dem Punkte 123 ... (» — » 4 1) schneidet; daher
werden sich alle R,_,, die durch die Punkte der Geraden gehen,-in
einem Punkte » — r 4 2 schneiden. Wenn wir diese Operation fiir
alle Geraden durch den Punkt 123 -.-(n—7)(n —7r - 1) aus-
fithren, so erhalten wir in der That N — (n — » 4 1) Punkte, die
mit den gewdhlten 1,2,3, .., % — » 4+ 1 Punkten N Punkte liefern,
aus deren vollstindiger Figur diejenige von R, als Schnitt hervor-
geht. Diese Umbkehr ist aber dusserst wichtig, denn so konnen wir die
Sditze tiber allgemeine perspectivische Figuren einfach durch Schneiden
oder Projiciren erhalten. Also:
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Wenn in einem Raume R, dic p Fcken von q — 1 Pyramiden,
respective in p Geraden, durch cinen Punkt liegen, und man setzt
G=n—r+2, p=N—(—r+1),
so  bestimmen  sic durch das Durchschneiden ihrer IKanten, Seiten-
ebenen, - - -, Seitenriwme R, eine Figur von

NN—1)---N—ntn p
g 02

(n—1 4
Durch jeden R, gehen N— (n—r-4-1) R, (==} :)(N RN Ry, -,
ﬁ(N—(n—q‘_({;i){j.;(N—n:{:l)_ B,
w o R, Ne(u—r1) Ry, (.I\L—ﬁff’?;?%'!g:?f"ﬁ By,
w o Beg , N—(n—1) Ry.
Jeder R, enthilt (n — » + 2) R,,
: Lz tB0=r+9 B, n—+4+3 R,
» B ﬂ”“!!:;_:l(”f’*l) R, n(n~|)(;:-—("‘ll)!ﬂf_+?l B, ens

Diese Figur ist im gewissen Sinne symmetrisch in Bezug auf jeden
threr Réawme derselben Dimension.  Zum Deispiel hat man von einem
belichigen Punlte der Itigur ausgehend q¢ — 1 neue Pyramiden wvon
p — 1 Licken, die respective ¢ — 1 eu ¢ — 1 in p Geraden durch den
Punkt licgen, und dic zu derselben Figur fiihren.

Diese Figur kann nun als Schwitt des Raumes R,., in welchem
sic liegt, mit emer vollstindigen Figur von N Punkien im Rawme
R, angeschen werden, und wmgekelrt aus einer solchen Configuration
vonw N Punkten in I, bekommé man cine der vorigen dlmliche Figur
wm I,.. Jede solche Tigur in I3, kann aucl als Drojection von ciner
Configuration in cimem hoheren Llawme crhalten werden.

Wenn wir von dem Punkte 123 ... (n — » 4 1) ausgehen, so
werden wir zu dem Raume (0 —#» 4 2) - - (N —(n — 7 + 1)) ge-
fiihrt (wenn dies auch das Symbol eines Raumes der Figur ist, siehe
die Beispiele des § 2.). Wir nenuen den Punkt und den Rawm, da ihre
Symbole sich zu N erginzen, zu einander complementir, und iiber-
haupt nennen wir zwei Riume der Figur complementir, wenn ihre
Symbole sich zu N erginzen.

7. Die einfachste Pyramide in R, ist durch » -4 1 beliebige
Punkte gegeben, wir wollen sie als Fundamentalpyramide des Raumes
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R, bezeichnen. Wenn man den Punkt des Raumes R, durch » 4 1
homogene Grossen (Coordinaten) ; - - - #,4, bestimmt denkt (dem ent-
sprechend, dass der Raum R,., wie wir in Nr. 1. gesehen haben, co” Punkte
enthiilt) und wir setzen alle diese Grossen bis auf eine gleich null, so
bekommen wir eine Fundamentalpyramide von 7 4 1 Puukten, deren
Coordinaten bis auf eine null sind. Wenn man die Coordinaten
%, - - - Zy41 mit einander vertauscht, so geht die Pyramide in sich iiber;
deshalb nenne ich sie regulér, obgleich dieses Wort nicht wie im gew6hn-
lichen Sinne zu verstehen ist.

Betrachten wir zwei solche Pyramiden in R,, deren Ecken paar-
weise in geraden Linien durch einen Punkt O liegen, so ist:

g=8=n—r+2, p=r+1=Nun—r-41),

n=r-4+1, N=r-+3.
Somit ist die wollstindige Figur wvon zwei solchen Pyramiden
der Schwitt einer Configuration von r -+ 3 beliebigen Punkten cines

Raumes R4, .
Wenn wir im Satze der vorigen Nummer fiir N und 7 ihve neuen
Werthe einsetzen, so sehen wir, dass die Zahl der Riume R,_; der

Figur d. h. ﬁLfﬂl gleich ist der Zahl der Punkte derselben,

d. h.

d. h. die Figur ist also zu sich selbst dual; iiberdies sind ibre comple-
mentiren Rdume zu einander dual. Wir kénnen die Punkte der Figur
durch die Symbole 12, 13, ete. die Geraden durch 12 3, 124 ete. und
die R,_y durch die Symbole 1234 ... (r 4 1) bezeichnen, so dass
z. B. der Raum 34.--(r+ 3) und der Punkt 12 complementir
sind. — Wird der Punkt O als 12 bezeichnet, so konnen wir die
Ecken der beiden Pyramiden durch die Symbole
13,14, --., 1(7'+2)}
23,24, ..-,2(r+2)
bezeichnen; die Kanten der Pyramiden sind daher
134,135,.-.,145,146, u. s. w.,
234,235,..-,245,246, ---.
Die Schnittpunkte der entsprechenden Kanten

134,234 oder 34,
135,235 , 35
gehoren dem Raume 345...(r 42) (r + 8) an, der 12 entspricht.
Also:
Wenn die Ecken von zwei Fundamentalpyramiden in R, paarweise
in Geraden durch einen Punkt O liegen, so schmeiden sich ihre ent-
sprechenden Kanten, Ebenen, . .., Riume R,_; in Pumkten, Geraden,
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Ebenen ete. c.incs Rawmes R,_;, der dem Pcrspcctz'vitc’z:tscentmm 0 ent-
spricht. — Die vollstindige Figur ist der Schnitt mit ciner Configuration
von v -+ 3 Punkien cines Raumes R,.y. Sie enthilt

. 2 3 .
Qi_yiz R, £t+1)(f;r!_2)(r+3> R, (7+2)2("‘ﬂ R,

r—1,

Vor jedem R, gehen r + 1 R,, T(T_—J—Q By, e, IEZ'_;_'_Q B

2 R] ) r Iiz, t(? = 1) 1{,._1’
Jeder R, enthilt 3 R,,
” R2 ” 6-R0 ’ 3 Rl ’ efc.

Wir nennen in diesem Falle die beiden Pyramiden perspectivisch.
Im Allgemeinen nennen wir zwei Figuren perspectivisch, wenn nicht
nur ihre Ecken paarweise in durch einen Punkt gehenden Geraden
liegen, sondern auch wenn ihre Kanten, Ebenen u. s, w. in einem
Raume R, ; (Collineationsraum) sich schneiden.*)

Mit dieser Methode erhiilt man also nicht nur zum Beispiel den
Beweis des Satzes der perspectivischen Dreiecke in der Ebene oder der
perspectivischen Tetraeder in E,, sondern erhilt man auch die vollstin-
dige Figur derselben.

8. Betrachten wir wieder zwei perspectivische Fundamentalpyramiden
in R,, deren perspectivisches Centrum 12 ist. Wir bilden mit 12 und
mit den Kcken von einer der gegebenen Pyramiden z. B. 13, 14,...,
17 4 2 eine (r 4 2)-eckige Pyramide, niimlich 12,13,...,1 (r-2),
und betrachten auch die duale Pyramide 34 .-.(r43), 245...(r4+3),---
23-+- (r+1) (r+3). Wir sehen dann, dass diese beiden Pyramiden
keinen Raum gemein haben, denn alle Symbole der Riume der ersten
enthalten die Zahl 1, wihrend 1 nicht in den Symbolen der Riume
der zweiten vorkommt, Wir.sehen aber zugleich, dass z. B. die r2

Ecken der ersten und die ™" J-2
(r+2) ("4 3)
2

[

)2“ Tt Ecken der zweiten zusam-

mengenommen die R, der vollstindigen Figur bilden.

Solche Gruppen von zwei dualen Pyramiden giebt es ebensoviele als
Zahlen in den Symbolen der Riume der Figur, d. h. » 4 3. Also:

Die Figur von zwei perspectivischen Fundamentalpyramiden in
etnem Raume B, zerfillt in r 4 3 Gruppen von zwei dualen Pyramiden
2u je r 4 2 Ecken, respective von r + 2 R, 1, die keinen Rauwm der
Figur gemein haben und die susammengenommen die vollstindige Figur
bilden.

*) Der zweite Theil dieser Definition ist eben in Folge unseres Satzes fiir
zwei Fundamentalpyramiden in I, nicht nothig.
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9. Wir konnen auch andere Figuren in R, finden, die mit sich
selbst dual sind. Es muss dann immer die Zahl der R, gleich der
Zahl der Riume R,_;, d. h.

NN—1: (FN—ntn _ NF¥—3--F=nth,
T T =) — i n!
Diese Gleichung konnen wir nur befriedigen, indem wir setzen

N—n-+4r=mn-+1 oder N—entl=n—r+2

d. h.
N=2n—7r-1.

Soll die Figur in R, des Satzes der sechsten Nummer dual zu sich
selbst sein, so muss N =2n — r 4 1 sein.

Es ist auch leicht, folgenden Satz zu beweisen :

Wenn eine solche Figur mit sich selbst dual tst, so erhilt man sie
als Schwitt einer Configuration i R,y und zugleich als Projection der
dualen Configuration in R,y

§ 2.
Specialfille » = 2, 3.
10. Aus dem Satze der Nr. 6. haben wir fiir » =2
g=n, p=N-—-—n-+41.

(1) Der einfachste Fall ist ¢ = 3 und p = 2, dann wird N =4,
d. h. man erhiilt in der Ebene ein Vierseit.

(2) q=3, p=3, N=5.

Wir erhalten in der Ebene die vollstindige Figur von zwei perspec-
tivischen Dreiecken, d. h. wir erhalten 10 Punkte, die drei zu drei in
10 Geraden liegen. Aus dem Satze (Nr, 8.) geht hervor, dass diese
Figur Hmal in ein Viereck und in ein Vierseit zerfillt, die keine
Kcke und keine Seite gemein haben und die zusammengenommen die
ganze Figur bilden.*) Man erhiilt diese Figur als Schnitt einer Ebene
mit der vollstindigen Figur eines Fiinfecks in I?,.

3) ¢g=4, p=38, N=6.

In diesem Falle bekommt man 20 Punkte, die vier zu vier in 15 Ge-
raden liegen, die drei zu drei durch 20 Punkte gehen. Die Figur

*) Ich habe in meiner Abhandlung tiber das Hexagrammum mysticum (Atti
della R. accademia dei Lincei 1877) bewiesen, dass die 60 Pascal’schen Linien
6 solche Figuren bilden, wobei die 10 Punkte Kirkman’sche Punkte sind; ich
habe ebendort bewiesen, dass die Figur polar reciprok von sich selbst ist im
Bezug auf einen Kegelschnitt #. Das Viereck und das Vierseit einer beliebigen
der fiinf oben erwihnten Gruppen sind polar und polarreciprok in Bezug auf den
Kegelschnitt =. (Siehe Abschnitt III, § 5.)
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trennt sich in zehn Paaren von Punkten, z. B. 123, 456 ete., wo
123, 456 complementiir sind. Diese Figur ist analog der Figur,
welche von den zehn Paaren der Steiner’schen Punkte in dem Hexa-
grammum mysticum gebildet wird.

(4) q=4) 17=4, N=T,
In diesem Falle haben wir drei Vierecke:
124, 125, 126, 127; 134, 135, 136, 137;
234, 235, 236, 237,
deren Ecken paarweise in der Geraden:
1234, 1235, 1236, 1237
durch 1 2 3 liegen.
 Die Seiten der drei Vierecke sind:
1245, 1246, 1247 1256, 1257, 1267,
1345, 1346, 1347, 1356, 1357, 1367,
2345, 2346, 2347, 2356, 23517, 236T.
Die entsprechenden Seiten treffen sich in den Punkten
145, 146, 147, 156, 157, 167,
245, 246, 247, 256, 257, 267,
345, 346, 347, 356, 357, 367,
die drei zu drei in den Geraden:

1456, 14517, 1467, 1567,
2456, 2457, 2467, 2567,
3456, 3457, 3467, 3567

liegen, welche drei zu drei in den vier Punkten 456, 457,467, 567
sich schneiden, die in der Geraden 4567 liegen. Die Gerade 45617
entspricht dem Punkte 12 3. Die Figur besteht also aus 35 Punkten,
die vier zu vier in 35 Geraden liegen, welche vier zu vier durch die
35 Punkte gehen. —

Fiir die dualen Figuren in der Ebene muss man haben:

N=2n—1
d. h.
p=mn, q=mn.
11. Nehmen wir jetat r = 3.
In diesem Falle hat man:
g=n—1, p=N—n-+4 2,
(1) Es sei: '
g=3, p=4 d h n=4, N=6.

Wir bekommen die Figur zweier perspectivischer Tetraeder, d. h. 13,
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14,15,16;23,24,25, 26, deren Ecken paarweise in den vier
Geraden 123, 124,125, 126 durch den Punkt 12 liegen. Nach
dem Satze (Nr. 7.) treffen sich die entsprechenden Kanten und Ebenen
in Punkten und Geraden einer Ebene. Die Figur besteht aus 15
Punkten, die drei zu drei in 20 Geraden liegen und sechs zu sechs in
15 Ebenen, welche drei zu drei durch die 20 Geraden gehen. Durch
jeden Punkt gehen vier Gerade, und in jeder Ebene sind vier solche
enthalten. Einem Punkte 12 entspricht die Ebene 3 45 6. Hierzu
ist zu bemerken:

Da zwei perspectivische Tetracder immer polarreciprok in Bezug
auf eine einzige Fliche zweiten Grades in Ry sind (wie wir spdter
Abschmitt ITI, § 5. schen werden), so ist die ganze Iigur polarreciprok
von sich sclbst in Bezug auf die Fliche zweiten Grades. Nach dem
Satze (Nr. 8.) zerfallt die Figur in sechs Paarc, die je aus cinem
Fiinfeck und Fiinfflach bestehen, die polar und polarreciprok in DBesug
auf die Fliche zweiten Grades sind ,*)

@) g=4,p=5, d. h.n=5, N=38,

Man erhilt in diesem Falle 56 Punkte, die vier zu vier in 70
Geraden liegen, die finf zu fiinf durch jene Punkte gehen und fiinf
zu filuf in 56 Ebenen liegen, d. h. man erhilt eine mit sich selbst
duale Figur. Dem Punkte 123 z. B. entspricht die Ebene 45678.

Wir werden spiiter auf diese Iiguren bei den Polarfiguren in Bezug
auf die Flichen zweiten Grades (Abschnitt 111, § 5.) zurtickkommen.

§ 3.
Allgemeine Configurationen.

12. Betrachten wir jetzt %» 4 1 beliebige Punkte in einer Ebene
R,, die natiirlich nicht alle in gerader Linie liegen sollen, und pro-
jiciren wir sie aus einem heliebigen Raume R,_s, der die Ebene # irgend-
wo trifft; so erhalten wir » 4 1 von R, ; ausgehende Riume R, s,
die in keinem Raume R, ; liegen. Wir konuen daher in den » 4 1
Réumen R, » -+ 1 Punkte so wihlen, dass sie in keinem
niedrigeren Raume als R, liegen; sie bilden dann eine Fundamental-
pyramide von R, (die in unserem Sinne regulir ist). Das heisst: jede
belicbige Configuration von n 4 1 Punkten der Ebene, die nicht alle
in einer Geraden liegen, ist die Projection von oo vielen Fundamental-
pyramiden des R,. Man versteht noch besser den dualen Satz. Wenn
niamlich #» 4 1 Gerade in R, gegeben sind, die nicht alle durch einen
Punkt gehen, so konnen wir durch sie » 4 1 beliebige Riume R,

#) Dieser Figur begegnet man auch bei der vollstindigen Klein’schen Figur
von sechs linearen Complexen in Involution. (Siehe meine Abhandlung ,,Sopra
alcune notevoli configurazioni etc.* Memoria II, Nr. 34, Atti della R. Accademia
dei Lincei 1881.)
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ziehen, die eben eine solche Fundamentalpyramide in R, bilden. Es
ist leicht zu sehen, dass derselbe Beweis noch fir jede Configuration
von % -+ 1 Punkten oder von n 4 1 Riumen R, ; in einem Raume
R, gilt, wenn 7 < » ist. Man sieht auch, dass aus einer Fundamen-
talpyramide in R, nicht nur alle Aren von Configurationen von »n 4 1
Punkten oder von # 4 1 R,_; in R, durch Projiciren oder Schneiden
erhalten werden, sondern auch alle Configurationen von s Elementen,
wo r<s<n-+1 ist. Unter den verschicdenen Arten eciner Con-
figuration von m Punkten verstehen wir die verschiedenen Lagen, welche
die m.Punkte in der Configuration annehmen konnen, olne dass sie
theilweise zusammenfallen, und ohne auf die metrischen Beziehungen
Riicksicht zu nehmen. Also:

Jede Configuration von n -+ 1 oder weniger als n 4 1 Punkten in
einem Rawme R, dic wicht gleichzeitig in einem niedrigeren Rauwme als
R, legen, kann als Projection von oo vielen Fundamentalpyramiden in
R, oder als Schnitt oo wvicler Fundamentalpyramiden eines hoheren
Raumes als B, angesehen werden. dJede solche Configuration Lann in
eben solcher Weise aus unendlich vielen Fundamentalpyramiden beliebiger
hoherer Raume als Projection oder als Schnitt erhalten werden. Umge-
kehrt kanm man aus emer Fundamentalpyramide in R, dwrch Projiciren
(oder Schneiden) alle Arten von Configurationen von n -+ 1 oder weniger
als m 4 1 Pumkten (oder Riumen R,_.) eines wiedrigeren Rauwmes R,
erhalten.

Da wir die Theorie des Imaginiren von Staudt als bekannt voraus-
setzen, so sehen wir, dass der Satz auch fiir imaginiire Configurationen
gilt, indem wir, mit Staudt, zwei imaginire Klemente durch eine
elliptische Involution bestimmt denken.*)

Das Studium der Configurationen einer endlichen Anzahl von Punkten
oder Geraden in der Ebene; von Punkten, Ebenen in I, etc. gewinnt mit
diesem Satze an Einfachheit und Anschaulichkeit. Um ein Beispiel der
Wichtigkeit dieses[Satzes zu geben, betrachten wir die wohlbekannte Con-
figuration von sechs Punkten eines Kegelschnittes. Die sechs Punkte be-
stimmen zwei zu zwei 15 Gerade I), die sich noch in 45 Punkten P
schneiden, welche drei zu drei in 60 Pascal’schen Linien p liegen. Diese
treffen-sich drei zu drei in 20 Steiner’schen Punkten und andrerseits
drei zu drei in 60 Kirkman’schen Punkten. Sie bilden sechs Figuren
z von zehn Geraden p, die sich drei zu drei in den 10 entsprechen-
den Kirkman’schen Punkten schneiden und daher sechs Kegel-
schnitte z bestimmen. Ich habe auch in meiner citirten Arbeit be-
wiesen, dass die 60 Kirkman’schen Punkte nicht die duale Figar
der 60 Pascal’schen Linien bilden, und dass es unendlich viele

*) Man kann alle diese Theoreme natiirlich auch sehr leicht analytisch beweisen.

9
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Systeme [Zz] von 60 Punkten Z und 60 Geraden z giebt, welche die
analogen Eigenschaften des Pascal’-Kirkman’schen Systems be-
sitzen, die aber nicht durch sechs Fundamentalpunkte eines Kegel-
schnittes bestimmt werden. Die ganze Kigur ist zuniichst durch die
sechs Fundamentalpunkte bestimmt; sie kann aber auch durch die 45
Punkte P oder durch die 60 Kirkman’schen Punkte % oder durch
60 Punkte Z eines Systems [Zz], nicht aber durch die 20 Steiner’-
schen Punkte bestimmt werden. Die sechs Fundamentalpunkte der Ebene
ergeben sich als Projection einer sechseckigen Pyramide in Ry; die 45
Punkte P werden aus einer 45-eckigen Fundamentalpyramide in R,
mittelst geeigneter Projection in der Ebene efhalten; es giebt also in
R, Figuren von 40 Punkten, die weiter von einem gewissen Punkte
A, projicirt, die Figur der 45 Punkte P in der Ebene ergiebt. Eine
solche Kigur ist eben von Cremona mit Hiilfe der Geraden einer Fliche
dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte studirt worden.*)

Der Doppelpunkt ist in diesem Falle jener gewisse Punkt 4,, von
welchem man die Projection in der Ebene machen muss, um die Figur
der 45 Punkte P zu erhalten.

Wir konnen aber die Figur des Hexagrammum auch aus den 60
Kirkman’schen Punkten bestimmt denken; dann kann sie als Pro-
jection von einer 60-eckigen Fundamentalpyramide eines Raumes R,
angesehen werden. Hier konnen wir wieder bemerken, dass in R,
Figuren von 00 Punkien existiren miissen, die aus einem gewissen
Punkle projicirt die Figur der 60 Kirkman’schen Punkte liefern,
Figuren, unter die auch die von Cremona behandelte gehort. Wenn
man aber die Figur des Hexagrammum durch 60 Punkte Z bestimmt
denkt, so muss sie auch aus der Fundamentalpyramide in R,, als
Projection erhalten werden.

Andrerseits ist das Hexagrammum durch die 15 Geraden D be-
stimmt; diese konnen als Schnitt der Ebene mit einer 15-eckigen
Pyramide in R,, betrachtet werden, so dass in R, Figuren von 15
Ebenen existiren, die von einer gewissen Ebene geschnitten, die Figur
der 15 Geraden D liefern. Analog mit den 60 Pascal’schen Linien
p oder mit 60 Geraden .

Es ist also die Ezistenz von verschiedenen Figuren in Ry bewiesen,
aus welchen durch Projiciren oder Schneiden aus bestimmien Punkten oder
mit bestimmien Ebenen die Figur des Hexagrammum erhalten werden
kann.

Es wiire eine sehr interessante Aufgabe, diese verschiedenen Figuren
in' B, in der Weise, die ich angedeutet habe, wirklich zu finden.

*) Teoremi stereometrici dai quali si deducono le propietd dell’esagrammo
di Pascal, Atti della R. Accademia dei Lincei 1877.
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Abschnitt IT.

Grundgebilde.

§ 1.
Classification der Grundgebilde — Projectivische Zuordnung,

13. Im Raume ZI!; hat man, wie bekannt, drei Grundgebilde be-
ziiglich von der ersten, zweiten und dritten Stufe, im Raume I, da-
gegen hat man, wie man sofort sieht, » Grundgebilde respective von
der lten, 2ten, ..., nten Stufe. Das Grundgebilde nter Stufe ist
der Raum I?, selbst. Die anderen Grundgebilde haben entweder einen
Raum als Trdger oder als Aze, d. h. entweder liegen sie , in einem
Raume* oder sie gehen durch ,einen Raum¢. Es ist klar, dass zwei
duale Réume, wie z. B. R, und R,_,, Triiger und Axe von zwei
dualen Gebilden derselben Stufe sind, weil den Punkten von R,, oder
den Riumen R, ; durch R,, die Riume R,_; durch R, ,_;, oder die
Punkte desselben entsprechen.

Wir nennen zwei Grundgebilde derselben Stufe, welche beide einen
Trager oder eine Axe besitzen, gleichartig, wenn sie von demselben
Elemente erzeugt werden, ungleichartig, wenn sie durch duale Elemente
erzeugt sind. Wenn das eine der Grundgebilde einen Triger S, und
das andere eine Axe S,_,_; hat, so nenne ich sie (rleu.hartzg, wenn
das zweite den Triiger des ersten in einem zu diesem gleichartigen
Gebilde schneidet. Analog fiir ungleichartige Gebilde.

Wenn zwei gleichartige Gebilde derselben Stufe, das eine aber in
einem T'riiger, das andere um eine Axe, gegeben sind, und die Elemente
des zweiten durch die Elemente des ersten hmdurchﬁehen S0 sagen
wir, dass die Gebilde perspectivisch liegen.

14. Ehe wir zu der allgemeinen Deﬁnition der Projectivitit der
Grundgebilde iibergehen, wollen wir folgenden Satz vorausschicken.

Wenn zwei Gruppen von n+1 belicbigen Punliten Ay, 4, ..., 4,0+,
Ay M, Ay @, ., A an zwer Riwmen Z,—y 2,1, ohne in nicdrigeren
Riumen zu liegen, enthalten sind, so kann man sic dwrch successives
Projiciren und Schneiden aus w4~ 1 Punkicn A ), .. S ALY eines dritten
Raumes 2.y erhalten und somit ineimander ubcr/u/wen.

In der That, projiciren wir von Ay A,® respective die Punkte
A, 4@, ..., A0, 4D, 47, .., A, ) in zwei Riume I8, _; durch
einen Punkt A4 () der Geraden A M 4,0, der nicht in einen dieser
Punkte fillt; so bekommen wir in diesen Riumen R,—, B,—1 zwei
Gruppen von # Punkten' 4 (), 4, ..., 403 A8, ., 4+, Wir pro-

jiciren jetst von A/, A® respective die Punkte 4, #i oy ALY,
12
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. 3o 1 (1 2 1
11(1)(2), ceey A('l)("+1) auf zwei neue Riume B™ , B, die durch A((U) und

durch einen Punkt 4% von A4 ® gehen, aber so dass die Pro-

@) 1)
. . e ’ . - =
jectionen A((‘g), I A(S}‘H), Am("), o5 A(Q)(”‘H) in zwei Ridumen R, ,

liegen, die sich in einem Raume R, s schneiden, wihrend im Allge-
meinen zwei Riume R,_» in R, in einem R, 4 sich schneiden. Zu
diesem Zwecke bemerken wir, dass die zwei Riume R, ., die durch

die n Punkte A('”‘?’,A((f;), c ooy ASFD und 43, AP, ..y A{l)(""") be-

stimmt sind, in einem (% -- 2)-dimensionalen Raum X, _, sich schneiden.

Wir legen durch A(%’ und X,_o einen (# — 1)-dimensionalen Raum

Xa-1, der die Gerade A® A/ ® in dem Punkte 4 schneidet. Die

Gerade A4 () 4@ schneidet den Raum X,_» in einem Punkte X, da

AP AL X, liegt. Wir legen daher durch X, zwei Réume
R,_,, die respective in den beiden Réumen A;® A® . .. A &+,
A® A/® . A'+) liegen, so dass sie sich in einem Raume
R,_3 von X, , schneiden. Verbinden wir dann A(%) A((;)) mit
diesen beiden Riumen R, durch zwei Ridume RV , R’ () (was mog-
lich ist, da die Gerade A(g) A(g) die beiden Riume R, 5 in X, schneidet),
so sind diese die zwei gewiinschten Réume.

Jetzt projiciren wir wieder von 4, ® 4,8 respective die Punkte

AL,y At 4@ Ao "D auf zwei neue Riume R® R®,

(2) @)
die durch 4 4® uud einen Punkt A der Geraden 4,®4,®
gehen, so dass die Projectionen A5 .., A0 A, L, A+

in zwei Rédumen R, 5 liegen, die sich in einem (n — 4)-dimensionalen
Raume R,_, schneiden. Wir konnen diese zwei Riume R® | R;El)
in der analogen Weise, wie wir vorher RV 6 R’'(® bestimmt haben,
bestimmen.

Wenn man so fortfihrt, so erhilt man endlich zwei Riume

R®D B0=1 die durch n — 1 feste Punkte gehen, d. h. durch
(W RC) 1) i N. 4’ ’
A“) Am,. "’A(n—I] und respective durch A(f:ﬂl), A‘g‘jl)), A_m(j)l), A(n(—”-l,)-l)

gehen, so dass die Geraden A(n(_"})A((;‘jl‘f; A, A kD in einem Punkte

S, sich schneiden. — Projicirt man endlich von S, aus auf einen Raum
R, der durch die (n - 1) festen Punkte 4, 4@ A=) geht,

)2 et

so erhilt man in der That die » verlangten Punkte 40, 49, ...

v A% AED, aus welchen riickwiirts dureh Projiciren und Schnei-
den die gegebenen Gruppen von n - 1 Punkten erhalten werden
konnen.*)

‘ ¥) Fiir zwei Gruppen von vier beliebigen Punkten zweier Ebenen in R, ist
dieser Satz von Grassmann Bd. 49, Crelle bewiesen worden. Der Beweis aber
fiir diesen Fall ist viel einfacher als im allgemeinen Falle,
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15. Wir werden dic Definition von Mobius diber collineare und
reciproke Gebilde des Rawmes Ry auch fiir die Gebilde im Rawme R,
gebrauchen. Zwei m - dimensionale Riwme S,, und S, heissen also collinear
oder reciprok verw?ndt, wenn eimem Punkte R, von S, ein Punkt R,
oder ein Baum Ry von Sy entspricht, so dass, wenn der Punkt R,
cin Gebilde p* Stufe in S,, beschreibt, das entsprechende Element das
entsprechende Gebilde p* Stufe von S, beschreibt. — Ks ist dann ohne
Weiteres klar, dass 4 harmonischen Elementen eines Gebildes 1t Stufe
von S, 4 harmonische Elemente des entsprechenden Gebildes von
5, entsprechen. Man kann auch leicht beweisen, dass, weun zwei’
collineare Riume S, S, in einem Raume R, liegen und alle Punkte
ihres Schnittraumes 5,1, oder auch, wenn sie ineinander liegen, alle
Puukte eines beliebigen in ihuen euthaltenen Raumes S,,_, ent-
sprechend gemein haben, so liegen alle entsprechenden Punkte von
S,, und S,, in Geraden durch einen Puukt S,, so dass also die 2 Gebilde
S, und Sy, perspectivisch liegen; S, ist dann das perspectivische Centrum
und Sp—1 der Collineationsraum ciner m-dimensionalen Perspectivitiit.

Man kann auch folgenden Satz beweisen. Zwei Riume S,., S,
konnen auf einander reciprok bezogen werden, indem man zwei Ge-
bilden (m — 1) Stufe RO B, von S, zwei Gebilde (m — 1)t
Stufe R’ R'®) von S, entsprechen lisst, so dass den R, .- R,
durch die Gerade R® R,® die Riume R,_3--- I, des Schnittranmes
R, s von R'W R'® entsprechen. Daraus folgt, dass zwei Riume
S, S, durch m - 2 allgemein gelegene Paare von entsprechenden Kle-
menten Ry, ... R,m®; B'®), ... R 2 reciprok auf einander
bezogen werden konnen.

Wir sagen ferner, dass zwei Gebilde nter Stufe um 2 Axen
Sp—met, Sp—m—y in R, collinear oder reciprok auf einander bezogen
sind, wenn sie von einem R, in zwei collinearen oder reciproken Ge-
bilden S, S, geschnitten werden; sie werden daher durch m -2
Paare entsprechender Elemente collinear oder reciprok aunf einander
bezogen. Nur im Falle, dass I}, eine Gerade ist, wenn also die Ge-
bilde Sp-ye1, Sn—m—1 erster Stufe sind, tritt eine Besouderheit ein.
Da ein Punkt der Gerade als duales Element in der Gerade den Punkt
selbst hat, so sehen wir, dass zwei projectivische Gebilde 17 Stufe in
R, gleichzeitiy collincar und reciprok sind. Dies gilt wur fiir Gebilde
1r Stufe. 7. B. zwei projectische Ebenenbiischel in I, konnen sowohl
als collineare, wie auch als reciproke Gebilde 1ter Stufe betrachtet werden.

Aus dem Vorhergehenden folgt: Wenn zwei collineare Gebilde
S, und S, 3 Punkte eines geraden Gebildes, 4 Punkte eines ebenen
Gebildes u. s. w. entsprechend gemein haben, so haben sie das ganze
Gebilde entsprechend gemein.
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Wenn wir anstatt S, ein Gebilde S,_,—i betrachten, das zu
S, collinear ist, so gilt der analoge Satz. Wenn z B. 4 Riume
S, . von S,_nu—1 durch 4 entsprechende Punkte eines Ebenengebildes
von S, gehen, so liegen alle Punkte des Gebildes in ihren ent-
sprechenden Riumen S,_,. Das gilt aber nicht mehr, wenn das Ge-
bilde S,_m—1 reciprok zu S, ist, es gill dann nur, wenn Sp—m—1 €in
Gebilde 1% Stufe ist, da dann dic zwei Gebilde auch als collinear be-
trachtet werden kimmen. Jech mache auf diesen Umstand aufmerksam,
denn es scheint mir, dass derselbe auch in Lehrbiichern der projecti-
vischen Geometrie nicht geniigend beachtet ist.*)

16. Zwei collineare Riume R, { in R, sind durch » 4 1 Paare
von Punkten bestimmt. Wir haben also nach dem Satze der Nr. 13.:
Zwei collineare Gebilde (n — 1y Stufe S0, 8P i R, lassen sich
durch fortgesetztes Projiciven und Schmeiden mitlelst der Elemente cines
dritten Gebildes (n — 1) Stufe S® | in cinander diberfiihren.

Das gilt durchaus nicht fiir reciproke Gebilde, denn aus Proji-
ciren und Schneiden kann man nur collineare Gebilde derselben Stufe
erhalten. Es gilt wieder nur fiir reciproke Gebilde 1'r Stufe, da sie
auch als collinear angesehen werden konnen. *¥)

§ 2.
In einander liegende collineare Réume.

17. Zwei collineare Riume X,%, in R, konnen nur » - 1
Punkte gemein haben, da sie darch ®n -+ 2 beliebige Paare ent-
sprechender Punkte bestimmt sind.***) Denken wir uns, es seien
AW, oo 4D die w4 1 gemeinsam entsprechenden Punkte von
Z,, &, und betrachten wir den Raum A® , der durch die Punkte

*) Reye in der 2. Abtheilung seiner Geometrie der Lage p. 20 sagt: ,,Wenn
zwei collineare oder reciproke riumliche Systeme (im Raume R;) drei Elemente
eines einformigen Grundgebildes oder auch vier gleichartige Elemente eines
Grundgebildes der zweiten Stufe entsprechend gemein haben, so haben sie jedes
Element dieses Grundgebildes entsprechend gemein, was unserer obigen Bemerkung
widerspricht.

*¥) Man kann diesen Satz als Definition der projectivischen Gebilde 1tr Stufe
annehmen (wie z. B. in der projectivischen Geometrie von Cremona geschieht),
nicht aber fiir projectivische Gebilde 2tr oder 3ter Stufe, denn sie schliesst dann
die reciproken Gebilde aus und tberdies muss man, wenn man in einem Lehr-
buche der projectivischen Geometrie diese Definition fiir die collinearen Gebilde
ter Stufe gebrauchen will, den Raum von 4 Dimensionen heranziehen.

*#*) Analytisch sieht man in der That, dass zwei collineare Riume =,z
m B, immer » - 1 Punkte entsprechend gemein haben, die theilweise oder alle

imaginir sein k¢nnen. Der letzte Fall kann nur eintreten, wenn n gerade ist.



Princip des Projicirens und Schneidens, 183

A,®, - -y Aymt) bestimmt wird. Im Allgemeinen haben 2, 3, mit
AW nur die » Punkte 4,®, . .., A=+ entsprechend gemein; haben
sie noch einen anderen Punkt in diesem Raume entsprechend gemein,
so werden sie alle Punkte von 4% ~gemein haben, und daher auch
das Gebilde (n — 1) Stufe um A,. Alle entsprechenden Punkte
P, P, liegen daher in Geraden durch 4,(V, wihrend die entsprechenden
Riume P,_; P,_; ete. in Riume P, von AL | sich schueiden, d. h.
die Gebilde X, X, liegen perspectivisch. Man sieht auch leicht, dass
Ay Py Py und der Schnittpunkt dieser Geraden mit A0
stantes Doppelverhiltniss bilden, die als Charalteristl: der n-dimen-
sionalen Perspectivitit bezeichnet werden kaun. Ist die Charakteristik
= —1, so erhiilt man eine involutorische Perspectivitiit oder Involution.

Wir wollen uns die n 4 1 Punkte A4,®, --. 4,®+) in zwei
Riiume, bez. von einer und von (v — 2) Dimensionen, vertheilt denken, die
wirmit den Symbolen 4, und A2, bezeichuen. Haben diebeiden Gebilde

%, 2, mit dem Raume A('?), und mit der Geraden 4,® mehr als n —1

ein con-

respective 2 Punkte gemein, so haben sie die ganzen Gebilde A, und

A, entsprechend gemein. Irgend zwei entsprechende Punkte PP
liegen in einer Geraden, die 4,0% und A, schneidet. Dabei ist das
Doppelverhiltniss Py Py’ 4,2 A, fiir zwei beliebige entsprechende
Punkte constaut; dasselbe kann als Charakteristil: dicser Collincation
2t Species bezeichnet werden. Wenn die Charaliteristi — 1 ist, so
haben wir eine snwolutorische Collincation 2t Specics.

Wenn wir so fortfahren, so habeu wir den Satz: Wenn n=2r —1
(oder m = 2r) ist, so giebt es in R, r Collincationen beziiglich wvon
der ten, Qten ... yten Species indem respective alle Punkte zweier dualen
Réume, d. h. A,, Ap1; Ay, Ausj + -3 Ara, Ary (oder A,y A,) den
beiden collinearen Riumen X, %, gemein sind. Die Gerade zweier ent-
sprechenden Punkte Py P, trifft dic beiden Grundriume z. B. in Sy Ry,
und die vier Punkle Py P,'S, R, bilden ein constantes Doppelverhdléniss,
die Charaliteristil; der Collincation.

Ist die Charakteristil — 1, so ist die Collincation incolutorisch.
Ist sie gleich einer mte primitiven Finheilswurzel, so ist dic Collineation
eine cyklische der Ordnung m™).

18, Es ist bekannt, dass im Raume R, das Doppelverhiliniss
der 4 Schnittpunkte einer Geraden mit den Seitenfliichen eines Tetraeders

*) Die verschiedenen Fille, die {ir zwei in einander liegende collineare Ge-
bilde vorkommen kénnen, kénnen erschopfend mit Hiilfe der sogenannten Elemen-
tartheiler von Weierstrass behandelt werden (Weierstrass, Monatsber. der
Berliner Akad. 1858, 1868); dic Beispiele des Textes geben nur die wich-
tigsten Fille.
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gleich ist dem Doppelverhiltnisse der 4 Ebenen, die durch die Gerade
und die Ecken des Tetraeders gehen. Ein analoger Satz findet in
jedem Raume Ry, statt. Man hat némlich:

Jeder Raum R, schneidet eine (2m -+ 2)- eckige Pyramide in By, .,
in ciner Configuration, die reciprok der Configuration ist, welche durch
die Projection dersclben Pyramide aus R, entstcht.™)

Abschnitt ITI.

(n — 1)-dimensionale Flichen 2' Grades: I72_,.

§ 1.

Erzeugung einer F2_ durch zwei ineinander liegende reciproke
Gebilde nter Stufe.

19. Es seien zwei reciproke Gebilde n'er Stufe Z,, 2, in IR, ge-
geben, so beweist man leicht, dass alle Punkte (P, @,"), die in ihren
entsprechenden Riumen P, ; oder ,_;.liegen, eine (» — 1)-dimen-
sionale Fliche F2_| erfiillen, welche Polfliiche der 2 reciproken Gebilde
genannt werden kann. Die Réume P,_, oder @,_; umhiillen dann
eine andere (n — 1)-dimensionale Fliche 2t Classe, die als Polar-
fliiche hezeichnet werden mag.

Wenn die reciproken Gebilde eine Involution oder ein sogenanntes
Polarsystem bilden, d. h. wenn jedem Punkte P;in R, derselbe Raum
P,y in 2, wie in X, entspricht, so hat man in jeder Geraden g,
eine Involution, anstatt zweier allgemeinen projectivischen Reihen,
wie im allgemeinen Falle; und die Doppelpunkte derselben gehoren
der Polfliiche an. Zieht man aus einem Punkte P, alle moglichen
Geraden, so schneiden dieselben die Polfliche in zwel Punkten und
der vierte harmonische Punkt P’ von £, in Bezug auf dieselben er-
filllt den Raum P,_,, den wir als Polarraum des Punktes P, in Bezug
auf die Polfliche bezeichnen konnen. Die Beriihrungspunkte der von
P; an die Polfliche gehenden Tangenten liegen natiirlich auch in
dem Polarraume P, i, und da dieser Raum die Polfliiche in einer
(n — 2)-dimensionalen Fliche F2_, schneidet, so sehen wir, dass alle
Tangenten durch P, an die Fliche einen (n — 1)-dimensionalen
P, -Kegel 2t Ordnung bilden. Die Begriffe Polfliche und Polarfliche

¥) Man kann diesen Satz beweisen, indem man eine Reciprocitit bestimmt,

bei welcher den Ecken der Pyramjde die gegeniiberliegenden Réume R,,, ent-

sprechen, und so, dass den Punkten von R, die durch E,, hindurchgehenden
2m-dimensionalen Riume eindeutig entsprechen.
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fallen daher zusammen, d. h. eine (n — 1)-dimensionale Fliche 2er Ord-
nung st auch der zweiten Classe. Man sieht auch leicht: FEin Rawm
R, schmeidet die (n — 1)-dimensionale Fliche 2 Grades F 2
einer Fliche 2, in welchem die F2_ von dem entsprechenden (n—1)-

dimensionalen In_,,_1- Kegel 20 Ordnung des Polarraumes Ry—n—; von
R, berihrt wird. Man beweist ebenfalls, dass jeder Tangential-
raum Ra_y der I'ldche Fﬁ_l dieselbe in cinem (n — 2)-Kegel 2t Ord-
nung schmeidet, dessen Scheitel der Deriihrungspunkt ist. Alle Er-
zeugenden des Kegels gehiren der Fliche I'?_ selbst.*)

Man muss natiirlich beweisen, dass wirklich 2 reciproke Gebilde
%, %, ein Polarsystem bilden konnen. s ist aber leicht zu sehen, dass
ein Polarsystem durch n + 1 KEcken einer Fundamentalpyramide in
R, A, - -+ A)+) und deren Riume AY , ..., A»+tD, wo z B.
AW == 4,0, ... 4@+ s, und noeh durch ein beliebiges Paar
entsprechender Elemente P und 2,_; bestimmt wird.

20. FEine Pyramide, wie sie soeben betrachtet wurde, nennen
wir in Bezug auf die, Kernfliche 2'e» Grades I'?_, des Polarsystems
conjugirt.

Wenn man einen Punkt P, und seinen Polarraum P°,_; in Bezug
auf F2_ betrachtet, so schneidet P, ; die I”? | in einer I'?_,; jede
n-eckige conjugirte Pyramide von I'2 , giebt mit P, verbunden eine
conjugirte Pyramide im Bezug auf 172 . Wir haben daher in P,
n Kanten der Pyramide, die ein Entupel conjugirter Geraden in Bezug
auf die I'?_ bilden, indem wir als Conjugirte einer gegebenen Geraden
g, diejenigen bezeichnen, die den Polarraum G,_s von g, schneiden.

Wir haben also um P, so viele Entupeln conjugirter Geraden,
als es n-eckige conjugirte Pyramiden in Bezug auf die F2_, giebt.

Wenn insbesondere P, der Pol des unendlichen fernen Raumes
P,_, ist, so wird er das Centrum der Fliche sein, und die Entupeln
conjugirter Geraden um P; nennen wir dann Entupeln conjugirter
Durchmesser der F?_. Binem Durchmesser g, der Fliche entspricht
ein Raum @,_;, der ganz im Unendlichen liegt.

Man sieht auch, dass zwei parallele Riume 1%, die I'?_ in @hn-

lichen (m — 1)-dimensionalen Flichen 2" Grades schneiden.

* Ich halte diese Erzeugung als Definition der Fliche 2t Grades fiir besser
als die durch 2 reciproke Gebilde (n — 1)'r Stufe S1, 8, denn so ziehen wir
auch die imagindren F? _ heran. Wir werden aber spiter auch die Krzeugung

n—1
der Fi_l durch 2 beliebige reciproke Gebilde mterStufe, wo m <n ist, kennen lerncn.
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§ 2.
Die (n — 1)-dimensionale Kugel und die Definition der Perpendicularitit.

91, Wenn alle Durchmesser einer I™2_ einander gleich sind*)

so nennt man die F'2_, eine (n — 1)-dimensionale Kugel und das zu-
gehorige Polarsystem kann als e n - dimensionales sphdrisches DPolar-
system bezeichnet werden. Die (n — 1)-dimensionale Kugel bestimmt
im Unendlichen ein (n — 1)-dimensionales sphirisches Polarsystem,
das eine imaginire (n — 2)-dimensionale Fliiche 2\ Grades bestimmt,
die wir als die unendlich ferne imagindire Kugel J %_, benennen wollen.

So sieht man, dass jeder Raum IR, durch das Centrum, und daher
auch jeder Raum I2,,, der zu diesem parallel ist, die (» — 1)-dimen-
sionale Kugel in einer (m — 1)-dimensionalen Kugel schneidet, deren
Polarsystem durch das Polarsystem der ersten mithestimmt ist.

Jetat geben wir folgende Definition der Perpendicularitit der
Riume:

Wenn zwei Riume R, und R, in keinem niedrigeren Raume als
R, gegcben sind, so bestimmen sie im Unendlichen des R, zwei Riume
Ry, L1, die in Bezug auf dic imagindire Kugel J?:_, des R, zwei
Polarriiume Ry_m—1, Ry haben. Die zwei Raume IR, und 12, sind
2u einander senkrecht, wemn der Raum IR,_, in dem Raume R,_,_,
enthalten ist oder durch ihn geht. Wenn dagegen I8, und I, in einem
niedrigeren Raume R, als I, gegeben sind, so gilt die entsprechende Defi-
nition [iir R,, indem man das unendlich ferne sphirische Polarsystem
von R, betrachtet.

Wenn man ein Entupel conjugirter Durchmesser der (n — 1)-
dimensionalen Kugel betrachtet, so sieht man aus der vorigen Defi-
nition, dass sie zu einander senkrecht sind, und dass jeder Raum R,
der durch m conjugirte Durchmesser eines Intupels der Kugel geht,
und jeder Raum Ry, der durch eine belicbige Anzahl der wbrigen
n — m Durchmesser bestimmt wird, zu einander senkrecht sind.**)

*) Ich nehme die Definition der Lénge der gewdhnlichen Geometrie in der
Ebene oder in Ry an.

*¥) Bemerkung, Wir konnen mit Hiilfe der Perpendicularitit auch die
Umkluppung von zwei Réumeu R, ,, R , in R, ausfihren. Es geniigt, von
einem Punkte Py’ von R/ ,, die senkrechte Ebene P, zu dem Schnittraume
K, ovon R, _,, R/ , zu ziehen, die R, _, in einem Punkte R, trifft. Wenn
wir das fiir alle Punkte des R,_; machen, und wir Jassen diese Punkte in den
entsprechenden senkrechten Ebenen P, in einem Kreise mit dem Radius Ry P,
sich gleichformig bewegen, so sagen wir, dass der Raum R/, um B, _, sich
dreht. Schlicsslich, wenn einer der Punkte P, des R, _ in R, fillt, soist der ganze
Raum R, , in R, ; umgeklappt.
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g 5,

Biischel von (n — 1)-dimensionalen Flichen I'? |, speciell von einer
F? | mit einer Kugel K?_

22. Bs ist leicht zu beweisen, dass im Allgemeinen zwei Polar-
systeme des I, eine conjugirte Pyramide gemein haben. Die beiden
F? | der beiden Polarsysteme konnen verschiedene Lagen gegen ihre

conjugirte Pyramide hahen. Wir betrachten nur die allgemeinen Fille*®)
und haben:

Wenn dic (n — 1)-dimensionalen Flichen ziweiten Grades ziceier
Polarsysteme zwei reciproke Riume AG2e-m)  Ablont dhpey con-

R—I ~
gugirten Pyramide in densclben (m—1) und (n — m — 2)-dimensionalen
Flichen zweiten Grades schmeiden, so Laben sie auch die (n — 1)-dimen-
sionalen DBerithrungskegel, deren Scheitelriume Al AUt o)

N—tn— l

sind, gemein. Sie haben noch unendlich wicle conjugirte Pyramiden
gemein, deren Licken respective in den  beiden Iidumen Ah2:--m,
Al on ) enthalten sind.

Im allgemeinen Falle schneiden sich die beiden Flichen zweiten
Grades in einer (n — 2)-dimensionalen Fliche vierter Ordnung. In
dem durch zwei Flichen bestimmten Biischel giebt es (1 4 1) IR -Kegel
von #—1 Dimensionen, deren Scheitel in*den Ecken der conjugirten
Pyramide liegen und deren Erzeugenden die I} , in zwel Punkten
schneiden.

Wenn in zwei Riuwmen R, ziwei (n — 2)-dimensionale Flichen
zweiten Grades liegen, die eine (n — 3)-dimensionale Iliche i dem
Schnittraume R, _s der gegebenen Réume It,_. gemein haben, so
geht durch sic ein Biischel von (n — 1)-dimensionalen Flichen zweiten
Grades. *¥)

*) Nach dem Bezout’schen Theoreme weiss man, dass zwei (v—1)-dimen-

sionale Flichen F,",, I’“‘ ; sich in einer (n — 2)-dimensionalen Fliche F”"”

2
m( ) 1,-mé)) 5 ]«”’zi)) gegeben

sind und dic beiden ersten einem Rawme I, ;, dw drm, ersten cinem Raume
R,_, w. s w. angehdren, so schneiden sic sich in einer Fliche von: Xdy+ Za

— sn Dimensionen und von der Ordnung m® .m@ . m® ..., wo cinige d
verschwinden konnen und wo i=1,2,...s und k=0, 1,...s — 3 zu nchmen ist.
#*) Bemerkung. Dic Zahl der Punkte, die eine )" ; in Rn bestimmen, ist

m+HmA42) - (mtn)
nl = Y(m)*

schneiden. Man findet auch, dass, wenn s Iflichen ]1

Fiir die Fliichen zweiten Grades ist

(R N CE
2

G = 2
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23. Wir betrachten jetzt eine 772 und eine mit ihr concentrische
Kugel K? . Da ihre unendlich fernen Polarsysteme eine n-eckige
conjugirte Pyramide gemein haben, so selien wir, dass die F2_ im
Allgemeinen ein Entupel, aber nur ein Entupel senkrechler conjugirter
Durchmesser besitet. Diese Durchinesser nennen wir die Azen der F?_,
und die Riume, die durch sie gehen, Hauptriuwme der Fliiche.

Die I'? | und die Axen derselben kinnen aus einem Entupel con-

jugirter Durchmesser, die in Grisse wund Richtung durch das Centrum
C, der Fliche gegeben sind, construirt werden.

Denn es geniigt, zu jedem Raume R,_; durch das Centrum C, der
Fliche den conjugirten Durchmesser I, und die senkrechte Gerade
N, zu ziehen, dann bilden I, und N, um G, zwel Gebilde (n—1)ter
Stufe, welche #,Strahlen gemein haben, die eben die Azen sind. Wie
man leicht sieht, ist die Beziehung dieser zwei Gebilde um C, mit
Hiilfe des gegebenen Entupels von conjugirten Durchmessern in der
That bestimmbar.

24. Die unendlich ferne Fliche F2 , und J2? , der F?  und der
K? | haben eine Fliche I'* , gemein. Jede im Unendlichen gelegene
Gerade, die diese Iliche zweimal schneidet, ist die unendlich ferne
Gerade von oo"? Ebenen des I},, welche I'2_| in Kreisen schneiden.

Da die F'* _ von den n-Ecken der conjugirten Pyramide von F? .
und J? , durch Geraden projicirt wird, die sie zweimal schneiden, so

sehen wir, dass alle Ebenen, die durch jede Aze ciner allgemeinen
(n — 1)- dimensionalen Lliche I'? | gehen wnd diese in cinem Kreisc

schmeiden, einen (n — 1)-dimensionalen Kegel zweiter Ordnung um-
hiillen.
Die im Unendlichen gelegene F'* _ kann im Besonderen zerfallen,

und aus den verschiedenen Fillen, die entstehen kbonnen, erhilt man
(n — 1)-dimensionale Flichen zweiten Grades, deren metrische Eigen-
schaften verschieden sind.

%5. Wir betrachten als Beispiel die I'y* in I2,.

Sie schneidet den uuendlich fernen Raum in einer F,?, welche
die imaginire Kugel oJ,2 in einer Curve (* triftt. Im Allgemeinen
also giebt cs keinen Laum Ry des Iy, der die I'\? in eciner Kugel
schneidet.

Die C* kann aber auch in zwei Kreise zerfallen. Dann giebt es
nur zwei Kegel zweiter Ordnung, die beide Kreise enthalten; ihre

d. h. gleich der Anzahl der Punkte, die eine Curve nter Ordoung in der Ebene
bestimmen. Allgemein findet man so auch

P e o VN ) RN G )
- _

(m m!

1.
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Scheitel M, M, liegen in der conjugirten Geraden der Schnittlinie der
Ebenen der beiden Kreise im Bezug auf J,? oder F,2 — In diesem
Falle beriihren zwei Axen der Fy? die Fliche selbst im Unendlichen,
withrend die beiden andern Axen durch M, M, gehen.

Lis gicbt also einc By in Ry, dic vier Azen a," a,® a,®a,® hat,
von denen zwei a," a\® dic Fliche im Uncndlichen beriibren. Es giebt
zwer Richtungen von Réiwmen I, welche die F,? in Kugeln schneiden.
Die beiden Itiume R, welche durch das Centrum der 12 und parallel
zu den genunmten Richtungen verlaufen, bilden mit den beiden Haupi-
raumen Ry, die als aWa,®a,®, a,®a,®aq® zu bezcichnen sind, ecine
harmonische Gruppe. ’

Die F,? und die J,? kiounen sich auch lings eines Kreises be-
rithren; sie haben dann unendlich viele Polartetracder gemein. In
diesem Falle ist die Fy® eine Lotationsfliche zweiten Grades wm cine
Aze ay: um die Axe, die den Mittelpunkt von I7? mit dem Scheitel
des gemeinsamen Beriihrungskegels von F,* und J,? verbindet.*)

Die Flichen F,? und J,* konnen sich auch in einem windschiefen
Vierseite schneiden, Dann haben sie wieder unendlich viele Polar-
tetraeder gemein, deren licken in zwei Geraden It R’ liegen, d. h.:
in den iibrigen Kanten des Tetraeders, das durch das Vierseit bestimmi
wird. In diesem Falle ist diec I, cine Rotationsfliche zweiten Grades
in Bezug auf zwei 2w cinander senkrechte Ebenen IR, R, deren unendlich
ferne Geraden I, 1, sind. Wenn man dic Llotation wm I, ausfiilrt,
so beschreibt jeder Punkt cinen Kreis, dessen Tbene durch I'," geht, und
umgekehrt.

Die F,? und J,? kénnen sich auch in einer Geraden und in einer
C3 schneiden, was wir nicht ndher unternehmen.

§ 4.
Anzahl der linearen Réume, die in einer (» — 1)-dimensionalen F2 |
enthalten sind. Erzeuguug derselben durch reciproke Gebilde.

26. Wir wollen jetzt die Anzahl der Riume bestimmen, die in einer
(n — 1)-dimensionalen Fliche zweiten Grades liegen kinnen. Zu diesem

*) Die Bewegung um eine Axe ay oder um eine Ebene Z, in R, kann mit
Hiilfe der Perpendiculantiit ausgefiihrt werden, Wir ziehen durch einen Punkt
P, den senkrechten Raum R; zu a4, der @, in einecm Punkte P, trifft, In der
Bewegung um @, wird P, eine 2-dimensionale Kugel mit dem Centrum P, be-
schreiben, die in R, enthalten ist — oder weun es sich um die Rotation um
eine Ebene F, handelt, so beschreibt der Punkt P, einen Kreis, dessen Centrum
P, in E, liegt und zwar in dem Schuittpunkte der senkrechten Ebene, die man
von P, zu E, ziehen kann und die mit I, nicht in dem Raume P, B, liegt; und
dessen Ebenc die senkrechte Ebene selbst ist. —
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Zwecke brauchen wir die sterecographische Projection, d. h. wir projiciren
die F2 | aus einem ihrer Punkte P, in denjenigen Tangentialraum
Sn_1, der zu dem Tangentialraume in P; parallel ist.*)

Betrachten wir zuerst eine F,? in R, und projiciren wir sie von
einem ihrer Punkte P, auf den Tangentialraum S, der zu dem Tan-
gentialranme P, in P, parallel ist. S, und P, schneiden sich in einer
unendlich fernen Ebene, welche die F,? in einem Kegelschnitte X2
trifft. Verbinden wir die Punkte dieses Kegelschnittes mit P, so be-
kommen wir einen 2-dimensionalen Kegel zweiter Ordnung, dessen
Erzeugenden in der F,? selbst liegen. Dieser Kegelschnitt. kann nicht
in zwei Geraden zerfallen, denn sonst wiire die unendlich ferne Ebene
Tangentiaiebene an die Fliche, was nicht moglich ist. Jede Gerade
g; von F,* wird aus P, in eine Gerade g," von S; projicirt, die
den Kegelschnitt K,* trifft. Denn die Kbene durch P, und g,
schneidet die F,? in einer andern Geraden, die durch P, geht und
die parallel zu g," ist. Umgekehrt jede Gerade g," in S;, die K,? trifft,
ist die Projection einer und nur einer Geraden der F% die nicht durch
P, geht. Zweien solchen Geraden g,', die sich in einem endlichen
Punkte A4 von §; treffen, entsprechen zwei Geraden von 7,2, die sich
in einem Punkte 4, schneiden. Wir sehen also, dass dic Geraden der
I eine oo*-fache Mannigfaltigheit bilden.

Wenn drei beliebige Geraden der F,? gegeben sind, die nicht in
einem I, liegen und sich nicht schneiden, so haben sie nur eine
Transversale, die auch in der Fliche liegt. In der That, der Raum
Iy, der durch zwei derselben bestimmt ist, trifft die dritte in einem
Punkte 4;, und wenn wir von diesem, Punkte die Transversale zu den
beiden ersten ziehen, so ist eben diese die gewtinschte Gerade. Man
hat also:

Wenn cin Quadrupel von vier belichigen geraden Linien ciner I
derart gegeben ist, dass sich dic Geraden zu zwei und zwei wicht
schneiden und auch wicht zu drei und drei in cinem Raume R, liegen,
so bestimmit dasselbe vier Transversalen, die auch in der Fy* liegen und
die das zu dem ersten complementire Quadrupel bilden. Wenn fiinf be-
liebige Geraden der Fy* gegeben sind, so kamn man in dieser Weise

belichige viele andere Geraden der F,2 construiren.
— .

*) In verschiedenen Aufsitzen der Comptes Rendus (siehe z B. t. LXIX
»Sur une nouvelle série de systdmes orthogonaux algébriques), sowie in seinem
Buche: ,,Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques (Paris
1873)¢ hat Darboux die stereographische Projection der F,2, in einen
R, , fiir metrische Geometrie benutzt; desgleichen Lie in den Gottinger
Nachrichten 1871, 1872, sowie Klein im V. Bande der mathem. Annalen
(Ueber Liniengeometric und metrische Geometrie), oder Gottinger Nachrichten
1872 (Geber eincn liniengeometrischen Satz).
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Da {eine Fy* in R, durch 14 beliebige Punkte bestimmt wird
(siche Bemerkung Nr. 24.), so kann man 12 von diesen Punkten drei
zu drei in vier beliebigen Geraden withlen. Das Quadrupel dieser Ge-
raden hat ein complementiires Quadrupel von vier Geraden, die auch
in der Iy* liegen. Somit sind die acht Geraden zweicr complementiren
Quadrupel der wvollstindige Durchschwitt von drei Flichen Fye.

27. Wenn wir jetzt eine F\? in R, stereographisch von einem
ihrer Punkte P; in den Tangentialraum S, projiciren, der zu dem
Tangentialraum P, in P, parallel ist, so bekommen wir im Unend-
lichen eine F,? (d.h. in dem Schnittraume von S, und P,), die kein
Kegel sein kann. Hieraus schliessen wir, dass die I'? keinen Raum
R, enthilt.®)

Weun wir die zwei Systeme von Geraden vou I} mit P, ver-
binden, so erhalten wir die zwei Systeme von Kbenen des 3-dimen-
sionalen Kegels P, der zur Kliche F,? gehort. Jede Gerade g, von
Fz? wird in S, in eine Gerade g, projicirt, welche die unendlich
ferne Fliche F,* schneidet, und umgekehrt. Eine Ebene &, von I)?
wird von P, in eine Ebene G, von S, projicirt, die durch eine Gerade
der F,* geht. Umgekehrt, jede Ebene G,” von S,, welche die F,? in
einer Geraden schneidet, ist die Projection einer einzigen Ebene G,
von F,?, die nicht durch I’y geht. Zwei Ebenen G, von S,, die sich
in einem im Endlichen gelegenen Punkte A4, treffen und iiberdies die
F,? in zwei Geraden desselben Systems schneiden, entsprechen zwei
Ebenen G, der I'% die sich nur in einem Punkte A, schneiden;
dagegen zwei Ebenen G,, die sich in einer Geraden schneiden (und
also die Z7,% in zwei Geraden von verschiedenen Systemen treffen),
entsprechen zwei Kbenen der I,?, die eine Gerade gemein haben. Die
Zahl der Ebenen durch eine Gerade in /¢, ist co® und die Zahl der
Geraden von F,? ist 200!, daher besitzt die I, zwei Systeme von
oo? Ebenen. #¥)

Wenn wir eine F,® in I, betrachten, so haben wir im Unend-
lichen eine 1% die oo® Gerade hat, und da die Zahl aller Ebenen
durch eine Gerade I}, oo® ist, so hat die 1?2 oo®? = oo” Kbenen.
Sie kann keinen hoheren Raum enthalten.

Das Gesetz ist evident, und wir konnen daher sagen:

Im Allgemeinen enthilt die (2m — 1)-dimensionale I'liche sweiten
Grades in IR, em System von

*) Das Studium der projectivischen Eigenschaften der F,? in R; ist nach
Klein (Mathem. Annalen V, p. 263) ohne Weiteres fiir Liniengeometrie zu ver-
werthen und also fiir projectivische Geometrie des gewdhnlichen B3 sehr wichtig.

* ##) Cayley hat diese zwel Systeme von KEbenen der Iy bereits in einer
Note: On the superlines of a Quadric surface in five-dimensional space. Quartely XII,
1873, betrachtet.
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003 . m3.4.5...(m-—1)n

Réumen By, dagegen die 2m-dimensionale Fliche zweiten Grades in

Ro it 2wei Systeme von
m:) . 0o34...m(m—1)

Riumen R, . Diese I'lichen kinnen keinen hiheren Raum enthalten,
ohme in cinen Kegel auszuarten. Kir m = 1 hat die F,? nur 200! R,
wie bekannt.

Man sieht auch aus dem Vorhergehenden, dass ein I,-Kegel
zweiter Ordnung in 7, und von drei Dimensionen zwei Systeme von
Ebenen, ein 4-dimensionaler Il-Kegel zweiter Ordnung in R, nur
Ebenen und zwar oo® besitzt u. s. w.

Im Allgemeinen hat ein (2m — 2)-dimensionaler R -Kegel zweiter
Ordnung wm Raume R,y oder ein (2m — 1)-dimensionaler R - Kegel
zweiter Ordnung in s, nur Rdume R., andernfalls artet er aus.

28. Wir wollen iiber die KErzeugung der F2 , durch reciproke
Gebilde nur die Sitze mittheilen.

Betrachten wir zwei projectivische Biischel von Réumen R, ; um
S®,, 8@, . Diese konnen sowohl als reciproke wie auch als collineare
Gebilde angesehen werden. Wir haben:

Zwei collineare (oder reciproke) Gebilde erster Stufe, deren Axen
awei Riume S, , S®, sind, erzeugen einen (n — 1)-dimensonalen Kegel
zweiter Ordnung, dessen Scheitel ein Rawm S,y ist.

Wenn wir zwel beliebige reciproke Gebilde nehmen, deren Axen
S, 8 sich nirgendwo schneiden, so haben wir folgenden Satz:

Die (n — 1)-dimensionale I'liiche zweiten Grades in R, wird durch
zwei  belicbige reciproke Gebilde erzeugt, derem Azen 80, Spw) sich
nirgendwo schneiden und ibrigens ganz belicbig in der Fliche liegen

—1 "
(p < 275 oder <2 — 1),
Wenn eine cinzige Gerade der I'ldche reell ist, so sind alle Rdume
R, Ry, ..., Rur oder Ky, ..., R’L_l der Fliche reell.
2 2
Wenn dic awei Azen SO, S® in einem Raume S, sich schneiden,
so erseugen die beiden rveciproken Gelilde einen (n — 1)-dimensionalen

S,-Kegel zweiter Ordnung. —

§ 5.
Polarfiguren in Bezug auf eine (» — 1)-dimensionale F'2 .
%9. Betrachten wir eine (n 4 1)-eckige Fundamentalpyramide in

R,. Wir konnen die Ecken und die gegeniiberliegenden Riume R,_:
als entsprechende Elemente eines Polarsystems ansehen. Es giebt dann
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oo* reelle Polarsysteme (in denen jedem reellen Elemente ein reelles
entspricht), die die Fundamentalpyramide als conjugirt gemein habeu.

Es sei dagegen eine Pyramide von N Réumen 1, 2, ..., N, wo
N < 2n ist, gegeben » 80 nennen wir sie polar in Bezug auf eine Fliche
F? |, wenn jedem Punkte der Pyramide z. B. 1,2,3,..., n, ein
Polarraum entspricht, der durch den Raum geht, in welchem sich die
iibrigen Réume n -4 1, ..., N schueiden. BEs ist dann leicht, fol-
genden Satz zu beweisen:

Es giebt m — 1 Polarfiguren cines TRaumes R, dic aus ciner
Fundamentalpyramide der ]{dump Rug1, Ruge, o o oy Ropey durch
Schneiden mit R, entstchen. Sie sind Polarfiguren in Beaug auf oomtt,
oot L., oofm-l 2

30. Es sei wieder eine (n 4 1)-eckige Pyramide in 1%, gegeben.
Schneiden wir sie mit einem Raume S,_, so erhalten wir in S,_;,
wie es aus Nr. 6. hervorgeht, wenn man N=wn-4+1, r=n —1
setzt, eine Figur von

1 1 - ) ) )
_"'L_("LQ""__)_ RO) _"_"__(77"1‘73 (n‘*l) ]"17 T _”;(_’"‘2"':1) ]ln—Sy n + 1 I‘n——.’h

so dass in dieser Figur jeder Punkt einem Raume I2,—3; complementiir
ist. Durch jeden R, gehen n — 1 R, ...,

m—1) - (m—m) -, —1 — 2 -
I (’;nl_'_-_‘f)—!"‘ _)' ])""l., etC., ’(n*')'2(lz ""’l ]{n_:}, n - 1 _I.l,r"Al.

In jedem R, liegen 3 It etc., in jedem I?,_ -(-?:l)‘—z(ﬁ:?) R,

Nun schneiden wir mit S, auch alle co™ F’2_, in Bezug auf welche

die Fundamentalpyramide in 2, sich selbst conjugirt ist. So erhalten
wir in S,y oo I’?_,, welche die Schuittfigur 4 als Polarfigur haben.

Greifen wir eine solche I7? , heraus und bezeichnen wir die n - 1
Riume 1%, der Figur 4 mit den Zahlen 1, 2, ..., % + 1. Der Punkt
R,, der durch die Riume 1,2,..., n — 1 bestimmt wird, hat in
Bezug auf die gewiihlte Fliche I'? , cinen Polarraum It o, der durch
den Schnittraum %, geht, der in der Figur 4 zu dem Punkte
1,2,...,n — 1 complementiir ist, d. h. durch denjenigen Raum 12, g,
der durch die iibrigen Riume 1¢, », niimlich » und n 4 1, gegeben
ist. Wenn wir das fiir alle Punkte I}y von 4 machen, so erhalten
wir die polarreciproke Iigur von A in Bezug auf I'? ,, die also aus

ﬁ@—;——ll R,._; besteht, welche eine (n -+ 1)-eckige Pyramide in S,
bilden. Die 7 -~ 1 Ecken liegen natiirlich in 17’—(—"-2—{;1—)— Geraden, die

den Ri#umen R,_s der Figur A entsprechen. In dem Raume n, n4-1

Mathematische Annalon, XIX. 13
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z. B. liegen, nach dem Vorhergehenden, —("—_—1%(-'1—:3)- R, der Figur 4,

Die Polarriiume R, o dieser Punkte in Bezug auf F? , gehen durch
die Polargerade des Raumes R,_s:mn, #n -4 1, welche zwei Ecken
der reciproken Figur verbindet, die wir als n, n + 1 bezeichnen. Die
—("—:———1)2@*:2—) R, liegen aber auch in dem Polarraume R,—o des
Punktes 1,2,3, ..., n — 1 der Figur 4. Dieser Punkt muss daher
in der Geraden n, n 4 1 liegen.

Die M;Q Geraden der reciproken Figur gehen also respective

durch die M‘—j'——ll Punkte der Figur A. Die Pyramide aus » 4 1

Riumen R,_; und die reciproke in Bezug auf F? ,, die aus % - 1
Ecken besteht, bilden zusammen eine Figur von

—”—m—;—}'—l)— +n+1= {—"+—1)—;”-—|_——21 R, und ebensovielen R, ;.

Diese Punkte B, liegen drei zu drei in

nin—1) (n-41) nn—41)  amn41)(n42)
T 2.3 t+ 55 = 2.3

Geraden, die » zu » durch jeden Punkt R, gehen.

Wie aus Nr. 7. ersichtlich ist, ist dies die Figur von zwei per-
spectivischen n-eckigen Pyramiden in S,_;; es geniigt, im Satze Nr. T.
r =mn — 1 zu setzen. Das perspectivische Centrum der beiden Pyra-
miden hat als Polarraum in Bezug auf ¥, den perspectivischen Raum

R,—s. Somit haben wir folgenden Satz:*)

Zwei perspectivische Fundamentalpyramiden 13, 14, ..., 1 (n+41);
23,24,...,2(m 4+ 1) in R,, die das perspectivische Centrum 12 haben,
sind i Bezug auf ecime und nur eine (n — 1)-dimensionale I'ldche
zweiten Grades F?* | einander polarreciprok, so dass der Punkt 12 den
Raum 34, ...,n + 1 als Polarraum hat.

Jeder Punkt der Figur (Nr. 1.) kann als Centrum von zwei solchen
in Bezug auf F? | einander reciproken Pyramiden angeschen werden,
deren Ecken zu der Figur selbst gehiren; d. h. die ganze wom zwei per-
spectivischen Pyramiden gebildcte Figur ist in Bezug auf F 2 | sich
selbst reciprok.

Aus Nr. 7. geht ferner hervor:

Fiir eine jede der n + 3 Gruppen, die aus der vorigen Figur ent-
stehen, sind die (n—-2)-eckige Pyramide und die duale Pyramide in Bezug

*) Ich spreche den Satz fiir zwei perspectivische Fundamentalpyramiden des
R,, statt des R»—1, aus,
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auf die F?_, sich selbst polar und cinander polarreciprok. Die Gleichungen
der F? | bezogen auf die n 4 3 (n 4 2)-eckigen Pyramiden oder

auf die n+ 3 dualen Pyramiden enthalten daher wur die Quadrate
der Variabeln.*)

Abschy """ TV.

ar.C..

§ 1.
Charaktere der Curven in R, und die zwischen ihmen stattfindenden
unabhingigen Gleichungen.**)

31. Fiir eine ebene Curve m'e Ordnung und k' Classe mit D
Doppelpunkten, R Spitzen, d Doppeltangenten und w Inflexionstan-
genten hat man folgende drei unabhiingige Pliicker’sche Gleichungen:

h=Fkk—1)—2D—3R, k=nn—1)—2d — 3w,
w— R =3k — n);

man hat ferner aus diesen Formeln

) (n—1)2_(n—2) D R— (k—l)iz(k—2) e d—w.

Eine Curve C™ in R, hat im Allgemeinen ncun Charaktere und
zwischen ihnen bestehen zwei Gruppen von drei unabhiingigen Cayley-
Pliicker’sche Gleichungen.

Man erhdlt die erste Gruppe aus den Pliicker’schen Gleichungen
derjenigen ebenen Curve, die durch Projection der Raumcurve von
einem beliebigen Punkte in eine beliebige Ebene entsteht; die zweite
Gruppe aus den Pliicker’schen Gleichungen der Schnittcurve der zur
Raumecurve gehorigen Developpable mit einer beliebigen Ebene.

Betrachten wir jetzt eine C™ im Raume R,. Wir bestimmen ihre
Charaktere, indem wir zuerst die Curve C™ von cinem beliebigen Punkte
O in einen Raum von drei Dimensionen S, projiciren und nachher die
Developpable der C™ mit einem 3-dimensionalen Raume 1%, schueiden.

Es sei ;O™ die Projectionscurve in S; und ;O™ die Schuitteurve
von R, mit der Developpablen. Um die Charaktere der ;O zu erhalten,
projiciren wir sie einmal von einem Punkte 0" von S, in eine beliebige
Ebene S, von S;, und schneiden sodann ihre Developpable mit einer
Ebene S,

#) Der Beweis vereinfacht sich fiir zwei perspectivische Dreiecke in der
Ebene oder fiir zwei perspectivische Tetraeder in R; betriichtlich.
#*) Vergl. meine Notiz im 18. Bande dieser Annalen, p. 448.
13"
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Um die Charaktere der ,C,™ zu erhalten, projiciren wir sie aus
einem Punkte O, von R, in eine Ebene R, von It; und schneiden
iibrigens ihre Developpable mit einer Ebene ). Hs ist klar, dass
das Schneiden der Developpable von ,C mit der Ebene S," und das
Projiciren der ,C,™ in eine Ebene fquivalente Operationen sind, d. h.
die Curve in S, und die Curve in R, liefern dieselben Charaktere der O,

Wir haben also fiir die O™ nur drei Gruppen von unabhingigen
Gleichungen.

Wenn man in dieser Weise fortfihrt, so sieht man, dass man fiir
eine C™ in einem n-dimensionalen Raume 1%, (wo m>n) n—1 Gruppen
von drei unabhiingigen Gleichungen erhilt.

Die erste Gruppe bekommen wir durch successives Projiciren. Wir
projiciren die C zuniichst von einem Punkte O aus in einem (n—1)-
dimensionalen Raum S, in ,_;C0™, dann projiciren wir die ,_;Cm
von einem Punkte O® von S, ; in einen Raum S,_,; ete.; endlich
projiciren wir die ,C™ aus einem Punkte O®—% von S, in eine Ebene
S, als Curve ,C™; d. h. wir projiciren die O™ selbst in S, von dem
(n — 3)-dimensionalen Raume aus, der durch die n — 2 Punkte 0, 00, ..
.., 0=3) bestimmt wird.

Die weiteren Gruppen erhalten wir, indem wir die Developpable
der Cm und aller Projectionscurven ,_C™, ,_sC™, ete., ,C™ re-
spective mit Ebenen schueiden, die in S,_1, 8wz, ..., S; enthalten
sind. Die Schnittcurven seien n_lO,"‘("'2), ,,__201"‘("‘3’ DD o 2017"“’.
Es ist nicht schwer zu sehen, dass die » — 1 ebenen Curven ,Cm
a i C=R 20,“) geniigen, um die Charaktere und die Glei-
chungen aller Curven zu bestimmen, die aus der U™ durch Schneiden
und Projiciren entstehen konnen.

32. Wir wollen jetzt die Charaktere der C™ mittelst der oben-
genannten Curven finden.

Um dies auszufithren, fangen wir mit der ebenen Projectionscurve
,C™ an, deren Charaktere m, k, w, D, R, d sein mdgen. Wir inter-
pretiren sie fiir die O™,

m liefert die Ordnung m aller Projectionscurven und der (' selbst.

k,  den ersten Rang k der Developpable der O™ und aller Pro-
Jectionscurven, d. h. k ist die Zahl der Tangenten der C™,
die einen Raum IR, , schneiden;

w ,, fir die ;" die Classe, fiir die ,(" die Zahl der Schmiegungs-
ebenen, die eine Gerade schneiden, fiir die ,C™ die Zahl
von Schmiegungsebenen, die eine beliebige Ebene treffen
u. 8. w., und endlich die Zahl der Schmiegungsebenen der
C™, die einen beliebigen Raum R,_; schneiden. Wir nennen
w den zweiten Rang der C™ Also:
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Die  Schmicgungsebenen der C™ bilden eine einfache
Mannigfaltigleit, die cine 3-dimensionale I'liiche w' Ordnung
bilden.

R liefert die Zahl der Spitzen der C™ selbst und aller ihrer Pro-
jectionseurven;

D ,, die Zabl der Riume R, s, die durch den Projectionsraum
O0n—3=0,00, ... 0= gehen und dic Curve C" zweimal
schneiden

d e die Zahl der Riume R,_; durch O,_;, die zwei nicht auf-
einanderfolgende Tangenten der O™ enthalten.

Hat die O™ D, Doppelpunlte wnd d, Doppeltangenten, so ver-
mchren sich D und « respective um 1), und ;. —

Anstatt nun die verschiedenen Curven 0", .. ., =¥
einzeln zu betrachten, wie wir es jetst fiir die ,C" gemacht haben,
wollen wir jeden Charakter bei allen Curven zugleich fir die C* inter-
pretiren. Es seien

m®, m@, ., ;=D kO @ R e 0® L,
RO, RO, ., Re=2; DO D@ ... Do~ qn, @, ., de-

~2).
wn ),

die Charaktere dieser Curven. Dann folgt zuniichst:

Die Ordnungen e e, o mt D sind alle gleich k.

Die Inflexionstangenten w® der (/=" liefern die stationiiren Ebenen

der ,C», die Classe der (", und fiir die

folgenden Curven O™, (O™, ..., C™ die Zahl
der Schmiegungsriiume Iy, welche cine Gerade,
eine Bbene, u. s. w., einen beliecbigen Raum

R,_4 schneiden. Wir nennen w® den dritten

Rang der C™, wie auch ihrer Projectionscurven

2107y o ooy O™,

Wir kénnen also sagen:

Die Schmicgungsriume Ity der C™ bildew cine

einfache Mannigfultigheit von Riwmen Iy wnd

erzeugen susammengenommen eine 4-dimensionale

Fliche wher Ordnuny.

Dic Inflezionstangenten w® der €, liefern die stationiiren Riume
1y der ,Cm, die Classe der ;C™, dann ferner
fir die O™, die Cm ete,, die Zahl der
Schmiegungsriume R,, die eine Gerade, eine
Ebene u, s. w., schneiden. Wir nennen w®
den vierten Lang der C™ ¢benso von »—1C™, ..
.., O Alle Schmiegungsriume B, der C™
bilden eine H-dimensionale Fliche w®® Ordnuny.
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Das Gesetz der Bildung der Ringe der C™ und ihrer Projections-
curven ist hiernach klar; insbesondere giebt w9 die Classe der Cm
und w2 die Zahl ihrer stationiren Riume R,—;. Die C™ kann noch
w, Inflexionstangenten, w,® stationéire Schmiegungsriume R, 5 haben,
die dann auch respective bei den Projectionscurven vorhanden sein
werden. — Die O™ hat also n — 2 Ringe k, w, w, ..., w®4, und
wir konnen sagen:

Die Schmiegungsriwme R, der C™ (p > 1< m— 2) Ulilden eine
cinfache Mannigfaltigheit von Riumen R, einer (p + 1)-dimensionalen
Fliche der w»=2tr Ordpung. Fir p =1 hat man w= =F.

Die fernere Uebersicht iiber die Singularitéten unserer Curven ge-
staltet sich folgendermassen:

1) Die Classen
kM von L0 st = w,

(2)
k® ” 301m »n = w(l)s

Jn—2) y O = i),
2) Die Zahl der Spitzen
R®  von ,C® st gleich der Ordnung von ,C™ d. h. = m,
R® 0 . dem Rangek , ,0m , =k,

(8) —
R® O n oy w W, Om o, =w,

—2
R»=5 n—lotm(n ) » o » » g w®4 der Cm = w4,

»

3) Doppelpunkte.

&) Dic Zahl der Doppelpunkte D® von ,C™" liefert die Zahl der
Paare von nicht aufeinanderfolgenden Tangenten der ,0™, die
sich in einem Punkte einer festen Ebene schneiden. Insofern
man die C™ aus dem Raume 0,_, = 0, 00, ..., 0¢—9 projicirt,
liefert sie also die Zahl der Paare von zwei nicht consecutiven
Tangenten der C™, die einen beliebigen Raum R, ; (nimlich
den Raum der durch O,_, und die Ebene der Curve 20"‘“’
bestimmt wird) in zwei Punkten einer Gerade schneiden,
welche einen beliebigen Raum O0,_ in R, trifftt. Hat die
C™ d, Doppcltangenten, so vermelrt sich DD ersichtlich wm d, .

b) Die Zahl der Doppelpunkte D® von ,C7®. In analoger Weise,
wie fiir D", sieht man, dass D® die Zahl der Paare von
nicht aufeinanderfolgenden Schmiegungsebenen der O liefert,
die einen beliebigén R, _; von R, in zwei Punkten einer Geraden
schneiden, welche einen beliebigen festen Raum O,—s von R,_;
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trifft. Hat dic C™ 4, Doppelschmicgungsebenen, so vermehrt
sich D@ wm d,™.

Das Gesetz der Bildung dieser Charaktere ist hiernach evident.
Schliesslich kommt:

Die Zahl der Doppelpunkte D®-9 ypop ;0" lefert die Zahl
von Paaren nicht aufeinanderfolgender Schmiegungsriume R,_;
der C, die sich in einem Punkte einer festen Ebene schneiden.

D=3 st also die Ordnung der (n — 2)-dimensionalen
Doppelfliche derjenigen Developpable, die aus den Schmiegunys-
raumen R,_y der C gebildet ist, cte.

Hat die C™d, -2 doppelte Schmicyungsriume 1R,_s, so
vermehrt sich D=2 wm d,(*=,

4) Doppeltangenten.

a) Die Zahl der Doppcltangenten d® von ,0™" liefert die Paare
von nicht aufeinanderfolgenden Schmiegungsebenen der ,Cm,
die sich in einer Geraden einer festen Ebene schneiden, d. h.
dM liefert die Zahl der Paare von nicht aufeinanderfolgenden
Schmiegungsebenen der O, die einen Raum R, ; in zwei Ge-
raden schneiden, welche mit einem festen Raume O, von
R,y in einem Raume R,_. liegen. Hat die C™ d,") doppelte
Schmiegungsebenen, so vermehrt sich d® um d," ete.

b) Die Zahl der Doppeltangenten d»=2 von ,_,C" ™ liefert die
Zahl der Paare von nicht aufeinanderfolgenden Schmicgungs-
rdumen R,_; der C™, die sich in einer Geraden einer festen
Ebene schneiden.

33. Jede der n — 1 Curven ,C», ,C;V, . .., 4yC"™™ be-
sitzt sechs Charaktere. Fiir die C™ ergeben sich also zuniichst 6n—6
Charaktere, Wir haben aber gesehen, dass:

M) = m® == =D = f; BV = w, k@ = w, .., k=13,
RO =m, R® =k, R® =1, ..., R0 = w2,

Bs sind also 3w — 6 der 6% — 6 Charaktere respective anderen
gleich. Daher hat die C nur 3n allgemeine Charaktere; sie kaun
iiberdies noch # — 2 verschiedenartige stationiire Elemente respective
in der Anzahl w,, w,®, - -, w,®® und n» verschiedenartige Dol)pe]-
elemente D,, d,, d;', - - &, nimlich D, Doppelpunktfz, d,
Doppeltangenten ete., d,*~*» Doppelschmiegungsriume Iy—y besitzen.

Wir haben also folgende (» — 1)-Gruppen von 3 Gleichungen:

h—=mm—1) —2[D+ D] —3R;
(1) m=k(k — 1) — 2[d + d} — 3w + wy);
w4+ w, — B =3k — m);
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w="hk(&— 1) — 2[D® + d,] — 3(m -+ wy);
@) h=w(w — 1) — 2[dY 4 d,®] — 3(w® + w,®);
m 4w, — (W 4 w,®) =3k — w);
wV = ww — 1) — 2[D® + d,0] — 3k + w,®);
(3) | = whwd — 1) — 2[4 4] — 3w 4 w,®);
ot w0 — (00 0,®) = 3 — w);
.w(n- 3) =u}(n—-4)(w(n -4) __ 1) 9 [D("—2)+d]("‘3)]-*3 (’10("_5)—'—201("'—3));
(n___ ]) w(n- 4) w(n,—-S) (w(n-S) S 1) - 2 [d(n—2) + d](n~2)] — 3 10("—2) ’
W0 - 4, =) — =) = 3 (10~ — gp(+=D).
Fiir das Geschlecht aber erhilt man 2(n — 1) Gleichungen:
— — : b—1)(k—2 -
p_—_-ﬁﬁ_’)g(’_’?,?)_ Dt D —R =L__L2(,_..’)_4_ [d--d,]
- (W+w1),
,=L’C_—_1)2(£:2)_ —[DW 4 4] — (m~+ w) = 2= 1}2&”:_21
— (@ + 40) — @O + w,®),
(n) . . . . . . . . . . . . .

(™ — 1) (= _2)

3 < — [D0=3 - @, =8] — (=2 - gpn—3)

(=) __ 1) (3 _ ]
i )2(“’ 2 _ [dn=2) - =] — -2,

Wir haben also die Siitze:

Eine Curve C™ in einem n-dimensionalen Raume R, hat 3n all-
gemeine Chavaktere, zwischen welchen n — 1 Gruppen wvon 3 wunab-
héingigen Gleichungen bestchen.

Sie kann noch m — 2 Arten von stationiren und n Arten von
Doppelelementen enthalten. _

Wenn Doppelelemente vorhanden sind, so treten sie in den vorawus-
gehenden Gleichungen wwr in den eckigen Klammern ouf, d. h. wir
kommen alsdann die Summen [D + D], [d 4 d,] ete. als 2(n — 1)
Charaktere betrachten.

Man sieht zugleich aus dem Vorliergehenden, dass die Projections-
curven und die Schnittcurven mit ihren Developpablen oder mit den
von O™ selbst dasselbe Geschlecht p besitzen, wie es sein muss.
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Ich sage nun tiberdiess:
Wenn 3 Charaktere  gegeben  sind, so kann man die 1brigen
berechnen.
In der That aus dem Ausdrucke
p=2=00=9D 154 py_R
hat man

[D+D]+R=2=DM=D _

und aus den Formeln (1), (2), -+, (n — 1) {olgl:

h=2(m —1)— R + 2p,
w=3(m —2)— 2R — w, + 6p,
wh =4(m — 3) — 3R — 2w, — w,® + 12p,

w =(n—1)(m—n+2)—(n—2) R — [('n—'i) w1 + (n—2)w, V- ..
+w 0+ (mn—1)(n—2)p,

W= =nm—nd-1)—n—1)R—[(n—2)w,~+ - 2w, 40 @n—1)p,

wr—A=(n-+1)(m —n)—nR—[(n—T)w, 4] F+nmn-41)p.

Diese Gleichungen geben uns aber das Mittel um die Ringe, die Classe
und die stationiiren Réume R, der (), zu berechnen, wenn das Ge-
schlecht p, die Ordnung m, dic Zahl der Spitzen und dic andern
stationiiren Elemente gegeben sind, was zu beweisen war.

34. Die Projectionscurven der C* des I, in die niedrigeren
Réume It,_y, Ry—g, - -+, It,, I}, werden, wie wir wissen, erhalten,
indem man von einem R, I, - - -, Il,_s respective projicirt. Wenn
wir specielle Lagen der Projectionsriume 1y, I, - - -, It,_g betrachten,
so bekommen wir Curven der m'e oder mniedrigerer Ordnung, deren
Singularititen von der speciéllen Lage der Projectionsriume abhiingen.

Ein Raum R,_3 kann z. B. einen Punkt 4, mit der Curve gemein
haben. Dann legen wir durch die Tangente in 4, an die Curve einen
Raum R,_;, der die Curve O™ mnoch in m — 2 Punkten schneidet.
Daher wird [D -+ D,] sich um m — 2 vermindern; wund allgemein,

wenn R, 3 ? Punkte mit der C™ gemein hat, so vernundert sich

[D+ D] um m — n.

Wenn der R,—; cine Tangente schneidet, so erhilt die ebene
Projectionscurve der C™ eine Spitze, dasselbe geschieht fiir die Pro-
jectionscurve in einem Raume R, (p < ), wenn der projicirende Raum
R, ,_, von einer Tangente der C™ getroffen wird. Trifft der Raum
R,_,—1 eine Schmiegungsebene der C™ in einem Punkte, so erhilt die
Projectionscurve in R, eine Inflexionstangente; wemn R, ,_: einen
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‘hmiegungsraum R, der Curve schneidet, (s <P), 50 bekommt die
‘ojectionscurve einen stationiren Raum R,

Wir sehen also, dass die verschicdenen Singuwlaritdten der I’?‘ojections-
roe der O™ aus den wverschicdenen Lagen der Projectionsriiume
s, By o Racs gegen die O entstehen. Analoge Belrachtungen
mn man natirlich auch mit der Developpablen der C™ machen. So
kennen wir, wie wichtig das Princip des Projicirens wnd Schneidens
r das Studivm der Singularitiiten der Curven und in analoger Weise
ich der Flichen sein muss.

Wir werden das besser in den folgenden Paragraphen durch Bei-
iele verstehen.

8§ 2.
Einfachste Anwendungen.

35. Wenn wir in den letzten Formeln Nr. 33. p=0, w,=w "=...
;w9 =0, R = 0, n = m setzen, so haben wir die Riinge, die
asse und die stationiiren R, ; der allgemeinen rationalen Curve (.
ir finden:

k=2m—1), w=3n—2),. .. wt=2(n—1),
w2 —p, =3 = 0.

Die Rationaleurve C* in IR, hat also die Ringe 1 und (n—2)'n,
» und (n — 3)'*» Grades w. s. w. respective einander gleich. Sie hat
e Classe n und hat keine stationdren oder Doppelelemente.

Nun werde fiir das Folgende verabredet:

Wir nennen zwei Curven derselben Art, wenn sie dieselben Charaktere
sitzen.

Fiir jede C» des R, ist das Geschlecht p nothgendig gleich null,
id die Zahl der Spitzen sowie der wirklichen Doppelpunkte auch
11, denn sonst miisste sie in einem R, ;i enthalten sein. Daher folgt:

Alle C™ des R, gchoren zu derselben Art. Wir wollen sie daher
tionale Normalcurven des Raumes IR, nennen. Die rationalen Normal-
rven des Raumes R, haben keine stationdren und keine Doppelelemente.

Fiir die elliptische Curve C"*+!(p = 1), mit

Wy =w,® = .+ = w0 =0
t man:
F=20—1)42, w=3@m—2+6, . w0 —n —1,
w3 =n(n 4 1), w3 = (n+4 1)

Eine einfache Ueberlegung ldsst nun folgenden Satz sehen:

Die elliptische Curve C**+' des R, hat Leine doppelten oder statio-
ren Elemente, sie hat nur (n -+ 1)* stationire Riume R,_.. Alle
iptischen Curven Cm+! in R, gehiren also zu derselben Art, —
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Wir nennen die C™+' daher die elliptische Normalcurve des R,.

Sie hat die Classe n(n -+ 1) und ihre Réinge sind respective
k=2n—1)42, w=3n—2)4+6, -+, w9 =n?—1,

36. Wir wollen jetzt die Charaktere einer Curve bestimmen, die
den vollstindigen Schnitt von » — 1 (» — 1)-dimensionalen Klichen
ist, deren Ordnungen respective p®, u®, ... w®—D betragen, und
zwar setze ich zuerst voraus, dass sie keine Doppelpunkte und keine
Spitzen besitzt. Ich verallgemeinere zu dem Zwecke die Methode, die
in der Salmon-Fiedler’'schen Geometrie des Raumes (Bd. 2, Art. 83.)
angewandt ist.*)

Es sei ein Raum R, , durch folgende Gleichungen bestimmt:

a®y + A GapiZapr =10, b2+ -+ bopa @y =0,
und es selen
) =0, u® =0, ., ur-D=0

als Gleichungen der n — 1 Flichen gegeben. Wir bilden folgende
Determinante:

a, Ay **° Onpr
bl b2 ‘e bn+1
(1) ulfl) u2(2) 5w e "”5;‘-)4-1 — 0’

ol -9 " o
ul(ﬂ ), u2("- 2 .. u,i::_ll)

wo w,®, w,®, « o w05 4,0, @, .. w0 ete. die ersten Diffe-
rentialen von %® - .. w1 respective nach xz,, ,, - - -, Zp4a sind.

Die Determinante (1) stellt eine (» — 1)-dimensionale Fliche dar,
die der Ort derjenigen Punkte P, ist, deren Polarriiume I, in Bezug
auf die w — 1 Flichen u in einer Geraden p, sich schneiden, die den
gegebenen Raum R, » trifft. Fiir die Punkte I, in denen die Fliche
(1) der Durchschnittcurve der n — 1 Flichen begegnet, ist die Gerade
p, eine Tangente derselben in Py, uud da die Fliche (1) von der
Ordnung

u® 4 @ oo gD — (6 — 1) =2H("’— n+1

. . i=1,..,(n—1)
ist, so wird

— GO .. l‘“‘”(z wd — n 4 1)
sein,

Nunmebr kénnen wir aus der Gleichung

*) Man sehe auch den synthetischen Beweis von Cremona: ,»Theorie der
Oberflichen®, p. 99, fir die Durchschnittcurve zweier Flichen in R,.



204 G. VERONESE.

k=m(m — 1) —2D
D bestimmen. Wir finden:

2D = y(l)@(ﬁ’) & u(n—l) [M(UM“’) .. p("'“” — 2 y,(f) —{— n — 2] §

Hieraus ergiebt sich sofort der Werth des Geschlechtes. Wir
haben in
gy (m — 1)2(m——-2) D

fir m und D ihre Werthe einzusetzen. Dann folgen alle anderen
Singularititen aus den Formeln des vorigen Paragraphen.

Haben zwei der (n — 1)-dimensionalen Flichen u® eine einfache
Berithrung, so hat ihre Durchschnittsfiiche von # — 2 Dimensionen
einen Doppelpunkt 1,, und daher wird auch die vollstindige Durch-
schnittcurve der # — 1 Fliichen u; an der betreffenden Stelle einen
Doppelpunkt erhalten. Alle Geraden, welche in I, mit der Schnitt-
fliche 3 Punkte gemein haben, bilden nach Nr. 5. einen (n — 2)-dimen-
sionalen RIy-Kegel 2t Ordnung. Zerfillt dieser Kegel in zwei Réiume
R,_s, so bleibt %, fiir die Durchschnittcurve noch immer ein Doppel-
punkt; fallen die beiden Riume zusammen, so sagen wir, dass die
zwel (n — 1)-dimensionalen Fliichen u® sich stationdr beriihren. In
diesem FKalle ist I, eine Spitze der Durchschnittcurve der n — 1
Flichen u®. Es wird daher:

o g e M“‘“”(Z?H“’ = g4 1) — 2D, — 3R
sein, wenn D, einfache Beriihrungen und I stationdire Berihrungen
stattfinden. Daraus folgt:

DI s O« . s #n—l(y(l) ceutn D _2 u + n — 2) — 2D,

und
(m — 1) (m — 2)
—m-Dm=® _p_Dp —R

Wenn also die vollstindige Durchschnittcurve der n — 1 Fldchen
w® D, Doppelpunkte und I Spitzen erhdlt, so vermindert sich das p
um D + R.

Uebrigens sind ihre Charaktere, wie wir sehen, vollstingig be-
stimmt.

Als Beispiel nehmen wir 3 beliebige 3-dimensionale Flichen in
R,; sie schneiden sich in einer C®. Somit kommt:

n=28, h=8, D=16, p=2>5, w=48, wl =32 w® =120.

Die vollstiindige Durchschnitteurve von 3 beliebigen 3 - dimensionalen
Flichen 2 Ordnung in I, hat den 1" Rang = 8, den 2 — 48;
sie hat dic Classe 32, das Geschlecht 5, und 120 stationdre Riume 12,5, —
Welche Lage haben diese 120 Réume?
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37, Wir wollen jetzt annehmen, dass die Durchschnittscurve der
(n — 1)-Flichen «® in zwei Curven der Ordnung m und m’ zerfillt
und wollen unter dieser Annahme I berechnen, indem wir voraus-,
setzen, dass weder Doppelpunkte noch Spitzen vorhanden sind.

Die Schnittpunkte eines I?,_s mit der Durchschnittscurve, welche
sie zweimal trifft, konnen entweder auf einer oder auf der andern
Curve, respective auf beiden Curven liegen. Wir benennen diese drei
Fille mit den 3 Zahlen D, D', D”. Wir haben gesehen, dass im
allgemeinen Falle

2D — p® . .. g [,,,m e 2 w4y — 2]

ist. Hs giebt dann eine (» — 1)-dimensionale Fliche der Ordnung

(u - . . g1 __2 w40 —2),

welche die Curve in denjenigen 2D Punkten schneidet, die mit einen
bestimmten Raume IR, s (welchem die Fliiche entspricht) verbunden,
die D durch 12,5 hindurchlaufende Riume R2,_s liefern, die die Curve
zweimal schneiden®). Dieselbe Fldche muss jetzt in den 2D4D+D")
Punkten schneiden. Daher miissen wir haben

m(ym Y 2“‘0 +n— 2)=21) + D,

o (0 - .« = — 2 40— 2)=2D'+ D"
Daraus folgt:

2D — D)= (m — m) (u® - - - o=t — 2 w4 — 2)

Wenn also die Charaktere der einen Curve bekannt sind, so kann
man die der zweiten berechnen.

Wir denken uns nun, dass die % — 1 Fliichen »® in einer festen
Curve C™ sich schneiden. Sie schneiden sich dann im Allgemeincen in
einer andern Curve O™, die im Allgemeinen keine Doppelpunkte oder
Spitzen besitzt. Wenn jetzt zwei [lichen u® eine einfache oder eine
stationsire Berithrung in D, respective It Punkten bekommen, so wird
die Cm D, Doppelpunkte und I¢ Spitzen erhalten, und es folgt dann,
dass D um D, sich vermehrt, und dass p um D, + It sich vermindert,

Da man eine beliebige Curve in R, als (vollstiindigen oder unvoll-
stiindigen) Schnitt von # — 1 Fliichen «® betrachten kann, so schliesst
man allgemein: Wenn eine Curve Cm vom Geschlechte p w R, ge-

*) Man sieht dies, indem man die Gleichung des (n — 1)-dimensionalen
Kegels bildet, welcher aus einem Raume R, 5, der mit der Curve einen Punkt
gemein hat, die Schnittcurve der » — 1 Flichen u™ projicirt. Man sehe auch
den synthetischen Beweis von Cremona, L c. p. 101, fiir den Fall n=3.
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geben ist und sie erhdlt noch Dy meue Doppelpunkte und R Spitzen, so ver-

mindert sich ihr Geschlecht p wm D; 4 R.
Als Beispiel betrachten wir drei 3- dimensionale Flichen 2te» Grades

F2 in Ry:

1) Schneiden sich die drei Flichen in einer C° eines R,, so
schneiden sie sich im Allgemeinen noch in einer C°. — Wir haben also:
D=1, m=3, m=2>5,

daher:
D=5, p=1.

Wir bekommen also die elliptische Normalcurve des R,, die
(m + 1)? = 25 stationéire Riume R; hat*®).

Wenn sich zwei der Flichen in einem Punkte beriihren, so wird
die C® einen Doppelpunkt erhalten, d. h.

D=6, p=0

sein,

2) Schneiden sich die F;? in einem Kegelschnitte, so schneiden
sie sich weiter in einer C¢:

D=0, W=2, m=§6,
D, p=12

3) Schneiden sie sich in einer Geraden ¢,, so schneiden sie sich
weiter in einer C7. Man hat fur letztere:

De= 0, me=1,
D =12, p=3.

Diese C7 hat also das Geschlecht 3.

Die Gerade g, ist eine dreifache Secante der C7. (Uebrigens die
einzige dreifache Secante.)

In der That, man betrachte, um Letzteres nachzuweisen, drei
3-dimensionale R,-Kegel 2! Ordnung in R,. Dieselben schneiden
sich im Allgemeinen in einer C%. Haben sie aber eine erzeugende g,
gemein, so erzeugen sie eine C7, die durch die Spitzen der 3 Kegel
geht. Ueberdies gehen durch die C7 und die g, oo? F,2. Oder auch
so: Die 3 Kegel konnen so liegen, dass 3 Ebenen derselben sich in
einer Geraden g, schneiden. Dann legen wir durch g, einen Ry; er
wird die 3 Kegel in drei I, schneiden, die durch g, gehen und daher
noch 4 Punkte gemein haben, Die Gerade g, ist also in der That
eine dreifache Secante der C’.

*) Klein hat in einer kurzen Note dieser Annalen, Bd. XVII, die elliptische
Curve C™*! des Raumes R, als Vertreterin des elliptischen Integrals 1tr Gattung

angenommen, — Die €% in R, ist in diesem Sinne von Dr. Bianchi in dem-
selben Bande studirt worden.
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In dem Netze von drei beliebigen F,2, die sich in einer C7 und
einer Geraden g, schneiden, giebt es unendlich viele It,- Kegel, die
dem Netze zugehOren, und zwar liegen ihre Spitzen in der Jacobi’-
schen Fliche des Netzes. Daher ist unser Satz allgemein bewiesen,

§ 3.
Rationale Curven.*)

38. Wir haben in § 1. gesehen, dass irgend zwei rationale
Normalcurven C» des R, dieselben Charaktere besitzen; sie sind von
der nter Classe und haben keine stationiiren Riume.

Das ergiebt sich auch aus der Thatsache, dass zwe: rationale
Normalcurven C*, C'* des 1i,00° oft sich linear in einander transformiren
lassen, wie wir jetzt beweisen werden. Kine rationale Curve C* des
R, kann durch » projectivische Biischel von (% — 1)-dimensionalen
Réumen

AQ, +ABP, =0, .., AP, + 1B, =

erzeugt werden (wie wir im néchsten Abschnitte niher erliutern wollen).
Es geht aus dieser Construction der C'* hervor, dass die Coordinaten
jedes ihrer Punkte bei Einfiilhrung eines passenden Coordinatensystems
sich folgendermassen darstellen lassen:

n Ty &y g tv e Wy =Ar s Ar—1 022,01,
wo A ein Parameter ist. '
Betrachten wir nun eine andere Curve C'*. Wir konnen dann

die Coordinaten ihrer Punkte bei Festhaltung des Coordinatensystems
durch rationale ganze Functionen von 4 darstellen:

@) @ iwray B =) HA)  f5(A) e faa (D).

Hier Jassen sich f;, fy, - ** fat1 linear durch 4%, A»=1, ... 1 zusammen-
setzen, so dass wir zwischen den 2; und 2/ folgende Transformations-
formeln haben werden:

(3) Qxi, = a1+ Wi Zs + ¢ - - Cin T,

wo die a;; die Coefficienten der Function fi(4) sind.

Aus (3) geht hervor, dass nicht nur einem Punkte z; der C* ein
Punkt der €’ projectivisch entspricht, sondern auch dass jedem Punkte
des Raumes R, ein anderer Punkt des I¢, in projectivischer Weise
entspricht, d. h. wir haben zwei collineare Riéume S, s, S;-1 in R,,
bei welchen die Curven C%, C*" sich projectivisch entsprechen. Wenn wir
nun beachten, dass derselbe Schluss bestehen bleibt, indem wir in (2)

*) Siehe auch Abschnitt V, § 3.
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A durch —g;i{; ersetzen, so sehen wir in der That, dass die beiden
Curven, die auch zusammenfallen konnen, durch oo? lineare Trans-
formationen in sich iibergehen.

39. Betrachten wir jetzt eine Normalcurve C™ des R,. Wenn wir
sie aus einem ihrer Punkte in einen Raum R, 1 projiciren, so er-
halten wir eine Curve C7-1, die auch eine rationale Normalcurve des
R, ist. Verfahren wir in derselben Weise mit der C"'u.s, w., so
bekommen wir folgenden Satz:

Jede rationale Normalewrve Cm des Ry, (m < w) kann durch Pro-
jection der C* des R, won einem IR, 1 aus, der n —m belicbeige
Punlkte mit der Curve O™ gemein hat, erhalten werden.

Betrachten wir jetzt eine Rationaleurve ¢'" m'® oder niedrigerer
Ordnung in R,, so lassen sich die Coordinaten ihrer Punkte durch
rationale ganze Functionen ntn oder niedrigeren Grades eines Parameters
A darstellen, d. h. wir haben:

(1) By @yt s = (A f(A) 1+t fomn (A):

Jetzt fiigen wir noch % — m Coordinaten Zn42, « . .5 Zuga und
noch # — m rationale ganze Kunctionen n'® Grades von 4 hinzu, so
erhalten wir eine rationale Normalcurve des I%,, aus welcher die ge-
gebene Curve mittelst Projection entsteht. Die Curve (1) mag also
Singularitéten haben, welche sie will, sie wird immer als Projection
einer Normaleurve C» des I, erhalten, und da alle rationale Normal-
curven des Ii, projectivisch sind, so sehen wir, dass durch geeignete
Projection einer und derselben C* des I, alle Arten von Rational-
curven 7' oder niedrigerer Ordnung in den Riumen von weniger als
% Dimensionen erhalten werden konnen.

Dieser Satz ist dem friiher aufgestellten Theoreme analog, dass
man aus einer Fundamentalpyramide des IR, alle in niedrigeren
Riumen gelegene Arten von Configurationen von % -+ 1 oder weniger
als % 4 1 Punkten durch geeignete Projection erhiilt. Wir haben also
den folgenden Satz:

Jede belichige Rationalcurve n' oder nicdrigerer Ordmung i IR, ,
Ry, ..., Ru_y ist tmmer die eindeutige Projection einer Normalcurwve
O des I,. Und wmgckelrt aus einer Rationalcurve der ne» Ordnung
m R, kann man durch gecignele Projection jede Art von Rationalcurver
der n'coder niedrigerer Ordnung in den Riumen Bpy ) R, o, ..., Ry, R,
erhalten.

Analog kommt:

Jede rationale Curve n'r oder nicdrigerer Classe in Ry, Ry, ... Ry
kann immer durch geeignetes Schneiden aus der developpablen Flicl.e
einer O™ in R, erhallen werden, und wmgekehrt,

Also kbnnen wir auch sagen:
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Wenn eine Rationalcurve in R,, ... R,y von der mien Ordnung
und von der m' Classe ist, wo m = n -+ q sein mag, so kann man sie
durch  Projection aus der Normalewrve On+t des R,y, oder durch
Schneiden der zugehirigen Developpabeln erhalten.

40. Aus den Formeln der 33. Nummer finden wir fiir p=0 und m=—n

DH+R=0=DCZD 349 9r,
so dass die Maximalzall der Spitzen einer Rationaleurve m'r Ordnung
in R,
M) B, =[5 0 —2)]
ist.
Sind % Inflexionstangenten vorhanden, so kommt entsprechend

1) 'R:Em—m—ﬂ.

Fiir die rationalen Curven in R, ergiebt sich als Maximalzahl der
Spitzen:

4
@ - R=[§@—3)],
und wenn w,( stationére Ebenen und w, Inflexionstangenten vorhanden
sind, so ist:

3) R=Bm~$—§m—§T

Allgemein erhilt man fiir die Rationalcurve C* in R,, dic Maximal-

zahl der Spitzen
B = [Zn-j——} (n — m)] ;

m

und wenn , Inflexionstangenten, w,® stationire Kbenen u. s.'w.,
w02 stationdre Réume I,_, vorhanden sind, so ist:

m 41 m—1 m—2 (1 w o3
R—T—“[*";*‘(ﬂ—"ﬂl)— " wl—[—an—wl +-.‘+7n’ .

Wir werden jetzt sehen: Dass dic C* in R, wirklich das be-
treffende Maximum erreichen Lann, dass iiberdies auch alle anderen
Fille wirklich vorkommen.

Betrachten wir zu dem Zwecke die C des R, und projiciren wir
dieselbe zuniichst von einem allgemein gelegenen Raume 1,5 auf eine
Ebene, so hat man fiir die Projectionscurve allgemein:

D=(n——1) (fn—2).
2

Nun ist ein R,_3 in R, durch % — 2 Punkte bestimmt; der I,
hiingt also von 3(n — 2) unabhiingigen Constanten ab. Wenn z;®,
2@, ..., == die Coordinaten der n — 2 beliebigen Punkte von

Mathemalische Annalen. XIX, 14
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R,3 sind, so haben die Coordinaten jedes Punktes dieses Raumes

die Form:
A0 g0 4 A @ | A A DD

Wenn eine Ebene
a2/ L u@ /@ 4 y® 2 ®
den Raum R, 3 schneiden soll, so muss eine Bedingung erfullt werden,
niimlich es muss folgende Determinante verschwinden:
’ ’ ’ _..2)
g,/ O, 2/® 20 2O g0 ., 2,0

’ ’ ’ —2)
@) 2D, 2@, 2, 2,0, 2,® . 2," =0
(1 ’(2 (3 1 2 (n—2)
a:n_(H), xﬂ(_l), “n.,.{» xn(+)1, xn(_,_)l. .. 20
Dagegen miissen zwei Bedingungen erfiilllt werden, wenn eine
Gerade den Raum R, s schneiden soll, denn statt einer (n — 1) glied-
rigen Determinante (1) haben wir eine Matrix mit # 4 1 Zeilen und

7 Columnen, Also:
Wenn [—g— (n — 2)] beliebige Geraden oder 3(n — 2) Ebenen in R,
gegeben sind, so giebt es wenigstens einen R,_s, der sie alle trifft.®)
Wenn man jetzt die [—'Z— (n — 2)] beliebigen Geraden als Tan-

genten der € annimmt und die C* von einem Raume 12, 3, der diese
Tangenten trifft, projiciren, so erhilt die Projectionscurve in der Ebene

wirklich I:% (n — 2)] Spitzen. Die ebene Rationalcurve n'er Ordnung
erreicht dann also die Maximalzahl der Spitzen, wund wmgekehrt sehen
wir, dass es keinen Raum R,_s giebt, der mehr als l:i (n — 2):] Tan-
genten der C* schneidet.

Wir kénnen einen Raum R,_s nach Belieben natiirlich auch so

wihlen, dass er weniger als [% (n — 2)] Tangenten der C” schneidet.

Die C* in R, kann also R=0, 1,2, - - - [% (n — 2)] haben, wie be-

hauptet wurde.

Wenn ein R, 3 eine Schmiegungsebene der (» trifft, aber nicht
die Tangenten in ihr, so erhiilt die C" eine Inflexionstangente. Soll
nun ein R,; w Schmiegungsebenen der C* in einem Punkte treffen,

so kann man noch so iiber ihn verfiigen, dass er [%(n —-2) — g:’

*) Durch Ueberlegungen, die ich hier nicht ausfiihre, kann man sich in
aller Strenge lberzeugen, dass die Zahl der betreffenden R g immer > 0
sein muss. b
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Tangenten trifft; diese Zahl stimmt mit der Maximalzahl der Spitzen der
ebenen Rationalcurve, wenn w Inflexionstangenten vorhanden sind,
tiberein. Da 3 (n — 2) beliebige Ebenen in R, immer von einem R, s
respective in einem Punkte geschnitten werden, und im Allgemeinen
fiir die ebene Curve
w=3(n—2)

ist, so sehen wir umgekehrt, dass ein R,s in R, nur 3(n — 2)
Schmiegungsebenen der C™ schneiden kann, dass dies im Allgemeinen
aber auch wirklich geschieht,

41. Wir projiciren jetzt die C* von einem Raume R, _, in einen
Raum I;. Der Raum R, 4 hingt von 4(n — 3) Constanten ab, und

daher werden l}; (n — 3)} beliebige Geraden, oder 2(n — 3) beliebige

Ebenen, oder 4(n — 1) Ii;, in I}, wenigstens von einem R,_s in
Punkten geschnitten.

Wenn wir so fortfahren und die niimlichen Schliisse ziehen, die wir
vorher fiir die ebenen Curven gezogen haben, so sehen wir, dass eine
Curve ' Ordnung in einem Raume R, die Maximalzahl der Spitzen, In-
flexionstangenten u. s. w. stationiren Réume R, , wirklich erreichen
kann.

Nun iiberlege man sich, dass, wenn die stationéiren Elemente ,,
w,®, ..., w,*Y gegeben sind, man die anderen Charaktere durch das
Geschlecht p, die Ordnung m und Zahl der Spitzen berechnen kann.

Man beachte ferner, dass, wenn ein System positiver ganzer
Losungen der 3(m — 1) Gleichungen, die zwischen den Singularititen
der Curven in R, bestehen, gegeben ist, auch B ganz und positiv
sein muss, zugleich aber auch das Maximum von R nicht iiber-
steigen kann. Somit haben wir folgenden Satz:

Alle ganzen positiven Liosungen der 3(n — 1) Gleichungen einer
C™ in R, (daher auch der Pliicker’schen Gleichungen in der Ebene
und der Cayley- Pliicker’schen Gleichungen in Ry) sind fiir p =0
Charaltere wirklich existirender Curven. —

Andere Eigenschaften der Rationalcurven mittelst des Projicirens
und Schneidens werden wir im niichsten Abschnitt keunen lernen.

§ 4
Elliptische Curven und Curven von beliebigem p.

42. Elliptische Curven.

Man hat auch fiir die elliptischen Normalcurven das Analogon
desjenigen Satzes, den wir fiir die rationalen Normalcurven der Riume
R,, Ry, -+ R,y in Nr. 38. gegeben haben, d. h. dass die elliptischen
Normaleurven. der Réume R,, Ry, «+ R,y durch Projection der

14%*
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Cn+! des R, hervorgehen, in derselben Weise wic die rationalen Normal-
curven derselben Raume aus der C™ des IR, entstehen.

Die Coordinaten der Punkte einer elliptischen Normalcurve Cn+1
des R, lassen sich als elliptische Functionen (n 4 1)*» Grades eines
Parameters darstellen, welche identische Periodicititsmoduln w, o'
besitzen.*)

Die Coordinaten einer elliptischen Curve C? in einem Raume
R, wo m < n ist, lassen sich auch als elliptische Functionen eines
Parameters darstellen, so dass man durch Hinzufiigung von # — m
Coordinaten und betreffenden elliptischen Functionen mit identischen
Periodicitiitsmoduln @, @' eine Normalcurve in R, erhilt, aus welcher
die gegebene Curve in I¢, als Projection entsteht.

Wir haben gesehen, dass alle elliptischen Curven C»t! des R,
dieselben . Charaktere besitzen und also zu derselben Art gehoren.
Somit:

Jede elliptische Curve der (n 4 1) oder wniedrigeren Ordnung in
einem B, wo m < nist, kann als eindeutige Projection einer elliptischen
Normalcurve des Raumes R, angesehen werden. — Und wmgekehrt, aus
der eincelnen elliptischen Normalcurve C+' in R, kann man alle Arten
von elliptischen Curven wvon der (n - 1)» oder wiedrigeren Ordnung
in den Rdaumen IR,, Ry, «+-, R,y erhalten, die ber demselben Modul
maglich sind.

Es gilt natiirlich der duale Satz, aber nicht in derselben Form
wie bei den Rotationalcurven, denn die Classe der C* in R, ist auch
n, wihrend die Classe der elliptischen Curven C7+! in R, gleich
n(n + 1) ist (Nr. 36.).

Dass bei allen diesen Projectionen der Modul der elliptischen
Functionen (der fiir die Curven ein Doppelverhéltniss bedeutet) un-
geiindert bleibt, erliutere ich im Texte der Kiirze halber nicht. Der
Hauptzweck meiner Arbeit ist der, das Studium der projectivischen Eigen-
schaften eines geometrischen Gebildes eines Raumes R,, durch Pro-
jection oder Schneiden eines allgemeineren und einfacheren Gebildes
des R, zu erleichtern, und in diesem Sinne z. B. die verschiedenen
Arten von Curven und Flichen nach ihren Singularititen zu studiren,
wie ich schon in der Einleitung betont habe. Daher werde ich die-
jenigen Sitze der Theorie der algebraischen Functionen als gegeben
betrachten, die mich zu meinem Ziele fithren.

43. Curven von beliebigem Geschlechte p.

Man unterscheidet auf einer ebenen Curve F(s, #) =0 Punktgruppen,
durch welche keine adjungirte Curve (n — 3)' Ordnung ¢ hindurch-
geht und Punktgruppen (Specialgruppen), bei demen dieses der Fall

*) Siehe Clifford 1. c. und Klein, Math. Annalen Bd. XVII 1. e,
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ist.*) Wenn wir in irgend einer Curve F(s, 2) = 0 der Ordnung »
und des Geschlechts p, m Punkte nehmen, die eine Gruppe der ersten
ért bildfer,l, 50 gellt durch sie.a kei‘ne @, aber wohl eine adjungirte
(;urve'z C*, wo n' > n—3 sein wird. Dann sind genau p der nn
Schnittpunkte der beiden Curven durch die iibrigen bestimmt. Daher
gehen durch sie m — p 4 1 unabhiingige Curven FW k6 F@
Fom—p+1),

Setzt man jetst

By iLytessl Bpopyy=FD:F@: | ; Fln—pty),

so hat man eine C™ in R,_, mit dem Geschlechte p, und eine solche
C™ kann nicht in einem hoheren Raume als I!,., enthalten scin, ohne
in einem I?,_, zu liegen.**) Wir sehen also: Dass die C* in Ii, noth-
wendig p==0, die C"** hdchstens p=1 etc., die C**+", wo » < ist, hoch-
stens p = » hat. Fiir die C**+* hort das Gesetz auf, weil Punktsysteme
Qer Art auftreten. Die C"+t* kann hochstens das Geschlecht n -1
haben, wie z. B. die C* in der Ebene das Geschlecht 3 erreichen kann.
Solche Curven kann man Curven 2'** Art des beziiglichen Raumes nennen.
Wir werden aber fiir unsern Zweck nur Curven 1'¢r Art betrachten,
denn wir konnen immer in einem hoheren Raume Curven 1'e Art mit
einem bestimmten p finden. So z. B. ist die 07 in I* eine Curve
lter Art mit p = 3, wie die allgemeine C* in der Ebene, die eine
Curve 2ter Art ist,

Die Cntr des R,, mit p=1r < n, kann keine Doppelpunkte
oder Spitzen erhalten, denn nach unseren fritheren Untersuchungen
(Nr. 37.) wiirde das p sich dann vermindern.

Sie kann aber stationiire Elemente erhalten. Daher zerfallen die
C»+ in R, mit p =7 in verschiedene Arten von Curven, die wir
alle Normalcurven des Geschlechtes p = » < » in I, nennen.

Wenn man eine solche C*+ von einem Raume R, _,_; in einen
R,y projicirt, der mit der "+ % — m — le Punkte gemein hat,
so erhilt man in I,.; eine Normalcurve C*m+! desselben Geschlechtes
7, und welche die letzte Normalcurve des Ii,;, ist, wenn man als
erste die rationale Normalcurve bezeichnet. Projicirt man aber die
O™+ yon einem Raume I,_,_;, der mit Crtr 5 — m Punkte gemein
hat, in einen R,, so erhilt man eine (27, die in R, keine Normal-
curve, in unserem Sinne, ist; nur die ratiomalen und elliptischen
Normalcurven des 12, haben die Eigenthiimlichkeit, dass sie von einem
beliebigen solchen Raume It,_,_; in einen It, projicirt, eine rationale
oder elliptische Normaleurve des I, liefern. Also:

% Brill und Néther: ,Ueber algebraische Punctionen und ihre An-

wendung in der Geometrie,* Math. Annalen Bd. VIIL, p. 269.
*) Diesen Satz hat Clifford ). c¢. mit Hiilfe des Abel’schen Theorems

bewiesen.
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Jede Normalcurve Cn+r mit dem Geschlechte p = r < n ergicbt,
durch gecignetes Projiciren, Normalcurven desselben 'Gcschlechtcs wm den
Réumen Itn_1, Bu—s,y + 5 Brgr.

44, Projiciren wir jetzt eine Normalcurve C*+ des B, von einem
beliebigen Raume R,_,,—; in It,, so erhalten wir eine Curve C' 7+ des
R,, von dem Geschlechte p = » und von der Ordnung 7 - 7, sofern
Ry die O nirgendwo schneidet.

Projiciren wir jetzt weiter die C"*+ in eine ebene Curve (C"+". Diese
Curve ,C’*+ und die Curve F'(s, 2) = O der vorigen Nummer, die uns
zur Bestimmung der O+ gedient hat, sind auf einander transformirbar,
daber kann man die C'®+" auch durch algebraische Functionen eines
Parameters darstellen, dic nach Riemann®) mit denjenigen der
Normalcurven O+ des IR, zu derselben Classe gehoren.

Umgekehrt kann man von jeder Curve (n - 7)'* oder niedrigerer
Ordnung zur Normalcurve C+" des I, aufsteigen. Also:

Wenn man alle Normalcurven eines Geschlechtes p < n in R, in
allen moglichen Weisen projicirt, so erhilt man alle Arten von Curven
der (n 4 p)'e oder wicdrigeren Ordnung in den wiedrigeren Rdumen
als R,, und umgekehrt:

Jede beliebige Curve der (n 4 p) oder wiedrigeren Ordnung in
R, (wo m < n ist) vom Geschlechte p kann als eindeutige Projection einer
Normalcurve des Geschlechtes p des Raumes R, erhalten werden.

45. Ob die ganzzahligen Losungen der 3(n» — 1) unabhiingigen
Gleichungen, welche fiir die Singularitédten einer Curve in R,, p > 0,
bestehen, die Charaktere existirender Curven sind, bleibt zu unter-
suchen. Man muss zusehen, welches das Maximum von Tangenten,
z. B. der elliptischen Normalcurve ist, die von einem R,_; ete. ge-
schnitten werden konnen. Man bekommt dann in der Ebene u. s. w.
die Maximalzahl der Spitzen der Projectionscurve der Ordnung n - 1.
Jedenfalls lassen sich die Betrachtungen, die wir fiir die rationale
Normalcurve des It, in Nr. 40. gemacht haben, ganz ebenso fiir die
anderen Normalcurven des R; anstellen und daher gewinnen wir fol-
genden Satz:

Eine Curve in R,, Ry etc. der (n 4 p)' Ordnung mit dem Ge-

schlechte p kann wenigstens 0, 1, -+ -, %(n—- 2) respective 0, 1, +- -, %(n—?»)
etc. Spitzen cte.; 0,1, - - -, 3(n — 2) respective 0, 1, + - -, 2(n — 3) ete.
Inflexionstangenten und eine Curve in Ry ete. 0, 1, «+., 4(n — 3)

stationdre Ebenen efc. erhalten.

*) Theorie der Abel'schen Functioren; siehe Riemanns Werke, p. 112.



Princip des Projicirens und Schneidens. 215

Abschnitt V.

Erzeugnisse durch collineare Grundgebilde.

§ 1.
Doppelerzeugung derselben.

46. Die Erzeugnisse durch collineare Grundgebilde in der 3-dimen-
sionalen Geometrie besitzen cine doppelte Erzeugung.

Zum Beispiel wird die C3 in der Ebene durch zwei lineare Systeme
2ier Stufe von collinearen Geradensystemen erzeugt. Die F,» in I,
lisst sich durch zwei lineare Systeme 2t Stufe von collinearen Ebenen-
biindeln erzeugen, deren Scheitel auf der F,’ selbst liegen. Diesen
zwel Systemen entsprechen zwei Systeme von Curven 3'* Ordnung der
Fliche, wie es bekannt ist.*)

Ehe ich zu den Erzeugnissen des Ii, iibergehe, die ich spiter
behandeln will, schicke ich den allgemeinen Beweis ihrer doppelten
Erzeugung voraus.

Es seien p,®, p,®, ... p m Riume, die ein Gebilde S
(m — 1)t Stufe bestimmen, und in analoger Weise p@, p®, - -, p®
(wo ¢=1,2, -.., m ist) andere s — 1 Gruppen von m Riumen
R,_., welche die Gebilde S@ , S® ... SO  bestimmen. Um die

ldeen besser zu fixiren, schreiben wir die s Gebilde in folgender Form:
D p @ 4 A p, 0 Lo A0 = (),

(1) : . . v .
A(l)pl(s) + A2 pz(s) + e 1(;:;)])’(;) = ().

Das Erzeugniss dieser Gebilde wird dann durch das Verschwinden
folgender Matrix dargestellt:

P, P, e, p® ’

: I e

pl(ﬂ)’ Z'),Z(S), cey p’(;)
Wenn wir uns nun folgende m collineare Gebilde M (s — 1)

Stufe gebildet denken, néimlich

. .

@)

*) Herr Dr. Schur hat sich in seiner Habilitationsschrift, Math. Annalen,
Bd. XVIII, 1. Heft, mit der doppelten Erzeugung der C* in der Ebene und in
R,, der Fy?, einer F,' und der C¢ vom Geschlechte p =3 des R, beschiiftigt.
Br giebt aber fiir jeden Fall dieser Erzeugnisse einen Beweis, obgleich er in der
Vorrede bemerkt, dass ihre Doppelerzeugung aus den einfachsten Determinanten-
eigenschaften hervorgeht.
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l &‘(I)ZH“) 4 H(‘z)pl(z) + -+ {w"’pl“) =0,

1) l
y‘l(l) p(;b) + M(g) p‘,i) + .. _l_ y,(s)p;;? — O,

so sehen wir, dass sie die niimliche Fliche (2) erzeugen. Denn der

Uebergang von (1) zu (1') kommt darauf hinaus, die Zeilen mit den

Columnen der Matrix zu vertauschen.

Wenn wir jetzt aus dem linearen System (1) s beliebige collineare
Gebilde S,_, herausgreifen, z. B.

6, (A p,@ oo 4 APWY e 6, (AV @ A oo - A7 PB) = O
ete.,
und diese vermdge der ¢ collinear beziehen, so erzeugen sie wieder
dieselbe Iliiche, da die Matrix (2) unveréindert bleibt; denn das kommt
darauf hinaus, fir das erste geschriebene Gebilde die Columnen
respective mit A0, A®, ... 1™ zu multipliciren und zu der ersten
zu addiren.

Dasselbe gilt natiirlich auch fiir das System (1"). Liegt ein Raum
S® —oder ein M® ~der zwei Systeme (1) und (1') in der Fliche, d. h.
gehoren alle seine Punkte der Fliche an, so liegt offenbar jeder solche
Raum S,_,, oder M,_, in der Fliche.

Wir wollen die zwei Systeme (1) und (1) conjugirt nennen.

Man hat also folgende allgemeine Sitze:

Ist eine Fliche F von irgend emmer Dimension wund Ordnung durch
s collineare Grundgebilde (m — 1)% Stufe SO , S@ , «.., 8O  er
zeugbar, so ist sic es auch durch m collineare Grundgebilde (s — 1)er
Stufe M , M® , .., M. Die s collinearen Gebilde S und
die m Gebilde MP  (wo i=1,2,...,8; k=1,2, ... m ist)
bilden zwei conjugirte lineare Systeme respective der (s — 1y und
(m — 1)er Stufe. s belicbige collincare Gebilde des 1%" oder m des
2ten erzeugen ebenfalls die Fliche I, insofern sie nicht zu einem linearen
Systeme miedriger Stufe gchiren. Wenn dic Riwme S@ = oder M®
w der Fliche I liegen, so werden auch alle S,—,, oder M,_; der beiden
linearen Systeme in der Fliche enthalten sein.

Man hat auch selbstverstindlich den Satz:
Wenn irgend s oder m entsprechende Riume der s Gebilde S

n—im

oder der m Gebilde M® in einem Raume R, sich schneiden, der ent-
weder i der Fliche liegt, oder ein Secantenraum R,*) derselben ist;

*) Es sei eine Fliche FI des R, gegeben (m<<n—1); ein beliebiger Raum
B, schneidet im Allgemeinen die F,I in einer (m - s — n)- dimensionalen Fliche
g**r Ordnung. Schueidet aber R, die F'! in einer (m s — n -} p) - dimensionalen
Flache gt Ordnung, so nenne ich R, einen Secantenraum der Fi,
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so kann man die Riume R, der Fliche auf diec Punkte cines Raumes
Ry—1 oder R,y eindeutig abbilden.

Greift man aus der Matrix (2) eine Determinante mit m oder s
Zeilen heraus, so stellt sie, gleich Null gesetzt, eine (n — 1)-dimen-
sionale Fliche vor, die offenbar die Fliche (2) enthilt. Also:

Die Fliche I' liegt in allen denjenigen (n — 1)-dimensionalen
Flichen m's oder s Ordnung, die dwrch m collincare Gebilde S,_,,
oder durch s collincarc Gebilde M,_, der beiden linearen Systeme (1)
und (1) entstchen.

4%7. Unter den Flichen, welche durch das Verschwinden einer
Matrix dargestellt werden, sind in erster Linle dicjenigen bemerkens-
werth, bei denen sich jene Matrix (2) auf eine einzelne Determinante
reducirt. Fiir sie insbesondere hat man folgende Eigenschaften:

Alle Flichen F™  in IR,, dic durch m collincare Gebilde (m— 1)t
Stufe erzeugt werden, besitzen 2 Frzeugungssysteme (m — 1) Stufe,
welchen zwer Systeme von I'ldchen diedrigerer Dimension, als '  ent-
sprechen, die ganz in I'" | licgen wnd unter cinander gleichberechliyt
sind.

Zwei Fliichen M, M’ derselben Ordnung und Dimension, dic nicht
2u demselben System gehiren, licgen in einer bestimmiben Iliche N,
die dieselbe Ordiung wund Dimension fir jedes DPaar wvon I'ldchen
M, M hat.

Wenn m < n -+ 1 ist, so sind die Azen der m collincaren Gebilde
Réume S,—,., dic «in der Fliche sclbst liegen. Dic Ltdwme S,—, der
I, kinmen cindeutig auf dic Punkte cines Llaumes L,y bezogen
werden. *)

§ 2.
Einige Specialfille.

48. Ich will in diesem Paragraplien einige der wichtigsten Special-
fille betrachten, die ich im Folgenden zu gebrauchen habe.

1) Zwei projectivische Biischel S®,, S®, in [i, crzeugen cinen
(n — 1)-dimensionalen S,_4-Kegel 2* Ordnung, drei solche projee-
tivische Biindel erzeugen dagegen einen (n — 2)-dimensionalen Kegel
3ter Ordnung, und allgemein:

¥ Wenn p,®, ooy p,@; 050§, -, ) statt lineare (n— 1)-dimensio-

nale Riume (n—1)-dimensionale Flichen respective der Ordnung o, p® e wm

bedeuten, so gelten, wig man sieht, einige analoge Siitze,
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m projectivische Biischel SV,, S®y, « - -, 8™, in R, erzeugen eine

(m — m -+ 1)-dimensionale I'liche m' Ordnung, dic auch ein Kegel
sein kann, wenn nimlich SO, - .-, 80, in emem Rawme R, sich
schneiden.

2) Zwei, drei, vier collineare Gebilde 2 Stufe in der Ebene
erzeugen, wie man,weiss, respective 3 Punkte, eine C? und 6 Punkte,
so dass zwei, drei, vier Biindel im Raume R, respective eine O3, F,3
und eine allgemeine C® vom Geschlechte p = 3 erzeugen. *)

Dementsprechend finden wir folgende Sitze:

n, n+1, n-4 2 collincare Gebilde n' Stufe i I, erzeugen
nalt1)
respective eime Fliche Fo—s , cine Fliche FMY und eine Fliche
(1) (n42)

Iy ? , und daher:
n—1, n, n+4 1 collineare Gebilde (n — 1) Stufe S)@ erzeugen
A1) nty

" . 2 ’ . ; . 2
respective eine Fliche I,y , cine I'liche I, , eine F'ldiche I,y

Um die ersten Sitze zu beweisen, nimmt man sie fiir den Raum
R,—1 als richtig an; dann betrachten wir # collineare Gebilde n'er Stufe
0, x®, ... X0 des B,. Esseien S, S, .. S® n ent-
sprechende Gebilde (n — 1)t Stufe derselben; sie erzeugen -eine
Fr . Bewegt sich nun SV in einer Geraden ¢V, so werden sich
auch die entsprechenden Punkte S,®, - - ., S, in Geraden g,®, .. ., g,®
bewegen. Die beziiglichen Flichen F* , bilden daher ein Biischel;
. n(n—1)
sie schneiden sich aber in der Fliche F,,_22 , die durch die % colli-
nearen Gebilde (n—2)tr Stufe g,®, g,®, ... g,® nach den obigen Sitzen
erzeugt wird. Daher schneiden sich die ' ausserdem noch in einer

(n—2)-dimensionalen Fliiche von der Ordnung n?— ”("; H_ ”(";' B

die das Erzeugniss der » collinearen Gebilde 3,0, X,® ... 3™ ist.

In der vorigen Nummer haben wir gesehen, dass » - 1 solche

-

*) Die Haupteigenschaften der (¢ lassen sich aus den vorhergehenden
Sitzen ableiten, Da sie vom Geschlechte 3 ist, so gehen durch jeden ihrer Punkte
3 dreifache Secanten derselben. -

Diese C® und verschiedene Fille, bei welchen sie zerfillt, sind gleichzeitig
von Cremona (Rendiconti del R, Istituto Lombardo, Mai 1871 und Math, Aunalen
Bd. 1V, ,,Ueber die Abbildung algebraischer Flichen“) und von Nother, ,Ein-
deutige Raumtransformationen*‘, Math. Annalen Bd. III, p. 845 untersucht worden.
Man findet sie auch in der citirten Abhandlung von Schur.



Princip des Projicirens und Schneidens. 219

Gebilde eine I''*! erzeugen; und wenn man n + 2 solche betrachtet,
N 2
so findet man in der That, dass sie eine I, _, ’ erzeugen.
Da die Sitze fiir n — 1 = 3 richtig sind, so sind sie es auch fiir
ein beliebiges n.

§ 3.
Rationalcurven.

49. Ich habe im vorigen Abschnitte bewicsen, dass die C'* in
R, eine Normalcurve ist, aus welcher man durch geeignetes Projiciren
oder Schneiden alle Arten von Rationalcurven in niedrigeren Riiumen
erhalten kann; es ist desshalb iusserst wichtig, die Kigenschaften der
C* zu studiren.

Nach dem Vorhergehenden lisst sich die C* dwrch n Biischel
S®w,, 8@, -+ S, bestimmen, z B.

A p,® 4 4D p @ =0,

(1) e . . . .
l(’)pn(l) + ,1(2)2)7‘(2) = O,

d. h. sie ist durch das Verschwinden einer Matrix der folgenden Art
gegeben:
pl(l) pl(‘z)
(2 oo =0
pn(l) pu('l)
Daraus ist ersichtlich, dass die C* auch durch zwei collineare
Gebilde S,0, S,® (n — 1)tr Stufe erzeugbar ist, niimlich:

y(l)pl(l) + I + y,(”)p”(l) a— O,
1/
(32 p®p @ .o o p,® =0,
Nun sehen wir, dass die Axen S, der Gebilde des Systems (1)
mit der C* n — 1 Punlte gemein haben; daler nennen wir sic Secanlen-
réume der C™.
In der That, wenn wir z. B. S®, mit den iibrigen entsprechenden

Gebilden §®,, - -+, S, schneiden, so erhalten wir in S, n —1
Biischel S®,, - .-, S, , die nach dem Vorhergehenden n — 1 Punkte
bestimmen, welche natiirlich in der C'» liegen. Man hat ferner:
Eine Gerade R, eine Ebene Ry u. s. w., ein Raum By kinnen
mit der O hichstens respective 2, 3, u. s. w. m —+ 1 Punkte gemein
haben. Hitte z. B. ein Raum R,, m - 2 Punkte mit der C* gemein,
so kénnten wir durch ihn und durch andere n — m — 1 Punkte einen
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R,_, legen, der die Curve in n + 1 Punkten schneiden wiirde; was
nicht moglich ist, ohne dass die » in R, selbst liegt.

Wir haben also n — 2 Arten von Secantenrdumen zu belrachien,
néimlich Secantengeraden, Secantencbenen w. s. w., Secantenriume S, _,,

Wir haben auch:

Ist die Curve durch zwei Gebilde (n — 1) Stufe S,®, S)® er-
zeugt, und schneiden sich 2 entsprechende Réiume S®M, S@ in einem
Raume S,_y, so ist dieser Raum ein Secantenraum der Curve.

In der That, die projectivischen Gebilde in den Riumen S, S®),
welche zu den Gebilden (n — 1)t Stufe S,, S,® gehdren, schneiden
Snm—y in zwei collinearen Gebilden (m — 1)t Stufe, die m Punkte
gemein haben, weleche wieder der Curve O angehdren.

50. Nehmen wir jetzt einen Punkt 4, in I?, und legen wir durch
A, und S, eine Gerade S,®. Dieser Geraden entspricht eine Gerade
S8,® durch S,®, die im Allgemeinen nicht durch A, geht; durch S,®
und A4, geht aber eine Ebene S,®, welcher eine Ebene S, durch
S,® entspricht. Die zwei collinearen Gebilde (n— 3)te Stufe S,0, S,
erzeugen einen 3-dimensionalen A,-Kegel (n — 2)' Ordnung. Ist
A, ein Punkt der Curve, so schneiden sich in ihm die beiden Strahlen
S,®, S,® und daher sind die Secantenrdume durch ihn Secantenriume
eines 2-dimensionalen 4,-Kegels (n — 1)'* Ordnung. Also:

Alle Secantenriume S,—e der C*, die durch einen Punkt A, gehen,
sind die Secantenriume cines 3-dimensionalen A,-Kegels (n — 2)
Ordnung.

Alle Secantenrdume S,—¢, dic durch einen Punkt A, der C* gchen,
sind die Secantenriume eines 2 - dimensionalen A,- Kegels (n — 1)t Ord-
nung , namlich des von A, ausgehenden die Curve projicivenden Kegels.

Betrachten wir jetzt eine Gerade 4, und verbinden wir sie mit
S, durch eine Ebene S,, so entspricht derselben eine Ebene S,®
durch S,@, die 4, im Allgemeinen weder trifft noch enthilt.

Es geht aber durch S, und A4, ein Raum S,®, welchem ein
Raum S,® durch S,® entspricht, und daher sind alle Secantenriume
Sy—z, die durch 4, gehen, Secantenriiume eines 5-dimensionalen Kegels
(n—4)ter Ordnung.

Wird dagegen 4, von S,® in einem Punkte geschnitten, so geht
durch 4, von S,® ein Raum 8S,®, welchem ein Raum S, durch
S,® entspricht; in diesem Falle sind daher alle Secantenriume S,
durch A; Secantenriume eines 4-dimensionalen A,-Kegels (n — 3)tr
Ordnung. Endlich wenn die Ebene S,® durch 4, geht, d. h. wenn
die Gerade A, eine Secantengerade der C» ist, so sind alle Secanten-
rdume S,—p durch 4, die Secantenriume eines 3-dimensionalen A4;-
Kegels (n — 2)tr Ordnung, némlich des von 4, ausgehenden, die
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Curve projicirenden Kegels. Man sieht, wie man fortzufahren hat, um
folgenden allgemeinen Satz zu beweisen:

Durch einen beliebigen Raum An gehit kein Secantenraum S,—s der
Ccr, wenm 2m + 3> mn + 1 ist. Dem liaume S, A,, entspricht in
dem collinearen Grebilde Sy ein Laum SR . Liegen S&) und A, in
cinem Raume IRy, wo s > m -1 < n ist, so sind alle dwrch A, hin-
durchgehenden Secantenriuine S, s Secantenviume eines (s -4~ 1) -dimen-
sionalen A,,- Kegels (n — s)er Ordnung.

Ist speciell m =— n — 3, so geht durch A4, ; entweder lkein
Secantenraum S,_; oder einer. Ist m =mn — 4, so geht durch 4,_,
entweder kein Secantenraum S, s, oder einer, oder oo!, die einen
(n — 1)-dimensionalen A,_s-Kegel 2 Ordnung bilden. Wir erkennen
auch, dass keine anderen speciellen Lagen von Réumen A, 3, 4,4
gegen die Secantenriume S, der C" vorkommen kéunen.

51. Wir haben im vorigen Abschnitte (Nr. 39.) gesehen, dass
von den verschiedenen Lagen, die ein Raum 4, ,_; gegen die Curve
C» annehmen kann, die verschiedenen Arten von Rationalcurven m'er
oder niedrigerer Ordnung im Raume R, abhiingen. Je nach der Lage
des projicirenden Raumes A,_n—1 gegen die Secantenyiume S,-s der C
bekommen wir in R, wverschiedene Houptarten von rationalen Curven
C», die wir Species nennen wollen.

Aus der vorigen Nummer wissen wir, dass ein Raum 4,3 zwei
verschiedene Lagen in Bezug auf die Secantenriume S,_, haben kann.
Entweder nimlich geht durch ihn ein Secantenraum S,_p oder keiner;
daher sind die Rationalcurven n® Ordnung in der Ebene von 2 Species,
entweder haben sie einen (n — 1)-fuchen Punkt oder micht, wobei
natiirlich ausgeschlossen ist, dass die Curven zerfallen.

Die einzigen Ausnahmefille sind der Kegelschnitt, der keinen
Dappelpunkt haben kann, ohne zu zerfallen, und die rationale Curve
3% Ordnung, die immer einen Doppelpunkt oder eine Spitze besitzt.

Wir sehen ferner, dass ein Raum A,_; 3 verschiedene Lagen
gegen die Secantenriume S, der C” haben kann. Entweder geht
durch ihn kein Secantenranm S,_s, oder einer, oder einfach unendlich
viele, die einen (n — 1)-dimensionalen A4,_4-Kegel 2t Ordnung bilden.
Daher sind die Rationalcurven w'r Ordnung in R, von 3 Species:
entweder haben sie keine (n — 1)-fache Secantengerade, oder eine, oder
emfach unendlich viele, die dann einem Hyperboloid anmgehiren, das
als Schwitt des Ry mit dem A, 4-Kegel 2tr Ordnung erhalten wird.

Die einzigen Ausnahmefille davon sind die rationalen Curven
3l und 4'er Ordnung, die nur von einer Species sind, und die von
der 5t Ordnung, welche nur in 2 Species vorkommen. Die Curven
fiinfter Ordnung der einen Species haben nur eine vierfache Secante,
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die der zweiten haben deren einfach unendlich viele, die einem Hyper-
boloid angehdren, wie es bekannt ist.

Desgleichen findet man nach den Sitzen der vorigen Nummer,
dass die I’atzonalcm ven ner Ordnung des R, von m Species sind. _Bez
der ersten hat dic Curve keinen (n — 1)-fachen Secamtenraum It
bei der zweiten nur cinen, bei der drilten einfach unendlich viele, die
einen (m — 1)- dimensionalen I, - Kegel 2t Ordnung bilden etc., und
bei der ster, wo s < m ist, eimfach unendlich viele, welche die Sccanten
riiume S,—g eines (n — s -~ 2)-dimensionalen IRy —ss12-Kegels (s — 1)ter
Ordnung sind, der eine gewihnliche Fliche (ohme Kegclspitze) sein
wird, sobald m — 2s ++ 2 eine negative Zahl ist. Wir finden auch:

Bei den Rationalcurven w'e Ordnung in R, kinnen auch (n — 2)-
fache Secantenriume R,—s, (n — 3)-fache Sccantenriume Ry,—5 u. s. w.
(n — m - 2)-fache Secantengeraden auftreten, da nimlich der proji-
cirende Raum A,_,,_; in einem Secantenraum S,—3, S,—s etc. S,_,1s
der C liegen kann. Daher hat man bei m > 3 noch Unierspecies,
die wir nicht weiter studiren.

52. Fiir die Entstehung der Singularititen der Rationalcurven
in niedrigeren Riumen als R, will ich folgende Beispiele fiir die
rationalen Curven C* und C° in I}; und I, geben. Analoge Be-
trachtungen werden auch fiir solche Curven gelten, die ein hoheres
Geschlecht besitzen.

1. Beispiel. Die Rationalcurven C*.

Es geht aus der 50. Nummer hervor, dass alle Secantenebenen
der C* in I, (welche die C* in 3 Punkten schneiden) eine 3-fach
unendliche Mannigfaltigkeit bilden, und dass alle Secantenebenen durch
einen beliebigen Punkt 4, von R, ein einfach unendliches System
von Kbenen eines 3-dimensionalen A4,-Kegels 2t Ordnung X,* bilden.
Daher wird die C* von einem beliebigen Punkte 4, des I?, in einen Raum
S, nach einer Curve C’* projicirt, welche mit den Geraden eines
Systems von Erzeugenden eines Hyperholoids (Schnitt von S; mit dem
Kegel K,?) 3 Punkte gemein hat. Die C'* ist also eine allgemeine
Curve 4 Ordnung, wie sie gewbhnlich von der 2\» Species genannt
wird, die aber in unserem Sinne der 1'*» und einzigen Species an-
gehtrt, die fiir die rationalen C! in R, existirt.

Der Kegel K;* hat auch ein zweites System von Ebenen, und da
zwei Ebenen von verschiedenen Systemen in einem R, liegen, so st
klar, dass die Ebenen des zweiten Systems von K,* die Curve G* aes
I?, nur in einem Punkte schneiden.

Liegt nun der Punkt 4, in einer Secantengeraden oder in einer
Tangente von C4, so erhiilt dic C'* einen Doppelpunkt oder eine Spitze.

Liegt A, in einer Schmiegungsebene der C%, so erhilt die C'*
eme Inflexionstangente. Zwei nicht aufeinander folgende Schmiegungs-
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&

ebenen der (' schneiden sich in einem Punkte A,; projiciren wir die
C* von diesem Punkte aus, so erhiilt die C'* zwei Inflexionstangenten.

Projicirt man ferner die C? von einer beliebigen Geraden A4, in
eine Ebene S,, so erhiilt man in S, eine "4 mit drei Doppelpunkten.

Eine belicbige Gerade A, von R, schmeidet also drei Secantenge-
raden der CH. R

Nehmen wir umgekehrt drei Secantengeraden der .C*, so giebt es
immer eine Transversale 4,, die sie alle drei schneidet (Nr. 26.); wenn
eine, zwei oder alle drei Secanten Tangenten sind, so erhilt die C"?
eine, zwei oder dret Spitzen.

Liegt 4; in einer Secantenebene der €4, so erhdilt dic C”* einen
dreifachen Punkt mit getrennten Tangenten.

Beriihrt die Secantenebene die Curve, so erhdlt dic C”4 im drei-
fachen Punlte eine Spitze.

Liegt endlich 4, in einer Schmiegungsebene der C*, so erhiilt dic
0”4 cinen dreifachen DPunkt mit lauter zusammenfallenden Tangenten.

Diese Arten der rationalen Curven vierter Ordnung in R, und
R, sind alle bekannt; wir sehen auf unserem Wege, wie leicht und
anschaulich sie aus einer einzigen Quelle erhalten werden konnen.

Zweites Beispiel. Die Rationalcurven C5.

Wir wollen jetzt nur die verschiedenen Arten der rationalen C*
in R, hervorheben. Man muss zu diesem Zwecke die €' des I, von
einer Geraden 4, in R, projiciren. Im Allgemeinen geht durch cine
Gerade A, nur ein Sccantenraum Sy der C°, daher bekommt die Pro-
jectionscurve C'° in Ry im Allgemeinen nur cine vierfache Secante. Es
kann aber auch geschehen, dass durch A, unendlich viele Secanten-
riume S, gehen, die dann einen 4-dimensionalen Kegel zweiter Ord-
nung bilden. Daher erhilt dann die C*° unendlich viele vierfache Secanten-
geraden, die eine Regelschaar in Ry bilden.

Liegt A, in einem Schmiegungsraume R, der (%, so erhdlt dic
C'5 eine dreifache beriihrende Tangente. Die C'° zweiter Species kann
zwei solche Tangenten haben, weil zwei nicht folgende Schmiegungs-
riume R, der C° in einer Geraden A, sich schneiden. Schneidet A,
eine oder zwei Secantengeraden der C% so erhdll dic C'° einen oder
zwei Doppelpunkte; wenn eine dieser Geraden oder beide Tangenten
sind, so erhdlt die C'° eine oder zwei Spitzen.

Liegt A, in einer Secantenebene der C°, so erhilt dic C'® cinen
dreifachen Punlit mit zusammentallenden Tangenten. :

In analoger Weise kann man natiirlich die verschiedenen Arten
der rationalen Curven 6%, T'r Ordnung u. s. w. in R, und R, etc.
studiren.

Ich bemerke auch, dass, wenn in einer Curve oder . einer Fliche
F,, Fy, F,, ..., Fudes R, Configurationen von Punkten, Geraden,
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R,, ..., R, caxistiren, die gewisse projectivische Bezichungen zu
jener Cuwrve oder Fliiche haben, dieselben durch die Projection in einen
niederen Rawm R, wicht zerstort werden kinnen. .

. § 4.
Die in einer Ebgne eindeutig abbildbaren 2-dimensionalen Linienfidchen.*)

53. Die in eine Ebene eindeutig abbildbaren Linienflichen bilden
die einfachste Classe von den eindeutig abbildbaren 2-dimensionalen
Fliachen, von denen wir in der Anmerkung sprechen. Sie sind alle die
Projection einer ,normalen Linienfliche, welche selbst eine Projection
der in der Anmerkung genannten ,Normalfiiche® ist.

Die F,»~' in R, ist die 2-dimensionale Fliche niedrigster Ord-
nung des Raumes I, (Nr.4.); sie wird von irgend einem Raume
R,_: in einer Normalcurve C»—! geschnitten.

Wir wollen insbesondere diejenige F?2 in R, betrachten, die

#) Alle 2-dimensionalen Flichen des Raumes R, , deren Schwiticurven mit
den Riumen R, von B, durch Curven nter Ordnung in einer Ebene eindeutig
abbildbar sind, sind immer die Projectionen einer einzigen Normalfliche der Ord-
nung n* des Raumes B, , 4 , deren Punktc folgendermassen sich darstellen lassen:

2

(1) @y:ay: xs=m4=xs"":xn(n+3)+1: E7: 8" E" ’gin—lgziétn_lga RETET ¥ A
2

Die Glieder rechter Honmd sind die verschiedenen Potemzen der drei homogenen

Coordinaten &, &, & Die Parameter &, &,, £, als die Coordinaten eines Punktes

der Ebene angesehen, liefern die eindeutige Abbildung der Fliche (1) in der

Ebene. Man sieht, dass die Schwittcurven der Fliche (1) mit den Riumen

B, (443 . des B, 5 durch Curven nter Ordnung sich abbilden, dic keine
2 2

Punkte (IF'undamentalpunkte) gemein haben.
Projicirt man die Fliiche von einem ihrer Punkte in einen Raum R"(n 43
i i i P

so erhilt man eine Fliche der Ordnung ®? — 1, die sich evident durch Curven
nter Ordoung abbildet, welche einen Fundamentalpunkt gemein haben. Und all-
gemein, wenn man die Normalfliche durch einen Raum R

nn—1) o der mit i
S = —1
2
n(n- 1) D Y . . or o
- Punkte gemein hat, in einen Rawm R, projicirt (da R”(n—l) anil
=1

2
B, duale Rinme in R, , . 4 sind), so erhilt man in R, eine Fliche der Ordnung
2
n(n 1) ; ; i
=gt g deren Schnittewrven mit den Riwmen R, ;| des B, durch Curven mier

(m—1)

Ordnung sich abbilden, welche Fundamentalpunkte gemein haben.

Eine solche Fliche des R, wird durch m collineare Gebilde zweiter Stufe
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dmi(?h n‘—‘l p.ro‘]echwscl‘]e Biifchel oder, was dasselbe ist, durch zwei
collineare Gebilde (n —- 2)ter Stufe S,®, S,® erzeugt wird. Es seien

(1) 1(1)1)1(1) + 19 ._'_ A("-‘Q)I)](”—l) pa— 0‘
A(l)pz(l) -’— OE + 1("—'2)1)2(71‘1) = ()

die zwei collinearen Gebilde S\, S,®@ (»n — 2)r Stufe.
Die Fliche ist dann:

PPy, pt

1 ==
By v v oy P

@) = 0;

sie wird also zugleich von den » — 1 Biischeln

8,0y, -y 8Ny oder durch drei collineare Gebilde (n — 1)ter Stufe Sy®, 8, | §,®

n—3
erzeugt. Wir schreiben die conjugirten Systeme der Fliche folgendermassen:

§4° +5BY + &0 =,
. £A® + 6BY 4 £,00 =,
A 4+ 6B 4 £,0W =0,

A AD oLy g —
1" A W ot g,
AW eD 4opamo®™ o,

Die Coordinaten der Punkte dieser Fliiche aus dem System (1) lassen sich folgen-
dermassen darstellen:

(2) x];.......:xn_!_l
1
§1Q(2)+§2b;1)+§305”’ 51“§1)+§2b§1)+53"§”r"':51“£.1-=-1+§2b7(3-1+53"£z14)-1

2) 2 2 2 2 1 2 2 2
8D+ E DD e, a8 0P B, 80l 5T E

E a4 £, b0 4 eV, & a{ B DByl e, By all) ) £ DY HEgeT)

oder
Lysee i &py = f1(&1, oy Eg) i+ - - fn+1(§p€z, £s),

WO fiy « .y fpqq homogene rationale Functionen mnter Grades in £, &, &, sind.
Betrachtet man wie vorher &, &,, £, als Coordinaten cincs Punktes der Ebene, so findet
man in der That, dass die Schuittcurven der Fliche (2) mit den Ritumen K, ; des
E, durch C" sich abbilden, welche M—é:l)— Fundamentalpunkte gemein haben.

Die Normalfliche (1) spielt fiir die eindeutig in eine Ebene abbildbaren Fidchen
die analoge Rolle wic die rationale Normalcurve C™ fiir die rationalen Curven.

Ich wiinsche das Studium dieser Flichen zu vervollstindigen und werde bei
einer andern Gelegenheit meine betreffenden Resultate publiciren.

Mathematische Annalen, XIX. 16
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H(')pl(l) + M(2)p2(1) S O’
(1) :
y}(ll_pi(ﬂ -1) + ‘,',(2)1)2('”—1) =

erzeugt. Die I'liiche hat cinfuch unendlich wicle erzeugende Geraden,
wie aus (1') ersichtlich ist, daher bezeichnen wir sic mit dem Symbol
R, — Fyr1.

Betrachten wir die Erzeugung der Iliche durch die zwei Gebilde
S, 8,®. Die Geraden SV, S, sind zwei Erzeugenden der Iy —F,»—1,
und daher auch nach Nr.46. alle Azen der Gebilde des Systems (1).

Zwei entsprechende Riume S® , S® darch S;®, S,® schneiden
sich in einem Raume S,_p, der die F*=! in einer Curve C»=2 trifft;
denn die collinearen Gebilde S,®, §,® in §® , 8 schneiden S, ,
in zwei colinearen Gebilden (n — 3)tr Stufe S,®@, S,@, die eine C»-2
der I,»~1 erzeugen. Wir nennen S,—s einen Secantenraum der Fliche
R, — Iy, Diese Secantenriwme sind an Zahl oo, und schneiden
die F2"—1'in rationalen Normalcurven Cn—2. )

Schneiden sich zwei entsprechende Riume S, S ® durch S,®, §,®@
in einem Raume S,, ¢ < m — 1 < n — 2, so sieht man in analoger
Weise wie vorher, dass S, a + 1 Punkte mit der F,”~! gemein hat.
Wir nennen S, einen Sccantenraum erster Art. Derselbe hat mit der
Curve @ 4 1 Punkte gemein, wihrend im Allgemeinen ein Raum R,
die R, — I',»~! nirgendwo schneidet. ‘

Schneiden sich die beiden entsprechenden Riume S®, S® in

einem Raume S,_;, so beweist man in derselben Weise, dass dieser
Raum die R, — I, in einer Normalewrve C™' schneidet. Wir
nennen einen solchen Raum einen Sccantenrauwm S,,—1 zweiter Art.

Es ist nicht n6thig eine solche Unterscheidung fiir die Secanten-
riume S,_p zu machen, da jeder beliebige S, die I',»~! in n — 1
Punkten schneidet.

Aus der Construction der Fliche hat man schliesslich noch folgen-
den Satz:

Wenn man n — 1 beliebige Secantenriume S,—o mit den Pumkien
der Iy — F—* verbindet, so erhdlt man n — 1 projectivische Diischel,
welche die Fliche erzcugen.

54. Betrachten wir jetzt einen Punkt 4, des R,, und verbinden
wir ihn mit S;® durch eine Ebene S,V; so entspricht derselben eine
Ebene S,@ durch S§,®, die im Allgemeinen nicht durch A4, geht. Bs
geht aber durch S8,® und durch 4, ein Raum S,®, welchem ein Raum
S;) durch S, entspricht. Die zwei collinearen Gebilde (% — 4)tr Stufe
S5, 8,® erzeugen also co”*Secantenriume S,_» der R, — F,n—, welche
Secantenriume eines 4-dimensionalen 4,-Kegels (#— 3)' Ordnung sind,
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Geht die Ebene S,® durch 4,, so ist 4, ein Punkt der !
selbst, denn ein R, , durch A, schneidet die R, — F,»—! in einer
durch 4, hindurchlaufenden C»—1. Also:

Die By — F,»= ist der Ort aller devjenigen Punlte, in dencn sich
zwei entsprechende Lbenen von zwei collinearen Gebilden des Systems
(1) schmeiden. _

Durch eimen  belichigen  Punkt A, des R, gehen oo -t Secanten-
riume S,_e, welche Sccantenriume eines 4-dimensionalen A, - Kegels
(n — 3) Ordnuny sind.

Liegt A, in der I'liche, so gelien durch ihn co*=3 Secantenriiome
Syu—s, welche Secantenyiume eines 3-dimensionalen Kegels sind, ndmlich
des von A, ausgchenden projicivenden Kegels der By — Iy

Betrachten wir jetzt eine (ierade A,, so finden wir:

Alle durch eine belickige Gerade hinduwrchgehenden Secantenydume
S, 2 bilden cine oo"S-fuche Mannigfaltigheit, welche dic Secantenrinime
cines 6-dimensionalen A,-Kegels (n — ) Ordnung sind. Die Gerade
A, kann auch so liegen, dass durch sie oco"=5 Secantenriume S,—y hin-
durchgehen, welche die Secantenviume eines b-dimensionalen A, - Kegels
(n — 4) Ordnung bilden.

Ist endlich die Gerade A, cine Secamtengerade der IR, — F,—,
d. h. trifft sie die R, — I'y"~' in zwer Punkten, so gchen durch sic
cor—4 Secantenriume S,—o, welche die Secantenriume cines 4 -dimen-
sionalen A,-Kegels (n — 3) Ordnung sind, ndimlich des von A, aus-
gchenden projicirenden Keyels der I8y — 17y 1.

Aus dem letzten Satze geht auch hervor:

Line Gerade A, kamn mit der L-Iliche hichstens zwer LPunkte
gemein haben, ohme ganz in der Iliche enthalten zu sein.

Ist allgemein ein Raum A4,, gegeben, so findet man:

Verbindet man A, mit S\, so erhilt man einen Raum S,
welchem cin Bawm S, durch 5, entspricht. Licgen A, und S,
in cinem Rauwme Ry, wo s <mn -—1>m 2 ist, so sind alle Secan-
tenréwime S,—s der R, — Iy"=' durch A, dic Secanlenriwme  cines
(s + 1)-dimensionalen A,-Kegels (n — s) Ordnung.

Im specicllen Falle geht durch einen A,y kein Sccantenrawm Sz,
oder nur ciner.

Man findet aus diesem Satze:

Ein Raum R, ist entweder kein Secantenrawm, oder cin Sccanten-
rawm erster oder zweiter Art der I8, — 17,1,

55. Wir konnen eine Parameterdarstellung der B, — 17"~ leicht
aufstellen. Zu dem Zwecke schneiden wir sic mit zwel Riumen R,_;.
Wir haben dann zwei Normalcurven O, deren Punkte durch rationale
Functionen (1 — 1)t Grades eines Parameters 4 sich darstellen lassen.

Die Fliche hat einfach unendlich viele geradlinige Erzeugenden, die
15%
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auf beiden Curven zwei projectivische Panktreihen ausschneiden. Ein
Punkt der R, — I',"~* kann daher in der Form:

@) ox = @i () + woi'(4) .

geschrieben werden. ¥)

Umgekehrt kann jede B,-Fliche, fiir welche die Formeln (1) bestehen,
durch n — 1 projectivische DBiischel erzeugt werden. Diese Fliche ist
daher auch durch zwei collincare Gebilde (n — 2)'* Stufe S, 8,®
erzeughar. -

Die zwei Axen S, S,® kinnen keine specielle Lage unter einan-
der haben. Denn treffen sie sich in emem Punkte By, so wird die
R, — F,»' ¢in Ry-Kegel, und diesen Fall haben wir hier nicht niiher
zu betrachten. Die speciellen Lagen aber, die zwei entsprechende Riume
R,, R,, ..., R, der beiden Gebilde S,™, S, @ im einzelnen Falle haben
mogen, kommen nothwendigerweise auch bei allen andern Fillen vor.
Daher miissen alle eigentlichen R, — F,»~* des R, projectivisch gleich-
berechtigt sein.

Wir nennen die R, -- Ty~ daher die in eine Ebene eindeutig
abbildbare Normal R,-I'liche des R,.

Wenn man jetzt in irgend einem Raume R, eine Linienfliiche
(m — 1)tr oder niedriger Ordnung hat, so kann man die Coordinaten
ihrer Puukte in der Form (1) darstellen; wir haben also:

Jede Normal- B, — Fy»—' des R, (m < n) kann durch Projection
der Normalfliche By — F,»~! des R, von einem R, .1 aus, der n—mn
beliebige Pumkte mit der R, — F,»' gemein hat, erhalten werden.

Jede belicbige in eincr Ebene emdeutiy abbildbare Linienfliche ¢
R, R,,. .., R,y von nicderer als der nm Ordnung ist immer dic cir-
deutige Projection einer Normalfliche Ity — I'y»=1 des R,. Und umgelkehrt
aus ciner solchen Normalfliche kann man durch geeignete Projection jede
Art von in einer Ebene cindeutig abbildbaren I'lichen der (n — 1)ten
oder wiedrigerer Ordnung erhalten.

Beispiele vou der Wichtigkeit dieser Siitze geben wir im niichsten
Paragraphen.

56. Wie bei den rationalen Curven (Nr.51.) kann man bei unseren
Flichen ebenfalls eine Unterscheidung in Species machen, je nach der

*) Siehe Clebsch, Mathem. Annalen Bd, I. Ueber die geradlinigen Flichen
vom Geschlechte p = 0 (in R,).

Die Abbildungsgleichungen sind also ga; = &, - 9, (E1Es) + & - ¥, (& £5), wo

A= --éi, p«=%, und &, &, & die Coordinaten eines Punktes der Eberte
3 3

andeuten.

Die Schnitte der Ry — F* ! mit den Riumen R, 4 des R, bilden sich also
als Curven wter Ordnung ab. Dieselben haben einen (n — 1) fachen Punkt bez
£1=0, £&=0 und einen einfachen Punkt bei & = 0, &, = 0 und daher ausser-
dem noch n — 1 einfache Fundamentolpunkie gemein.
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.

Lage des projicirenden Raumes gegen die Secantentiiume S,_, der
Fliche R, — F,»~1; und in Unterspecies je nach der Lage des pro-
Jicirenden Raumes gegen die anderen Secantenriume derselben. Fs
1st nicht schwer zu sehen, dass die Linienfliichen (p = 0) in B,y (m <)
von m — 1 Species sind.

Im Laume I, sind sic speciell von ewei Species, entweder haben
sie, mach Nr.b4., keine (n — 2)-fache Gerade, oder nur cine.

In analoger Weise kann man die auf einen Raum R, eindeutig
abbildbaren F), studiren.

g 5.

Die Flichen I? I, I'* des R,, die durch collineare Grundgebilde
erzeugt werden.*)

87, 2-dimensionale I'ldichen dritter Ordnung I3,
Wir betrachten zwei collineare Gebilde zweiter Stufe S,(V, 8, d.h.

Ap 0 20p,® L 2Op W = 0,
() {,{(1)1,1(2) + A®0p,® 4 20p.@ =0,
Sie erzeugen eine I7,% nimlich:

P p,® p,0
@) 2 2(2) ol
2@ p,® p,@

die auch aus den drei folgenden projectivischen Biischeln S,®, S,®, 8,®

=0,

*) Weun man eine Fy™ in R, von einem beliebigen Punkte 4, in einen R,

projicirt, so erhilt man in R, eine 2-dimensionale Fliiche F, ™ derselben Ordnung.
Man kann die Charaktere der F,™ durch diejenigen von F, " bestimmen, und
umgekehrt kann man die Singularititen der F, " durch die F,* studiren. Ich
will nur einige Charaktere hervorheben.

Eine Gerade durch 4,, welche die Fliche F,” in zwei Punkten B, C,schneidet,
liefert einen biplanaren Punkt B,” = C," der F, ™. DieTangentialebenen in B, und
C, an die F,™ werden in die beiden Tangentialebenen, welche in B, Fy ™ be-
riithren, projicirt.

Liegen die zwel in B, und C, constrnirbaren Tangentialebenen in einem
Raume R; durch 4,, so erhilt die le"‘ in B, cinen wniplanaren Punkt,

Liegt 4, in der Tangentialebene von By, so erhiilt die Fy ™ cinen Doppelpunlkt,
bei welchem der osculirende Kegel zweiter Ordnung sich auf eine Gerade reducirt,
néimlich auf die Schnittlinie der Tangentialebene in By mit Rg.

Ein conischer Doppelpunkt der I, ® muss also durch einen conischen Doppel-
punkt der F,™ selbst hervorgerufen sein.

Ein Raum S;, welcher durch die in B, beriihrende Tangentialebene hindurch-
geht, schneidet die F,™ in einer Curve mit einem Doppelpunkte in B, deren
zwei Tangenten in der Tangentinlebene liegen.

Aus einem parabolischen Punkte der &}, ™ erhiilt man zwei unendlich nale
Tangentialebenen der F,™, die in einem Ry liegen, der durch 4, geht, d. h. dic
in einem Schmiegungsraume R, der F,™ liegen.
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wp,® + pp® =0,
(1) uOp, " + p@p,® =0,

”(1)p3(1) .+_ y(z)p3(2) =0
construirt werden kann.

Aus dem vorigen Paragraphen geht hervor, dass diec I';* cine
Linienfliche By, — Ty ist, und dass sie 0o* Sccantenebenen besitzt, dic
sie in cinem Kegelschnitte schmeiden, wihrend jede andere Ebene die
R, — I,® in drei Punkten schneidet.

Die entsprechenden Ebenen von zwei collinearen Gebilden des Systems
(1) schneiden sich je in cinem Punkte, der der Fliche angehirt.

Betrachten wir jetzt drei Erzeugende der F,*. Dieselben kénnen
sich nicht wechselseitig schneiden; denn durch einen Punkt der F,3
geht nur eine Erzeugende derselben, wie aus der zweiten Erzeugung
ersichtlich ist. Sie konnen auch nicht in einem I?; liegen, weil eine
Gerade, welche drei Erzeugende trifft, ganz in der Fliche enthalten
ist, und daher das durch die drei Erzeugenden bestimmte Hyperboloid
zur I3 gehtren wiirde, die F,? also in eine Ebene und ein Hyper-
boloid zerfallen wiirde. Aber drei beliebige Erzeugende der I’ haben
eine Transversale gemein (Nr. 26.), die natiirlich alle anderen Er-
zeugenden trifft, da sie in F,? selbst liegt. Wir haben also folgen-
den Satz: .

Alle Erzeugenden der I, haben eine und nur eme Transversale
d, gemein, dic wir als Directrizgerade d, bezeichnen.

58. Indem wir die erste Erzeugung unserer Fliche niher betrachten,
sehen wir, dass man die Ebenen der beiden collinearen Gebilde
S,®, 8,® oder die Punkte der F,* auf die Punkte einer Ebene X,
abbilden kann. Wir haben:

Die F,)? ist Punkt fiir Punkt in einer Ebene 2, abbildbar. Den
Geraden von X, entsprechen die Kegelschnitte der Ty, den Rauwmcurven
C3 der I')® entsprechen Kegelschwitte von X,, die durch cinen Funda-
mentalpunkt gehen, welehem die Directrizgerade d, der F,* entsprichi.

Wir finden auch folgende Sitze:

Sind vier belicbige Gerade in R, gegeben, dic aber cine gemeinsame
Transversale d, haben, so ist durch sic cine F,* bestimmt. Denn nimmt
man zwei von diesen Geraden als S,®, §,® an, so kann man die
zwei collinearen Gebilde S,@, S,® mit Hiilfe der iibrigen zwei Geraden
in nur einer Weise bestimmen.

Durch zwei Kegelschnitte in zwei Ebenen S,®, S,@, die sich in
dem Schwittpunkte der beiden Ebenen schneiden, und durch eine dritte
Ebene 8,9, ist eine und nur eine I bestimmt, die S,® als Secantere-
ebene hat, und durch beide Kegelschwitte hindurchgeht.

59. Aus dem vorigen Paragraphen geht hervor, dass durch einen
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belicbigen Punkt A, von R, nur cine Secantencbene der T',* geht; wenn
aber der Punkt A, in I3 selbst liegt, so bilden alle Secantenebenen
durch ilm das System von Ebenen eines 3-dimensionalen A,- Kegels
2weiter Ordnung.

Durch einen beliebigen Punkt 4, geht also nur eine Secantenebene E,.
Es giebt ausser dieser Ebene keine Gerade, die durch A, geht und dabei
die I3 in zwei Punkten schmeidet. Denn ist eine solche Gerade vor-
handen, so lege man durch sie und durch eine Gerade von F,, welche
durch A, hindurchgeht, eine Ebene. Diese Ebene hat dann vier Punkte
mit der I',® gemein, sie ist also nach dem letzten Satze der Nr. 54.
eine Secantenebene der F,% d. h. durch den Punkt 4, gehen zwei
Secantenebenen der F,*, was nicht moglich ist. Zichen wir jetut
durch A4, in der Secantenebene F, eine Gerade, die den Kegelschnitt
K? derselben, der zu der I,* gehort, in zwei Punkten X, Y, schneidet.
Durch X,, ¥, gehen zwei Erzeugende X,, Y, der F,3 welche die
Directrix in zwei Punkten X, Y,  schneiden. Dieselben liegen also
mit d;, in einem Raume R,, der natiirlich durch 4, geht. Drehen wir
die Gerade X, ¥, um 4, in FE,, so bilden X, Y, eine Involution in
K?, und daher auch die Punkte X, Y, auf d,. Also:

Alle Réwme Ry, welche durch die Directriz d, und einen beliebigen
Punkt A, des R, hindurchgehen, schneiden dic F,* in Paaren von Er-
zeugenden, die eine Involution bilden. Man hat auch:

Die Directrizgerade d, schneidet keine Secantenebene der F,.

60. Jetzt projiciren wir die I'y*> von einem belicbigen Punkie A, in
allen moglichen Weisen in einen Ilawme Sy; so evhalten wir in Sy nach
den Sdtzen der Nv. 55. alle Arten wvon Linienflichen dritten wund
zweiten Grades.

Wir bekommen im Allgemeinen in S; eine Linienfliche dritten
Grades F,’3. Alle Erzeugenden der F,® werden von A, in die Er-
zeugenden der I3 projicirt, und da alle Erzeugehiden der F,3 den
Kegelschnitt K? von E, schueiden, so sieht man, dass die F,’? eine
Doppelgerade ¢, hat, die von allen Erzeugenden geschnitten wird. Die
Directrix d, der F,® wird in eine Gerade d," der I)3 projicirt, die
alle ihre Erzeugenden schneidet. Das Biischel von Riunien I, die
durch A4, und d; hindurchgehen, bestimmt in S; ein Biischel von
Ebenen R,, die durch d," hindurchgehen, und welche die I,’® in zwei
Geraden =z, y," schneiden. Diese Geraden treffen sich offenbar auf
der Geraden ¢;. Und da z,, y, eine Involution bilden, so bilden anch
z,, y," eine Involution.

Liegt A4, ausserhalb des Kegelschnittes K2, so kann man durch
ihn an K2 zwei Tangenten ziehen, welche die zwei in e, gelegenen
Cuspidalpunikte der F')® ausschneiden, Liegt dagegen 4, innerhalb von
K2, so fallen diese Tangenten und mit ihnen die Cuspidalpunkte fort.
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Wenn 4, in einer Ebene liegt, die durch d; und eine beliebige
Erzeugende von IF,? geht, so entsicht in Sy eine I',%, fiir welche die
Doppelgerade e, mit der Directriz d," zusammenfallt.

Projicirt man die F,* von einem ihrer Punkte 4,, so erhiilt man
in S, eine Linienfliche zweiten Grades. Das System der Directricen
derselben wird durch die unendlich vielen durch A4; hindurchgehenden
Secantenebenen veranlasst.

Diese verschiedenen Arten der Linienflichen dritten Grades des
R, sind lange bekaunt, aber wir sehen hier, wie man sic alle aus
einer einzigen Fliche durch Projection erhalten kann. Zugleich erkennt
man an diesem Beispiele, wie man in andern Fillen zu verfahren hat,

61. 2-dimensionale I'ldichen I,°, die durch drei collincare Gebilde
dritter Stufe S,V, S,®, S,® oder durch vier collincare Gebilde zweiter
Stufe S,®, 5,®, §;®, S, erzeugt werden.

Ich theile hier iiber diese Fliche nur die S#tze mit:

Sie geht durch alle Scheitel S, der Gebilde des ersten Irzeugungs-
systems, und sie hat alle Axen S, der Gebilde des zweiten als dreifache
Secantengeraden.

Ein beliebiger Raum R, des R, schneidet die F,° in einer allge-
meinen C® vom Geschlechte p = 3.

Aus der ersten Erzeugung der I,° geht hervor:

Die F,° hat oo® dreifache Secantengeraden. Durch cinen beliebigen
Punlt des R, geht nur eine solche Sccante hindurch; und die dreifachen
Secantengeraden durch einen Punkt R, der F,% selbst bilden einen
2-dimensionalen R,-Kegel dritter Ordnung.

Aus der zweiten Erzeugung haben wir:

Bezieht man eime Ebene X, auf wvier collincare Gebilde zweiter
Stufe des R,, welche dem zweiten Irzeugungssystem gehiren, so ent-
spricht jedem Punkte bez. jeder Geraden von X, respective cin Punkt und
eine rationale Normalcurve C* der F,b. Zwei solche Normalcurven
schneiden sich tmmer in cinem und nur in eimem Punkte.

Den Schnitteurven C® aller Ry des R, mit I7,® entsprechen in X,
Curven vierter Ordnung des Geschlechies p = 3, die zehn Iundamental-
punkte geméin haben, welche im Allgemeinen beliebig licgen.  Den letzteren
entsprechen zehn Geraden der F,5. — Diesclben schneiden sich wechsel-
weise nicht., —

Den zehn Curven dritter Ordnung durch neun der zehm Fundamen-
talpunkte in X, entsprechen zehn ebene Curven dritter Ordnung Z3
der I,5.

Den 45 Verbindungslinien der zehn Fundamentalpunkte entsprechen
45 Kegelschnitte der F,S.

Den Geraden, die durch cinen Fundamentalpunkt hindurchgehen,
entsprechen Rauwmcurven C3 der FS,
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Je zwei Kegelschnitten in X, dic respective durch dic zeln Funda-
mentalpunkte gehen, entsprechen cin Paar von Raumewrven O3 der Iy,
die m cinem R, legen. Ts gicbt 120 solche Puure.

LBiner Curve vierter Ordwmy in %, die eimen I undamentalpunkt als
Doppelpunkt hat und durch die dibrigen lindurchgeht, entspricht eine
C% der IS, dic+in cinem Ry licgt, welcher durch cine Gerade dev Fliiche
Tindurchgeht. .

Den 45 C* won Z,, die zicei Fundamentalpunlite als Doppelpuniite
haben und durch dic diibrigen hindurchgehen, entsprechen Cuwrven Q'
der F,5, dic respective in den 45 Riwmen I, liegen, welche dureh die
gelm Geraden der I)® zicei zu zwei bestimnt werden.  Allen C* durch
acht der  zehm  Fundamentalpunkte  in 2,  entsprechen  Curven O
der IS, deven Réwme Ity durch den Kegelschnitt gchen, welcher dem
verbindenden Strahle der zwei iibrigen Iundamentalpunlte etitspricht.

62. DProjiciren wir jetst dic 7% von einem beliebigen Punkte A,
des R, in einen Raum S,, so erhilt man cine I')S, welche, wic man
leicht sieht, cine Doppeleurve sicbenter Ordnung besilzt. Da durch 4,
eine dreifache Secantengerade der 1,5 geht, so hat dic IS cinen
triplanaren Punkt, der in dic Doppelcurve selbst fillt.,

Die I)6 hat zelm Geraden, und cs gicht zehn Lbenen (die den
Cuwrven Z3 der I,° entsprechen), welche die I')'% in zwei Curven dritter
Ordnung schmeiden.

In analoger Weise findet man fiir die F,’® die entsprechenden
Siitze zu allen andern Sitzen der vorigen Nummer.*)

Man kann dic 7% insbesondere aus einem ihrer Puukte projiciren.
Man erhilt dann in S, eine F,'%, welche eine Doppelcurve dritter Ord-
nung besitzt, wie aus der vorigen Nummer hervorgeht.

Andere interessante Flichen erhilt man in S;, wenn man den
Projectionspunkt in verschiedenen andern Lagen gegen die /', annimmt.

Wenn die Erzeugungssysteme der I7,° speciell sind, so bekommi
man speciclle F,°, F,, It des R, und durch Projection erhdilt
man Sy speciclle in einer  Lbene  cindentiy  abbildbare  I'lichen
s, Iys, Iy Y F)9, die ich der Kiirze halber nicht weiter studiven will.

63. Iindlich wollen wir etwas iber die I7,' des 1!, ddie durch
vier collineare Gebilde dritter Stufe erzeugbar ist, mittheilen.

Die I,! ist Punkt fiir Punkt in einen Raum 2 abbildbar und
man erhiilt folgende Sitze:

Vier collineare Gebilde S\, . . ., S drilter Stufe in R, crzeugen
eine 3-dimensionale Fliche 12 Sie besitet zwei conjugirle Torzeugungs-

*) Es scheint mir diese Fliche Iy® des R, ganz neu zu sein, obgleich
Clebsch, Cremona und Nother mit anderen in einer Ebene eindeutig abbild-
baren Fy'¢, welche auch 10 Geraden besitzen, sich beschiiftigt haben.
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systeme dritter Stufe, welchen zwei Systeme von Normaleurven C' und
zwei Systeme von IS entsprechen. (Nr. 41.)

Zwei Flichen I,%, die verschiedenen Systemen amgehiren, liegen in
einer I3,

Line C* und eime I,5 desselben Systems treffen sich in cinem wnd
nur in eimem Punlte, sofern die C* nicht selbst in I,% liegt. Zwei IS
dessclben Systems schneiden sich in einer O S

Die zwei Systeme der I, und der C* sind gleichberechtigt.

Die I\t hat oo wvicle Geraden, die den Punkten ciner C des
Bildrawmes Z, entsprechen.

Es giebt oo wviele Lbenen, welche die Fy* in zwei Kegelschwitten
schneiden.

Ich habe in dieser Arbeit die niichtstliegenden projectivischen Be-
ziehungen zwischen den R#umen von verschiedenen Dimensionen
behandelt; es bleiben aber viele interessante Fragen nicht nur fiir den
Raum von » Dimensionen, sondern auch fiir den gewéhnlichen Raum
zu erledigen.

Leipzig, im Sommer 1881.
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